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本节内容在高考中通常以压轴题形式出现，常见的有函数零点个数问题、不等式证明问题、不等式存

在性问题等，综合性较强，难度较大.在求解导数综合问题时，通常要综合利用分类讨论、构造函数、等价

转化、设而不求等思想方法，同时联系不等式、方程等知识，思维难度大，运算量不低.可以说，只要考生

啃下本节这个硬骨头，就具有了强大的逻辑推理、数学运算、数据分析、直观想象等核心素养.

考点要求 考题统计 考情分析

不等式

2023 年 I 卷第 19 题，12 分

2023 年甲卷第 21 题，12 分

2023 年天津卷第 20 题，16 分

2022 年 II 卷第 22 题，12 分

【命题预测】

函数与导数是高中数学的重要考查内容，

同时也是高等数学的基础，其试题的难度呈逐

年上升趋势，通过对近十年的高考数学试题，

分析并归纳出五大考点：

（1）含参函数的单调性、极值与最值；

（2）函数的零点问题；

（3）不等式恒成立与存在性问题；

（4）函数不等式的证明．

（5）导数中含三角函数形式的问题

其中，对于函数不等式证明中极值点偏移、隐

零点问题、含三角函数形式的问题探究和不等

式的放缩应用这四类问题是目前高考函数与导

数压轴题的热点．

极最值
2023 年乙卷第 21 题，12 分

2023 年 II 卷第 22 题，12 分

恒成立与有解

2022 年 北京卷第 20 题，12 分

2021 年天津卷第 20 题，16 分

2020 年 I 卷第 21 题，12 分

零点问题

2022 年甲卷第 21 题，12 分

2022 年 I 卷第 22 题，12 分

2022 年乙卷第 20 题，12 分



1、对称变换

主要用来解决与两个极值点之和、积相关的不等式的证明问题．其解题要点如下：（1）定函数（极值

点为 0x ），即利用导函数符号的变化判断函数单调性，进而确定函数的极值点 x0．

（2）构造函数，即根据极值点构造对称函数 0( ) ( ) (2 )F x f x f x x   ，若证
2

1 2 0x x x ，则令

02( ) ( ) ( )xF x f x f
x

  ．

（3）判断单调性，即利用导数讨论 ( )F x 的单调性．

（4）比较大小，即判断函数 ( )F x 在某段区间上的正负，并得出 ( )f x 与 0(2 )f x x 的大小关系．

（5）转化，即利用函数 ( )f x 的单调性，将 ( )f x 与 0(2 )f x x 的大小关系转化为x与 02x x 之间的

关系，进而得到所证或所求．

【注意】若要证明 1 2

2
x xf   

 
的符号问题，还需进一步讨论 1 2

2
x x

与 x0的大小，得出 1 2

2
x x

所在的

单调区间，从而得出该处导数值的正负．



构造差函数是解决极值点偏移的一种有效方法，函数的单调性是函数的重要性质之一，它的应用贯穿

于整个高中数学的教学之中．某些数学问题从表面上看似乎与函数的单调性无关，但如果我们能挖掘其内

在联系，抓住其本质，那么运用函数的单调性解题，能起到化难为易、化繁为简的作用．因此对函数的单

调性进行全面、准确的认识，并掌握好使用的技巧和方法，这是非常必要的．根据题目的特点，构造一个

适当的函数，利用它的单调性进行解题，是一种常用技巧．许多问题，如果运用这种思想去解决，往往能

获得简洁明快的思路，有着非凡的功效

2、应用对数平均不等式
1 2 1 2

1 2
1 2ln ln 2
x x x xx x
x x
 

 
 证明极值点偏移：

①由题中等式中产生对数；

②将所得含对数的等式进行变形得到
1 2

1 2ln ln
x x
x x

 ；

③利用对数平均不等式来证明相应的问题．

3、 比值代换是一种将双变量问题化为单变量问题的有效途径，然后构造函数利用函数的单调性证明

题中的不等式即可．

1．（2023•新高考Ⅰ）已知函数 ( ) ( )xf x a e a x   ．

（1）讨论 ( )f x 的单调性；

（2）证明：当 0a  时，
3( ) 2
2

f x lna  ．

【解析】（1） ( ) ( )xf x a e a x   ，

则 ( ) 1xf x ae   ，

①当 0a 时， ( ) 0f x  恒成立， ( )f x 在 R上单调递减，

②当 0a  时，令 ( ) 0f x  得，
1x ln
a

 ，

当
1( , )x ln
a

  时， ( ) 0f x  ， ( )f x 单调递减；当
1(x ln
a

 ， ) 时， ( ) 0f x  ， ( )f x 单调递增，

综上所述，当 0a 时， ( )f x 在 R上单调递减；当 0a  时， ( )f x 在
1( , )ln
a

 上单调递减，在
1(ln
a
， ) 上

单调递增．

证明：（2）由（1）可知，当 0a  时， 21 1 1( ) ( ) ( ) 1minf x f ln a a ln a lna
a a a

       ，

要证
3( ) 2
2

f x lna  ，只需证 2 31 2
2

a lna lna    ，



只需证 2 1 0
2

a lna   ，

设 g（a） 2 1
2

a lna   ， 0a  ，

则 g（a）
21 2 12 aa

a a


   ，

令 g（a） 0 得，
2

2
a  ，

当
2(0, )

2
a 时， g（a） 0 ， g（a）单调递减，当

2(
2

a ， ) 时， g（a） 0 ， g（a）单调递增，

所以 g（a） 2 1 2 1 2( ) 0
2 2 2 2 2

g ln ln      ，

即 g（a） 0 ，

所以 2 1 0
2

a lna   得证，

即
3( ) 2
2

f x lna  得证．

2．（2023•乙卷）已知函数
1( ) ( ) (1 )f x a ln x
x

   ．

（1）当 1a   时，求曲线 ( )y f x 在点 (1， f （1） )处的切线方程；

（2）是否存在 a， b，使得曲线
1( )y f
x

 关于直线 x b 对称，若存在，求 a， b的值，若不存在，说明理

由；

（3）若 ( )f x 在 (0, ) 存在极值，求 a的取值范围．

【解析】（1） 1a   时， f （1） 0 ，

2

1 1 1( ) ( 1) ( 1)( )
1

f x ln x
x x x

     


， f （1） 2ln  ，

曲线 ( )y f x 在点 (1， f （1） )处的切线方程为 2( 1)y ln x   ．

（2） 1 1( ) ( ) ( )xf x a ln
x x


  ，定义域为 (， 1) (0  ， ) ，

要使函数
1( )f
x

的图像关于 x b 对称，则由 0x  ，且 1x   ，可知
1
2

b   ，

即
1 1( ) ( ) ( )xf x a ln
x x


  的图像关于

1
2

x   对称，

则 f （1） (1 ) 2a ln  ，
1( 2) ( 2 ) (2 ) 2
2

f a ln a ln      ，

得1 2a a   ，解得
1
2

a  ．



综上，
1
2

a  ，
1
2

b   ；

（3）由函数的解析式可得 2

1 1 1( ) ( ) ( 1) ( )
1

f x ln x a
x x x

     


，

由 ( )f x 在区间 (0, ) 存在极值点，则 ( )f x 在区间 (0, ) 上存在变号零点，

令 2

1 1 1( ) ( 1) ( ) 0
1

ln x a
x x x

    


，

则 2( 1) ( 1) ( ) 0x ln x x ax      ，

令 2( ) ( 1) ( 1)g x ax x x ln x     ，

( )f x 在区间 (0, ) 存在极值点，等价于 ( )g x 在区间上存在变号零点，

( ) 2 ( 1)g x ax ln x    ，
1( ) 2

1
g x a

x
  


，

当 0a 时， ( ) 0g x  ， ( )g x 在区间 (0, ) 上单调递减，

此时 ( ) (0) 0g x g  ， ( )g x 在区间 (0, ) 上无零点，不合题意，

当
1
2

a ， 2 1a 时，由于
1 1

1x



，

g “ ( ) 0x  ， ( )g x 在区间 (0, ) 上单调递增，

( ) (0) 0g x g     ， ( )g x 在区间 (0, ) 上单调递增， ( ) (0) 0g x g  ，

( )g x 在区间 (0, ) 上无零点，不符合题意，

当
10
2

a  时，由
1( ) 2 0

1
g x a

x
   


，可得

1 1
2

x
a

  ，

当
1(0, 1)

2
x

a
  时， g “ ( ) 0x  ， ( )g x 单调递减，

当
1( 1

2
x

a
  ， ) 时， g “ ( ) 0x  ， ( )g x 单调递增，

( )g x  的最小值为
1( 1) 1 2 2

2
g a ln a

a
     ，

令 ( ) 1 (0 1)m x x lnx x     ，则
1( ) 0xm x

x
 

   ，

函数 ( )m x 在定义域内单调递增， ( )m x m （1） 0 ，

1 0x lnx    恒成立，


1( 1) 1 2 2 0

2
g a ln a

a
      ，

令 2( ) ( 0)h x lnx x x x    ，则
22 1( ) x xh x
x

  
  ，

当 (0,1)x 时， ( ) 0h x  ， ( )h x 单调递增，



当 (1, )x  时， ( ) 0h x  ， ( )h x 单调递减，

( )h x h （1） 0 ，即 2lnx x x ，当且仅当 1x  时，取等号，

2 2( ) 2 ( 1) 2 [( 1) ( 1)] 2 ( )g x ax ln x ax x x ax x x             ，

2(2 1) 2 (2 1) [(2 1) (2 1)] 0g a a a a a         ，

(0) 0g  ，根据零点存在定理得：

( )g x 在区间 (0, ) 上存在唯一零点 0x ，

当 0(0, )x x 时， ( ) 0g x  ， ( )g x 单调递减，

当 0(x x ， ) 时， ( ) 0g x  ， ( )g x 单调递增，

0( ) (0) 0g x g   ，

令 ( )n x lnx x  ，则
1 1 2( )

22
xn x

x xx
    ，

则函数 ( )n x lnx x  在 (0,4) 上单调递增，在 (4, ) 上单调递减，

( )n x n （4） 4 2 0ln   ， lnx x  ，

2 2 2 2

2

4 4 4 4 1( ) ( 1)[ ( 1) ( 1) 2 1]
4 1

ag a ln a
a a a a

a


        



2 2

4 4 4( 1)[ ( 1) 1 2 1]a ln a a
a a a

        

2 2 2 2

4 4 4 4 4 4( 1)[ ( 1)] ( 1)( 1)ln
a a a a a a

       

2 2 2

2 2

2 2

16 4 121 14 4( 1) ( 1) 0
4 4 4 41 1

a a a
a a

a a a a

  
    

   
，

函数 ( )g x 在区间 (0, ) 上存在变号零点，符合题意．

综上，实数 a得取值范围是
1(0, )
2

．

3．（2023•甲卷）已知 3

sin( ) xf x ax
cos x

  ， (0, )
2

x 
 ．

（1）若 8a  ，讨论 ( )f x 的单调性；

（2）若 ( ) sin 2f x x 恒成立，求 a的取值范围．

【解析】（1）已知 3

sin( ) xf x ax
cos x

  ，函数定义域为 (0, )
2


，

若 8a  ，此时 3

sin( ) 8 xf x x
cos x

  ，



可得
3 2

6

cos cos sin 3cos sin( ) 8 x x x x xf x
cos x

   
  

2 2

4

(4cos 3)(2cos 1)x x
cos x
 

 ，

因为 4cos 2 3 0x   ， 4cos 0x  ，

所以当
2cos

2
x  ，即 0

4
x 

  时， ( ) 0f x  ， ( )f x 单调递增；

当
2cos

2
x  ，即

4 2
x 

  时， ( ) 0f x  ， ( )f x 单调递减；

（2）不妨设 3

sin( ) sin 2xg x ax x
cos x

   ，函数定义域为 (0, )
2


，

2 2

4 4

3 2cos 3 2cos( ) 2cos2 2(2cos2 1)x xg x a x a x
cos x cos x
 

        ，

令 cos 2x t ， 0 1t  ，

此时 2

2 3( ) 2 4g t a t
t t

      ，

不妨令 2

2 3( ) 2 4k t a t
t t

     ，

可得
2

2 3 3

2 6 2( 1)(2 2 3)( ) 4 0t t tk t
t t t

  
        ，

所以 ( )k t 单调递增，

此时 ( )k t k （1） 3a  ，

①当 3a 时， ( ) ( ) 3 0g x k t a    ，

所以 ( )g x 在 (0, )
2


上单调递减，

此时 ( ) (0) 0g x g  ，

则当 3a 时， ( ) sin 2f x x 恒成立，符合题意；

②当 3a  时，

当 0t 时， 2

2 3 1 1 13( )2
3 3t t t

      ，

所以 ( )k t ，

又 k（1） 3 0a   ，

所以在区间 (0,1) 上存在一点 0t ，使得 0( ) 0k t  ，

即存在 0 (0, )
2

x 
 ，使得 0( ) 0g x  ，

当 0 1t t  时， ( ) 0k t  ，



所以当 00 x x  时， ( ) 0g x  ， ( )g x 单调递增，

可得当 00 x x  时， ( ) (0) 0g x g  ，不符合题意，

综上， a的取值范围为 (， 3] ．

4．（2023•天津）已知函数
1 1( ) ( ) ( 1)

2
f x ln x

x
   ．

（Ⅰ）求曲线 ( )y f x 在 2x  处的切线斜率；

（Ⅱ）当 0x  时，求证： ( ) 1f x  ；

（Ⅲ）证明：
5 1( !) ( ) 1
6 2

ln n n lnn n    ．

【解析】（Ⅰ）对函数 ( )f x 求导，可得 2

2 1( ) ( 1)
2 ( 1)
xf x ln x
x x x


   


，

则曲线 ( )y f x 在 2x  处的切线斜率为 f （2） 1 3
3 4

ln
  ；

（Ⅱ）证明：当 0x  时， ( ) 1f x  ，即
2 ( 1) 1

2
x ln x
x


  ，即
2( ) ( 1) 0

2
xg x ln x

x
   


，

而
2

2( ) 0, ( )
( 1)( 2)

xg x g x
x x

  
 

在 (0, ) 上单调递增，

因此 ( ) (0) 0g x g  ，原不等式得证；

（Ⅲ）证明：设数列{ }na 的前 n项和
1( !) ( )
2nS ln n n lnn n    ，

则 1 1 1a S  ；

当 2n 时， 1
1 1 1 1 1 11 ( ) 1 ( ) (1 ) 1 ( )

12 2 1 1
1

n n n
na S S n ln ln f
n n n

n




          

 


，

由（2）， 0( 2)na n ，

故 1 1nS S  ，不等式右边得证；

要证
5
6 nS ，只需证：对任意的 2n ，

2 2

1 1( ) ( ( ) 1)
1 6

n n

k
k k

a f
k 

  
  ，

令
( 2)( ) ( 1)

2( 1)
x xh x ln x
x


  


，则
2

2( )
2( 1)
xh x
x

  


，

当 0x  时， ( ) 0h x  ，函数 ( )h x 在 (0, ) 上单调递减，

则 ( ) 0h x  ，即
( 2)( 1)

2( 1)
x xln x
x


 


，

则
2 22 ( 2)( ) 1 1

2 2( 1) 4( 1) 4
x x x x xf x
x x x
 

     
 

，



因此当 2k 时， 2 2

1 1 1 1 1 1( ) 1 ( )
1 4( 1) 4( 1) 1 2 2 3 2 1

f
k k k k k

    
     

，

当 4n 时，累加得

4 4

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1( ) ( ( ) 1) [( ) ( ) ( )] ( )
1 2 5 7 7 9 2 3 2 1 2 5 2 1 10

n n

k
k k

a f
k n n n 

           
     ，

又 2
3 3(1) 1 2 1 0.694 1 0.041
2 2

a f ln         ， 3
5 3 51 (1.1 0.693) 1 0.0175
2 2 2

a ln       ，

故 2 3
2 4

1 1( ) ( ) 0.041 0.0175 0.1585
10 6

n n

k k
k k

a a a a
 

            ，即得证．

5．（2023•新高考Ⅱ）（1）证明：当 0 1x  时， 2 sinx x x x   ；

（2）已知函数 2( ) cos (1 )f x ax ln x   ，若 0x  为 ( )f x 的极大值点，求 a的取值范围．

【解析】（1）证明：设 2( ) sing x x x x   ， (0,1)x ，

则 ( ) 1 2 cosg x x x    ， ( ) 2 sin 0g x x      ，

( )g x  在 (0,1) 上单调递减，

( ) (0) 0g x g     ，

( )g x 在 (0,1) 上单调递减，

( ) (0) 0g x g   ，

即 2 sin 0x x x   ， (0,1)x ，

2 sinx x x   ， (0,1)x ，

设 ( ) sinh x x x  ， (0,1)x ，

则 ( ) 1 cos 0h x x    ，

( )h x 在 (0,1) 上单调递增，

( ) (0) 0h x h   ， (0,1)x ，

即 sin 0x x  ， (0,1)x ，

sin x x  ， (0,1)x ，

综合可得：当 0 1x  时， 2 sinx x x x   ；

（2） 2

2( ) sin
1
xf x a ax
x

   


 ，
2

2
2 2

2 2( ) cos
(1 )

xf x a ax
x


    


，

且 (0) 0f   ， 2(0) 2f a    ，

①若 2(0) 2 0f a    ，即 2 2a   时，

易知存在 1 0t  ，使得 1(0, )x t 时， ( ) 0f x  ，

( )f x  在 1(0, )t 上单调递增， ( ) (0) 0f x f     ，



( )f x 在 1(0, )t 上单调递增，这显然与 0x  为函数的极大值点相矛盾，故舍去；

②若 2(0) 2 0f a    ，即 2a   或 2a  时，

存在 2 0t  ，使得 2(x t  ， 2 )t 时， ( ) 0f x  ，

( )f x  在 2( t ， 2 )t 上单调递减，又 (0) 0f   ，

当 2 0t x   时， ( ) 0f x  ， ( )f x 单调递增；

当 20 x t  时， ( ) 0f x  ， ( )f x 单调递减，满足 0x  为 ( )f x 的极大值点，符合题意；

③若 2(0) 2 0f a    ，即 2a   时， ( )f x 为偶函数，

只考虑 2a  的情况，

此时 2

2( ) 2 sin( 2 )
1
xf x x
x

   


， (0,1)x 时，

2 2

2 1( ) 2 2 ( 1) 0
1 1
xf x x x
x x

      
 

，

( )f x 在 (0,1) 上单调递增，与显然与 0x  为函数的极大值点相矛盾，故舍去．

综合可得： a的取值范围为 (， 2) ( 2  ， ) ．

6．（2022•甲卷）已知函数 ( )
xef x lnx x a
x

    ．

（1）若 ( ) 0f x ，求 a的取值范围；

（2）证明：若 ( )f x 有两个零点 1x ， 2x ，则 1 2 1x x  ．

【解析】（1） ( )f x 的定义域为 (0, ) ， 2 2

( 1) 1 ( )( 1)( ) 1
x xe x e x xf x
x x x
  

     ，

令 ( ) 0f x  ，解得 1x  ，故函数 ( )f x 在 (0,1) 单调递减， (1, ) 单调递增，

故 ( )minf x f （1） 1e a   ，要使得 ( ) 0f x 恒成立，仅需 1 0e a  ，

故 1a e  ，故 a的取值范围是 (， 1]e  ；

（2）证明：由已知有函数 ( )f x 要有两个零点，故 f （1） 1 0e a    ，即 1a e  ，

不妨设 1 20 1x x   ，要证明 1 2 1x x  ，即证明 2
1

1x
x

 ，

10 1x  ，
1

1 1
x
 ，

即证明： 2
1

11 x
x

  ，又因为 ( )f x 在 (1, ) 单调递增，

即证明： 2
1

1( ) ( )f x f
x

  1
1

1( ) ( )f x f
x

 ，

构造函数
1( ) ( ) ( )h x f x f
x

  ， 0 1x  ，



1

2

1 ( 1)( 1)( ) ( ) [ ( )]
x xx e x xeh x f x f

x x
   

      ，

构造函数
1

( ) 1x xm x e x xe    ，

1 1( ) 1 (1 )x xm x e e
x

     ，因为 0 1x  ，所以
11 0
x

  ，

故 ( ) 0m x  在 (0,1) 恒成立，故 ( )m x 在 (0,1) 单调递增，

故 ( )m x m （1） 0

又因为 1 0x   ，故 ( ) 0h x  在 (0,1) 恒成立，故 ( )h x 在 (0,1) 单调递增，

又因为 h（1） 0 ，故 ( )h x h （1） 0 ，

故 1
1

1( ) ( )f x f
x

 ，即 1 2 1x x  ．得证．

7．（2022•新高考Ⅱ）已知函数 ( ) ax xf x xe e  ．

（1）当 1a  时，讨论 ( )f x 的单调性；

（2）当 0x  时， ( ) 1f x   ，求 a的取值范围；

（3）设 *n N ，证明：
2 2 2

1 1 1 ( 1)
1 1 2 2

ln n
n n

   
  

．

【解析】（1）当 1a  时， ( ) ( 1)x x xf x xe e e x    ，

( ) ( 1)x x xf x e x e xe     ，

0xe  ，

当 (0, )x  时， ( ) 0f x  ， ( )f x 单调递增；当 ( ,0)x  时， ( ) 0f x  ， ( )f x 单调递减．

（2）令 ( ) ( ) 1 1( 0)ax xg x f x xe e x      ，

( ) 1f x   ， ( ) 1 0f x   ，

( ) (0) 0g x g   在 0x  上恒成立，

又 ( ) ax ax xg x e axe e    ，

令 ( ) ( )h x g x  ，则 ( ) ( ) (2 )ax ax ax x ax ax xh x ae a e axe e a e axe e        ，

(0) 2 1h a    ，

①当 2 1 0a   ，即
1
2

a  ，存在 0  ，使得当 (0, )x  时， ( ) 0h x  ，即 ( )g x 在 (0, ) 上单调递增．

因为 ( ) (0) 0g x g    ，所以 ( )g x 在 (0, ) 内递增，所以 ( ) 1f x   ，这与 ( ) 1f x   矛盾，故舍去；

②当 2 1 0a  ，即
1
2

a ，

( ) (1 )ax ax x ax xg x e axe e ax e e       ，



若1 0ax ，则 ( ) 0g x  ，

所以 ( )g x 在 [0 ， ) 上单调递减， ( ) (0) 0g x g  ，符合题意．

若1 0ax  ，则
1 1 1 1(1 )(1 ) 2 2 2 2( ) 0
x ln x x xax ax x ax ln ax x x xg x e axe e e e e e e e
            ，

所以 ( )g x 在 (0, ) 上单调递减， ( ) (0) 0g x g  ，符合题意．

综上所述，实数 a的取值范围是
1
2

a ．

另 ( )f x 的导数为 ( ) (1 ) ( 0)ax xf x ax e e x     ，

①当 1a 时， ( ) (1 ) 0ax x ax x xf x ax e e e ex e e        ，

所以 ( )f x 在 (0, ) 递增，所以 ( ) 1f x   ，与题意矛盾；

②当 0a 时， ( ) 1 0ax x xf x e e e    ，

所以 ( )f x 在 (0, ) 递减，所以 ( ) 1f x   ，满足题意；．

③当
10
2

a 时，
1 1 1
2 2 21 1( ) (1 ) [(1 ) ]

2 2
x x xxf x x e e e x e      ．

设
1
21( ) (1 ) ( 0)

2
x

G x x e x    ，
1
21 1( ) 0

2 2
x

G x e    ，则 ( )G x 在 (0, ) 递减，所以 ( ) 0G x  ，

1
2( ) ( ) 0
x

f x e G x   ，所以 ( )f x 在 (0, ) 递减，所以 ( ) 1f x   ，满足题意；

④当
1 1
2

a  时， (1 )( ) [(1 ) ]ax a xf x e ax e     ，

令 (1 )( ) (1 ) a xH x ax e    ，则 ( ) ( )axf x e H x  ， (1 )( ) ( 1) a xH x a a e     ，

可得 ( )H x 递减， (0) 2 1H a   ，

所以存在 0 0x  ，使得 0( ) 0H x  ．当 0(0, )x x 时， ( ) 0H x  ，

( )H x 在 0(0, )x 递增，此时 ( ) 0H x  ，

所以当 0(0, )x x 时， ( ) ( ) 0axf x e H x   ， ( )f x 在 0(0, )x 递增，所以 ( ) 1f x   ，与题意矛盾．

综上可得， a的取值范围是 (，
1]
2

．

（3）由（2）可知，当
1
2

a  时，
1
2( ) 1( 0)
x xf x xe e x     ，

令 *1(1 )( )x ln n N
n

   得，
1 1 1(1 ) (1 )
21(1 ) 1
ln ln

n nln e e
n

 
     ，

整理得，
1 1 1(1 ) 1 0ln
n n n

     ，





1
1(1 )

11

n ln
n

n

 


，


2

1 1( )nln
nn n





，
2

1 1

1 1 2 3 1( ) ( ... ) ( 1)
1 2

n n

k k

k nln ln ln n
k nk k 

 
      


  ，

即
2 2 2

1 1 1... ( 1)
1 1 2 2

ln n
n n

    
  

．

另运用数学归纳法证明．

当 1n  时，左边
2

1 2 2
21 1

ln  


成立．

假设当 ( 1, *)n k k k N  时，不等式成立，即
2 2 2

1 1 1... ( 1)
1 1 2 2

ln k
k k

    
  

．

当 1n k  时，要证
2 2 2 2

1 1 1 1... ( 2)
1 1 2 2 ( 1) ( 1)

ln k
k k k k

     
     

，

只要证
2

1( 1) ( 2)
( 1) ( 1)

ln k ln k
k k

   
  

，

即证
2

1 2 1( 2) ( 1) (1 )
1 1( 1) ( 1)

kln k ln k ln ln
k kk k


      
   

．

可令
1

1
t

k



，则 (0t ，

1]
2

，则需证明 (1 )
1

t ln t
t

 


，

再令
61( (1, ])

2
x t x   ，则需证明

1 62 ( (1, ])
2

x lnx x
x

   ．

构造函数
1( ) 2 ( )( (1g x lnx x x
x

    ，
6 ])

2
，

2
2

2 1 1( ) 1 (1 ) 0g x
x x x

        ，

可得 ( )g x 在 (1， 6 ]
2

上递减，

则 ( )g x g （1） 0 ，所以原不等式成立，

即 1n k  时，
2 2 2 2

1 1 1 1... ( 2)
1 1 2 2 ( 1) ( 1)

ln k
k k k k

     
     

成立．

综上可得，
2 2 2

1 1 1... ( 1)
1 1 2 2

ln n
n n

    
  

成立．

8．（2021•天津）已知 0a  ，函数 ( ) xf x ax xe  ．

（1）求曲线 ( )f x 在点 (0 ， (0))f 处的切线方程；



（2）证明函数 ( )f x 存在唯一的极值点；

（3）若 a ，使得 ( )f x a b 对任意的 x R 恒成立，求实数 b的取值范围．

【解析】（1）因为 ( ) ( 1) xf x a x e    ，所以 (0) 1f a   ，而 (0) 0f  ，

所以在 (0 ， (0))f 处的切线方程为 ( 1) ( 0)y a x a   ；

（2）证明：令 ( ) ( 1) 0xf x a x e     ，则 ( 1) xa x e  ，

令 ( ) ( 1) xg x x e  ，则 ( ) ( 2) xg x x e   ，令 ( ) 0g x  ，解得 2x   ，

当 ( , 2)x   时， ( ) 0g x  ， ( )g x 单调递减，

当 ( 2, )x   时， ( ) 0g x  ， ( )g x 单调递增，

当 x时， ( ) 0g x  ，当 x时， ( ) 0g x  ，

作出图象，如图，

所以当 0a  时， y a 与 ( )y g x 仅有一个交点，令 ( )g m a ，

则 1m   ，且 ( ) ( ) 0f m a g m    ，

当 ( , )x m  时， ( )a g x ， ( ) 0f x  ， ( )f x 为增函数；

当 ( , )x m  时， ( )a g x ， ( ) 0f x  ， ( )f x 为减函数；

所以 x m 时是 ( )f x 的极大值点，故 ( )f x 仅有一个极值点；

（3）由（2）知 ( ) ( )maxf x f m ，

此时 (1 ) ma m e  ， ( 1)m   ，

所以 2{ ( ) } ( ) (1 ) (1 ) ( 1) ( 1)m m m m
maxf x a f m a m me me m e m m e m             ，

令 2( ) ( 1) ( 1)xh x x x e x     ，

若存在 a，使 ( )f x a b 对任意的 x R 恒成立，

则等价于存在 ( 1, )x   ，使得 ( )h x b，即 ( )minb h x ，

而 2( ) ( 2) ( 1)( 2)x xh x x x e x x e       ， ( 1)x   ，



当 ( 1,1)x  时， ( ) 0h x  ， ( )h x 为单调减函数，

当 (1, )x  时， ( ) 0h x  ， ( )h x 为单调增函数，

所以 ( )minh x h （1） e  ，故 b e ，

所以实数 b的取值范围[ e ， ) ．

考点一：含参数函数单调性讨论

1、导函数为含参一次型的函数单调性

导函数的形式为含参一次函数时，首先讨论一次项系数为 0，导函数的符号易于判断，当一次项系数不

为雩，讨论导函数的零点与区间端点的大小关系，结合导函数图像判定导函数的符号，写出函数的单调区

间．

2、导函数为含参二次型函数的单调性

当主导函数（决定导函数符号的函数）为二次函数时，确定原函数单调区间的问题转化为探究该二次

函数在给定区间上根的判定问题．对于此二次函数根的判定有两种情况：

（1）若该二次函数不容易因式分解，就要通过判别式来判断根的情况，然后再划分定义域；

（2）若该二次函数容易因式分解，令该二次函数等于零，求根并比较大小，然后再划分定义域，判定

导函数的符号，从而判断原函数的单调性．

3、导函数为含参二阶求导型的函数单调性

当无法直接通过解不等式得到一阶导函数的符号时，可对“主导”函数再次求导，使解题思路清晰．“再

构造、再求导”是破解函数综合问题的强大武器．

在此我们首先要清楚 ( ) ( ) ( )f x f x f x 、 、 之间的联系是如何判断原函数单调性的．

（1）二次求导目的：通过 ( )f x 的符号，来判断 ( )f x 的单调性；

（2）通过赋特殊值找到 ( )f x 的零点，来判断 ( )f x 正负区间，进而得出 ( )f x 单调性．

例 1．（2023·河北承德·高三校联考期中）已知函数      1 ln 0f x x a x a   ．

(1)讨论  f x 的单调性；

【解析】（1）      1 ln , 0,f x x a x x    ，

所以   ln 1f x a x a    ，

令   0f x  ，得
1

e
a
ax


 ．



当 0a  时，  
1

(0,e ), 0
a
ax f x


   ；  
1

(e , ), 0
a
ax f x


    ；

所以  f x 在
1

(0,e )
a
a


上单调递增，在
1

(e , )
a
a


 上单调递减．

当 a<0时，  
1

(0,e ), 0
a
ax f x


   ；  
1

(e , ), 0
a
ax f x


    ；

所以  f x 在
1

(0,e )
a
a


上单调递减，在
1

(e , )
a
a


 上单调递增．

例 2．（2023·广东广州·高三广东广雅中学校考阶段练习）已知    21ln R
2

f x x ax ax a    .

(1)讨论  f x 的单调性；

【解析】（1）由函数   21ln
2

f x x ax ax   ，可得函数  f x 的定义域为 (0, ) ，

且  
21 1ax axf x ax a

x x
       ，令   2 1h axx ax  ，

若 0a  时，   1 0h x    ，则 ( ) 0f x¢ > ，可得  f x 在 (0, ) 上单调递增；

若 0a  时，因为 2 4 0a a    ，

令   0h x  ，解得
2 4

2
a a ax

a
  

 或
2 4 0

2
a a ax

a
  

  （舍去），

当
2 4(0, )

2
a a ax

a
  

 时，   0h x  ，则 ( ) 0f x¢ > ，可得  f x 单调递增；

当
2 4( , )

2
a a ax

a
  

  时，   0h x  ，则   0f x  ，可得  f x 单调递减，

所以函数  f x 的递增区间为
2 4(0, )

2
a a a

a
  

，递减区间为
2 4( , )

2
a a a

a
  

 ；

若 a<0时，函数   2 1h axx ax  开口向下，对称轴为
1
2

x   且  0 1h   ，

当 ,( )0x  时，   0h x  ，则 ( ) 0f x¢ > ，可得  f x 在 (0, ) 上单调递增.

例 3．（2023·全国·高三专题练习）已知函数      ln 1 1 Rf x x a x a     ，讨论函数  f x 的单调性.

【解析】因为      ln 1 1 Rf x x a x a     的定义域为  0,  ，

所以      1 11 1
a x

f x a
x x

 
     ，其中 0x  ，

当1 0a  时，即 1a  ，  f x 在  0,  上单调递增，

当1 0a  时，即 1a  ，

令    1 1
0

a x
f x

x
 

   ，得
10

1
x

a
 


；

令    1 1
0

a x
f x

x
 

   ，得
1

1
x

a



，



所以  f x 在
10,

1a
 
  

上单调递增，在
1 ,

1a
   

上单调递减.

综上，当 1a  时，  f x 在  0,  上单调递增；

当 1a  时，  f x 在
10,

1a
 
  

上单调递增，在
1 ,

1a
   

上单调递减.

考点二：导数与数列不等式的综合问题

在解决等差、等比数列综合问题时，要充分利用基本公式、性质以及它们之间的转化关系，在求解过

程中要树立“目标意识”，“需要什么，就求什么”，并适时地采用“巧用性质，整体考虑”的方法．可以达到减

少运算量的目的．

例 4．（2023·辽宁·高三校联考阶段练习）已知函数    ln 1
1

axf x x
x

  


.

(1)当 1a  时，求  f x 的极值；

(2)若   0f x  ，求 a的值；

(3)求证：  *1 1 1sin sin sin ln2 N
1 2 2

n
n n n

    
 

 .

【解析】（1）当 1a  时，    ln 1
1
xf x x
x

  


， 1x   ，

则  
   2 2

1 1
1 1 1

xf x
x x x

   
 

，

当  1,0x  时，   0f x  ，  f x 单调递减，

当  0,x  时， ( ) 0f x¢ > ，  f x 单调递增，

所以  f x 在 0x  处取得极小值 0 ，无极大值；

（2）由题意得  
 

 
 2 2

11
1 1 1

x aaf x
x x x

 
   

  
，

①当 0a  时， ( ) 0f x¢ > ，所以  f x 在  1,  上单调递增，

所以当  1,0x  时，    0 0f x f  ，与   0f x  矛盾；

②当 0a  时，当  1,a 1x   时，   0f x  ，  f x 单调递减，

当  1,x a   时， ( ) 0f x¢ > ，  f x 单调递增，

所以      min
1 ln 1f x f a a a     ，



因为   0f x  恒成立，所以  ln 1 0a a   ，

记    ln 1g a a a   ，   1 11 ag a
a a


   ，

当  0,1a 时，   0g a  ，  g a 单调递增，

当  1,a  时，   0g a  ，  g a 单调递减，

所以    max
1 0g a g  ，所以  ln 1 0a a   ，

又  ln 1 0a a   ，

所以  ln 1 0a a   ，

所以 1a  ；

（3）证明：先证  sin 0x x x  ，

设    sin 0h x x x x   ，则   cos 1 0h x x    ，

所以  h x 在区间  0,  上单调递减，

所以    0 0h x h  ，即 sin x x ，

所以
1 1 1 1 1 1sin sin sin

1 2 2 1 2 2n n n n n n
      

   
  ，

再证
1 1ln

1
n

n n





，

由（2）可知  ln 1
1
xx
x

 


，当 0x  时等号成立，

令  1 Nx n
n

  ，则

1
1ln 1 1 1

n
n

n

   
  

，

即  1 1ln ln 1 ln
1

n n n
n n


   


，

所以    1 ln 2 ln 1
2

n n
n

   


，，    1 ln 2 ln 2 1n n
n n

  


，

累加可得  1 1 1 ln 2 ln ln 2
1 2 2

n n
n n n

     
 

 ，

所以
1 1 1sin sin sin ln2

1 2 2n n n
   

 
 .

例 5．（2023·广东·高三校联考阶段练习）设   2 cos 1f x ax x   ， aR .

(1)当
1
π

a  时，求函数  f x 的最小值；

(2)当
1
2

a  时，证明：   0f x  ；



(3)证明：  *1 1 1 4cos cos cos , 1
2 3 3
      n n n

n
NL .

【解析】（1）因为  f x 的定义域为R，且        2 2cos 1 cos 1         f x a x x ax x f x，

所以  f x 为偶函数，

下取 0x  ，

当
1
π

a  时，   21 cos 1
π

  f x x x ，则   2 sin
π

  f x x x，

当
π
2

x  时，则   2 sin 1 sin 0
π

     f x x x x ，可知  f x 在
π ,
2

  
 

内单调递增，

当
π0
2

x  时，令    g x f x ，则   2 cos
π

  g x x，

可知  g x 在
π0,
2

 
  

内单调递增，

因为
20 1
π

  ，则 0
π0,
2

x    
 

，使得 0
2cos
π

x  ，

当  00,x x 时，   0g x  ；当 0
π,
2

x x   
时，   0g x  ；

所以  g x 在  00, x 上单调递减，在 0
π,
2

x 
  

上单调递增，且   π0 0
2

g g    
 

，

则     0f x g x   在
π0,
2

 
  

内恒成立，可知  f x 在
π0,
2

 
  

内单调递减；

综上所述：  f x 在
π0,
2

 
  

内单调递减，在
π ,
2

  
 

内单调递增，

所以  f x 在  0,  内的最小值为
π π 1
2 4

f     
 

，

又因为  f x 为偶函数，所以  f x 在R内的最小值为
π 1
4
 .

（2）由（1）可知  f x 为定义在R上的偶函数，下取 0x  ，

可知   2 sinf x ax x   ，令     2 sin   x f x ax x，

因为
1
2

a  ，则   2 cos 1 cos 0x a x x      ，

则  x 在  0,  内单调递增，可得    0 0x   ，

即   0f x  在  0,  内恒成立，可知  f x 在  0,  内单调递增，

所以  f x 在  0,  内的最小值为  0 0f  ，

结合偶函数性质可知：   0f x  .



（3）由（2）可得：当
1
2

a  时，   21 cos 1 0
2

f x x x    ，当且仅当 0x  时，等号成立，

即
21cos 1

2
x x  ，令

*1 , 2,  x n n
n

N ，则 2

1 1cos 1
2n n

  ，

当 2n  时， 2 2 2
1 1 2 2 1 1cos 1 1 1 1

2 4 4 1 2 1 2 1n n n n n n
             

，

即
1 1 1cos 1

2 1 2 1n n n
      

，则有：

1 1 1cos 1
2 3 5

    
 

，
1 1 1cos 1
3 5 7

    
 

，  ，
1 1 1cos 1

2 1 2 1n n n
      

，

相加可得：  1 1 1 1 1 4 1cos cos cos 1
2 3 3 2 1 3 2 1

n n
n n n

             
 ，

因为 2n  ，则
1 0

2 1n



，所以

1 1 1 4cos cos cos
2 3 3
    L n

n
，

即  *1 1 1 4cos cos cos , 1
2 3 3
      n n n

n
NL .

例 6．（2023·天津北辰·高三天津市第四十七中学校考阶段练习）已知函数    2ln 1f x x x ax a    ．

(1)当 1a  时，求曲线  y f x 在点   1, 1f 处的切线方程；

(2)当 1x  时，求使   0f x  恒成立的最大偶数 a．

(3)已知当 0x  时，
3

sin
6
xx x  总成立．令   sing x x ，若在  g x 的图像上有一点列

 1 1, 1,2, , , 1
2 2i i iA g i n n       

  
NL ，若直线 1i iA A  的斜率为  1,2, , 1ik i n  ，求证：

1

1

7
6

n

i
i
k n





  ．

【解析】（1）当 1a  时，   2 ln 1f x x x  ，  1 1f  ，

所以   2ln 2f x x   ，曲线  y f x 在点  1,1 处切线的斜率为  1 2f   ，

所以切线方程为  1 2 1 2 1 0y x x y       ．

（2）当 1x  时，使   0f x  等价于
 2ln 1

1
x x

a
x





，

令      2ln 1
1

1
x x

g x x
x


 


，所以  

 
2 2 ln 3

1
x xg x
x 

  
 ，

令    2 2ln 3 1h x x x x    ，所以    2 122 0
x

h x
x x


    ，

所以  h x 在  1, 上单调递增，

又因为  2 1 2ln 2 0h    ，  e 2e 5 0h    ，

所以  h x 在  2,e 上  0 2,ex  ，使  0 0h x  ，即 0 02 3 2 lnx x  ，



当  01,x x 时，   0h x  ，   0g x  ；

当  0 ,x x  时，   0h x  ，   0g x  ；

所以  g x 在  01, x 上单调递减，  g x 在  0 ,x  上单调递增，

所以  g x 的最小值为      0 0 0 0
0 0

0 0

2ln 1 2 3 1
2

1 1
x x x x

g x x
x x

  
  

 
，

因为  0 2,ex  ，所以    0 02g x g x x  ，

所以 02a x ，且  02 4, 2ex  ，

所以使   0f x  恒成立的最大偶数为 4a  ．

（3） i N 时，
1

1
1

1

1 1
1 12 2 2 sin sin1 1 2 2

2 2

i i
i

i i i

i i

g g
k








              
 

，

1 1
1 1 1 1 1

1 1 1 1 12 2sin cos sin 2 sin 2cos 1
2 2 2 2 2

i i
i i i i i

 
    

         
   

，

令  
2

cos 1
2
xm x x   ，则   sinm x x x    ，

令   sinn x x x   ，则   1 cos 0n x x   ，  n x 单调递增，

又  0 0n  ，所以，当 0x  时，   0n x  ，  m x 单调递增，

又  0 0m  ，所以，当 0x  时，    
2

cos 1 0 0
2
xm x x m     ，

即
2

cos 1
2
xx   ，则 1 2 3

1 1cos 1 0
2 2i i    ，

1 1
1 1 1 2 3

1 1 1 12 sin 2cos 1 2 sin 2 1 1
2 2 2 2

i i
i i i i

 
   

           
    

1 1
1 2 2 1 3 3 2 2

1 1 1 1 12 sin 1 2 1
2 2 2 6 2 2

i i
i i i i i

 
    
                

2 2 2 2 2 2 4 4 2 2
1 1 7 1 1 1 7 11 1 1 1

6 2 2 6 2 6 2 6 2i i i i i    
                

，

1

4 6 8 2
1

7 1 1 1 11
6 2 2 2 2

n

i n
i
k n





        
 

 L

4 1
1 11

7 7 1 1 12 41 116 6 12 3 41
4

n

nn n


               
 

7 7 1 79 71
72 18 4 72 6nn n n         ．



考点三：双变量问题

破解双参数不等式的方法：

一是转化，即由已知条件入手，寻找双参数满足的关系式，并把含双参数的不等式转化为含单参数的

不等式；

二是巧构函数，再借用导数，判断函数的单调性，从而求其最值；

三是回归双参的不等式的证明，把所求的最值应用到双参不等式，即可证得结果．

例 7．（2023·湖北荆门·高三荆门市龙泉中学校联考阶段练习）已知函数    lnf x mx ，m是大于 0 的常

数.记曲线  y f x 在点   1 1,x f x 处的切线为 l， l在 x轴上的截距为 2
x ， 2 0x  ．

(1)当 1
1
e

x  ， 1m  时，求切线 l的方程；

(2)证明： 1 2
1 1x x
m m

   .

【解析】（1）因为   1f x
x

  ，所以曲线  y f x 在点   1 1,x f x 处切线方程为    1 1
1

1lny mx x x
x

   ．

即  1
1

1 ln 1y x mx
x

   ，

当 1
1
e

x  ， 1m  时，

切线 l的方程为 e 2y x  ．

（2）对于切线 l：  1
1

1 ln 1y x mx
x

   ，

令 0y  ，得   2 1 11 lnx x mx  ，

由 2 0x  得   1 11 ln 0x mx  ，

因为 0m  ，所以 1 > 0x ， 1 1
e1 ln 0 0mx x
m

     ，

 2 1 11 lnx x mx  ，令    1 lng x x mx  ，
e0,x
m

  
 

，

令   lng x mx   ，由   0g x  得
1x
m

 ，

则当
10,x
m

  
 

时，   0g x  ，  g x 单调递增，



当
1 e,x
m m

  
 

时，   0g x  ，  g x 单调递减，

所以  max

1 1g x g
m m

   
 

．

所以，当 1
e0 x
m

  ，  2 1
1x g x
m

  ，则 2 2
1 1x x
m m

   ，

①当 1
10 x
m

  时， 1 1
1 1x x
m m

   ， 1 2 1 2 2 1 1 1
1 1 1 1 lnx x x x x x x mx
m m m m

            
 

，

因为 1
10 x
m

  ，所以 1 1ln 0x mx  ，则 1 2
1 1x x
m m

   ．

②当 1
1 ex
m m
  时，  1 2 1 2 2 1 1 1

1 1 1 1 2 22 lnx x x x x x x mx
m m m m m m

                  
   

，

令     22 lnh x x mx
m

   ，
1 e,x
m m

  
 

，

  1 lnh x mx   ，当
1 e,x
m m

  
 

时，   0h x  ，

所以  h x 在
1 e,
m m

 
 
 

上单调递增，

所以   1 0h x h
m

   
 

，则 1 2
1 1x x
m m

   ，

综上， 1 2
1 1x x
m m

   ．

例 8．（2023·海南海口·高三海南中学校考阶段练习）已知函数     21ln 1
2

f x x m x mx    .

(1)当 0m  时，讨论函数  f x 的单调性；

(2)若函数     21
2

g x f x mx  有两个零点 1
x ， 2

x ，且 2 1ex x ，求证： 1 2
2

e 1
x x 


(其中 e是自然对数的底数).

【解析】（1）函数     21ln 1
2

f x x m x mx    的定义域为  0,  ，

则         2 1 1 1 11 1
mx m x mx x

f x m mx
x x x




   
      ，

当 0m  时令   1 1 0mx x   ，解得 1x  或
1x
m

 ，

当
1 1
m
 ，即 1m  时    21

0
x

f x
x


   恒成立，所以  f x 在  0,  上单调递增；

当
10 1
m

  即 1m  时，令 ( ) 0f x¢ > ，解得
10 x
m

  或 1x  ，则  f x 在
10,
m

 
 
 

，  1, 上单调递增，



令   0f x  ，解得
1 1x
m
  ，则  f x 在

1 ,1
m

 
 
 

上单调递减；

当0 1m  即
1 1
m
 时，令 ( ) 0f x¢ > ，解得0 1x  或

1x
m

 ，则  f x 在  0,1 ，
1 ,
m

  
 

上单调递增，

令   0f x  ，解得
11 x
m

  ，则  f x 在
11,
m

 
 
 

上单调递减；

综上可得， 当 1m  时，  f x 在  0,  上单调递增；

当 1m  时，  f x 在
10,
m

 
 
 

，  1, 上单调递增，在
1 ,1
m

 
 
 

上单调递减；

当0 1m  时，  f x 在  0,1 ，
1 ,
m

  
 

上单调递增，在
11,
m

 
 
 

上单调递减.

（2）因为      21 ln 1
2

g x f x mx x m x     ，由题意 1
x ， 2

x 是方程  ln 1 0x m x   的两个根，

 1 1ln 1 0x m x    ①，  2 2ln 1 0x m x   ②，

①②两式相加，得
1 2

1 2

ln ln1 x xm
x x


 
 ③，①②两式相减，得

1 2

1 2

ln ln1 x xm
x x


 
 ④，

联立③④，得
1 2 1 2

1 2 1 2

ln ln ln lnx x x x
x x x x
 


  ，

2

2 1 2 1
1 2 2 1

22 1 1

1

1
ln ln (ln ln ) ln

1

x
x x x xx x x x xx x x

x




     
 

，

设
2

1

xt
x

 ， 2 1e 0x x  ， et  ， 1 2
1ln ln ln

1
tx x t

t


   


，  e,t  ，

因为    2 2e e 1 2.7 2.7 1 7.803 4      ，所以  e e 1 2  ，则
1
2 2e

e 1



，

若
1
2

1 2 ex x  ，则一定有 1 2
2

e 1
x x 


，

只需证明当 t e 时，不等式 1 2
1ln ln
2

x x  成立即可，即不等式
1 1ln

1 2
tt

t


 


成立，即不等式  
1ln

2 1
tt
t



 成

立，

设函数  
1( ) ln

2 1
tt t
t

 
 

 ，  
 

 
   

2

2

2 2 2

1 3
11 1 2 4 0

1 1 1

tt t
t

t t t t t t


          
  

，

在 e, 上单调递增，故 t e 时，      
e 3e 0

2 e 1
t  
  

 ，

即证得  
1ln

2 1
tt
t



 成立，

即证得当 t e 时，
1 1ln

1 2
tt

t


 


，即证得 1 2
1ln ln
2

x x  ，



1 2
1ln
2

x x  ，即证得
1
2

1 2 ex x  ，则 1 2
2

e 1
x x 


．

例 9．（2023·广东广州·高三华南师大附中校考阶段练习）设函数
21( ) ln

2
f x x x x ax   的两个极值点分

别为 1
x ，  2 1 2x x x ．

(1)求实数 a的取值范围；

(2)若不等式 2

1

e
e
x

x



 恒成立，求正数的取值范围（其中 2.71828e  为自然对数的底数）．

【解析】（1）由题
21( ) ln

2
f x x x x ax   ，定义域为 (0, ) ．

则 ( ) 1 ln 1 lnf x x ax x ax       ，由题可得 ( ) ln 0f x x ax    有两个不等实数根 1
x ， 2

x ，

于是
ln xa
x

 有两个不同的实数根，等价于函数 y a 与
ln( ) xh x
x

 图象在  0,  有两个不同的交点，

2

1 ln( ) xh x
x
  ，由 ( ) 0 0 eh x x     ，由 ( ) 0 eh x x    ，

所以  h x 在  0,e 递增，在  e, 递减，

又  1 0h  ，  h x 有极大值为
1(e)
e

h  ，当 x  时， ( ) 0h x  ，所以可得函数  h x 的草图（如图所示）．

所以，要使函数 y a 与
ln( ) xh x
x

 图象在  0,  有两个不同的交点，当且仅当
10,
e

a   
 

．

即实数a的取值范围为
10,
e

 
 
 

（2）由（1）可知： 1
x ， 2

x 是方程 ( ) ln 0F x x ax    的两个实数根，且 1 21 ex x   ．

则
1 1

2 2

ln
ln
x ax
x ax


 

1

1 2 2

1 2 1 2

ln
ln ln

x
x x xa
x x x x


  
 

．

由于 2

1

e
e
x

x



 ，两边取自然对数得 1 2 1 2 1 2ln ln 1 1 ln lnx x x x ax a x             ，

即    
1 11

2 22
1 2 1 2

11 2

2

lnln
1

1

x xx
x xxa x x x x xx x
x


  

 
 

      
 

，



令
1

2

(0,1)x t
x

  ，则
( ) ln1

1
t t
t
 

 


在  0,1t 恒成立．

所以
( 1)( 1)ln 0tt

t



 

 


在  0,1t 恒成立

令
( 1)( 1)( ) ln ( (0,1))th t t t

t



 

  


，则
 22

2 2

( 1)1 ( 1)( )
( ) ( )

t t
h t

t t t t


 

    
 

．

①当 2 1  即 1  时， ( ) 0h t  ，  h t 在  0,1 递增，所以 ( ) (1) 0h t h  恒成立，满足题意．

②当 0 1  时，  h t 在  20, 递增，在  2 ,1 递减，所以，当  2 ,1x  时， ( ) (1) 0h t h  ，

因此，   0h t  在  0,1t 不能恒成立，不满足题意．

综上所述， 1  ，即的取值范围是[1, ) ．

考点四：证明不等式

利用导数证明不等式问题，方法如下：

（1）直接构造函数法：证明不等式    f x g x （或    f x g x ）转化为证明     0f x g x  （或

    0f x g x  ），进而构造辅助函数      h x f x g x  ；

（2）适当放缩构造法：一是根据已知条件适当放缩；二是利用常见放缩结论；

（3）构造“形似”函数，稍作变形再构造，对原不等式同解变形，根据相似结构构造辅助函数．

（4）对数单身狗，指数找基友

（5）凹凸反转，转化为最值问题

（6）同构变形

例 10．（2023·河北·高三校联考期中）已知函数    
2

ln 1
2
xf x x   .

(1)当  0,x  时，比较  f x 与 x的大小；

(2)若函数  
2

cos
2
xg x x  ，且  2e 1( 0, 0)

a

f g b a b
 

    
 

，证明：    2 1 1f b g a   .

【解析】（1）设函数      
2

ln 1
2
xx f x x x x       ，

可得  
21 1

1 1
xx x

x x
    

 
 ，

当  0,x  时，   0x  ，则  x 在区间 (0, ) 上单调递增，

所以    0 0  x ，所以   0f x x  ，所以  f x x .



（2）证明：设函数        1 ln 1 1 cosh x f x g x x x       ，

当 0x  时，  1 cos 0,ln 1 0x x    ，则   0h x  恒成立，

则由 2e 0
a

h
 

  
 

，得 2 2e 1 e
a a

f g
   

    
   

，

又  2e 1
a

f g b
 

  
 

，所以   2e
a

g b g
 

  
 

，

因为  
2

cos
2
xg x x  ，可得   sing x x x  ，

令     sint x g x x x  ，可得   1 cos 0t x x   ，

所以  t x 单调递增，即  g x 在区间  0,  上单调递增，

所以    0 0g x g   ，

所以  g x 在区间  0,  上单调递增，

又 2 0e0,
a

b   ，所以 2e
a

b  ，同理得    2 21f b g b  ，

要证    2 1 1f b g a   ，

只需证    2 1g b g a  ，即证 2 1b a  .

因为 2e
a

b  ，所以 2 eab  ，

设函数   e 1( 0)xm x x x    ，则   e 1 0xm x    ，

所以  m x 在区间  0,  上单调递增，

因为 0a  ，所以    0 0m a m  ，所以 e 1a a  ，

所以 2 1b a  ，

所以    2 1g b g a  ，即    2 1 1f b g a   .

例 11．（2023·四川达州·统考一模）已知函数   e 1xh x m x   .

(1)若  h x 在  0, 4 上有唯一零点，求m的取值范围；

(2)若    0h x h x 对任意实数 x恒成立，证明：  2 2
0 3 1m h x m m   .

【解析】（1）令   e 1 0xh x m x    ，得
1

ex
xm 

 ，

令    1, 0,4
ex
xg x x

  ，则   2
ex
xg x   ，

当0 2x  时，   0g x  ，当 2 4x  时，   0g x  ，

所以函数  g x 在  0,2 上单调递增，在  2, 4 上单调递减，



所以     2max

12
e

g x g  ，

又     4

30 1, 4
e

g g   ，

如图，作出函数    1, 0,4
ex
xg x x

  的图象，

由图可知，m的取值范围为 2

1
e

m  或 4

31
e

m   ；

（2）因为    0h x h x 对任意实数 x恒成立，

所以  0h x 是函数  h x 的最小值，

  e 1xh x m   ，

当 0m  时，   0h x  ，所以函数  h x 在R 上为减函数，

所以函数  h x 没有最小值，不符合题意，

当 0m  时，
1lnx
m

 时，   0h x  ，
1lnx
m

 时，   0h x  ，

所以函数  h x 在
1, ln
m

  
 

上单调递减，在
1ln ,
m

  
 

上单调递增，

所以  min

1ln ln 2h x h m
m

    
 

，

综上所述，    0
1ln ln 2 0h x h m m
m

     
 

，

则  2 2
0 3 1m h x m m    ，即  2 2ln 2 3 1m m m m     ，

即 2 2ln 3 3 1m m m m    ，即
1ln 3 3m m m
m

     
 

，



令      1ln , 3 3 0f m m m m m m
m

        
 

，

   1 13 3 2 3 3 2 3 3 0m m m m
m m

              
 

，

当且仅当3 1m
m

 ，即
3

3
m  时取等号，

所以   2 3 3m    ，

  ln 1f m m   ，

当
10
e

m  时，   0f m  ，当
1
e

m  时，   0f m  ，

所以函数  f m 在
10,
e

 
 
 

上单调递减，在
1 ,
e

  
 

上单调递增，

所以   1 1
e e

f m f     
 

，

因为
1 0.4 2 3 3
e

      ，

所以    f m m ，即
1ln 3 3m m m
m

     
 

，

所以  2 2
0 3 1m h x m m   .

例 12．（2023·安徽安庆·高三安徽省太湖中学校考阶段练习）已知函数   2 3 2 lnf x ax x    .

(1)讨论函数  f x 的单调性；

(2)若函数  f x 的极大值为 2，求实数 a的值；

(3)在（2）的条件下，方程  f x m 存在两个不同的实数根 1 2,x x ，证明： 1 2 0
2

x xf    
 

.

【解析】（1）因为   2 3 2 lnf x ax x    ，可得函数  f x 的定义域为  0 ， ，

所以  
22 2 22 axf x ax

x x
     ，

当 0a  时， ( ) 0f x  在  0 ， 恒成立，故函数  f x 在  0 ， 上单调递增；

当 0a  时，若 0,x a
a





 
 

，则 ( ) 0f x  ，故函数  f x 在 0, a
a

 
 
 

上单调递增；

若 ,ax
a

 
   
 

，则 ( ) 0f x  ，故函数  f x 在 ,a
a

 
 

 
上单调递减；

综上所述，当 0a  时，函数  f x 在  0 ， 上单调递增；



当 0a  时，函数  f x 在 0, a
a

 
 
 

上单调递增，在 ,a
a

 
 

 
上单调递减；

（2）因为  f x 的极大值为 2，所以由（1）可得 0a  ，

所以

2

3 2 ln 2a a af a
a a a

   
          

   
，解得 1a 

此时     2 2 1 12 2 22
x xxf x x

x x x
       ，

当0 1x  时， ( ) 0f x  ，函数  f x 在  0,1 上单调递增；

当 1x  时， ( ) 0f x  ，函数  f x 在 1, 上单调递减；

所以函数  f x 在 1x  处取得极大值，

即当 1a  时，函数  f x 有极大值为 2；

（3）证明：由（2）可知，当 1a  时，函数  f x 在  0,1 上单调递增；在 1, 上单调递减，

方程  f x m 存在两个不同的实数根 1 2,x x ，不妨令 1 20 1x x   ，

当0 1x  时，令 ( ) ( ) (2 )g x f x f x   ，

则    2 ln 2 ln 2 4 4g x x x x     ，

可得    
 

24 12 2 4 0
2 2

x
g x

x x x x


     
 

所以函数 ( )g x 在  0,1 上单调递增，      0,1 , 1 0x g x g    ，

又0 1x  ，所以可得 2x x  ，可得 ( ) (2 )f x f x  ；

而 10 1x  ，则      2 1 12m f x f x f x    ，

又 11 2 2x   ， 2 1x  ，且函数  f x 在  1 ， 上单调递减；

所以 1 22 x x  ，即 1 2 1
2

x x
 ，

故 1 2 0
2

x xf    
 

考点五：极最值问题

利用导数求函数的极最值问题．解题方法是利用导函数与单调性关系确定单调区间，从而求得极最

值．只是对含有参数的极最值问题，需要对导函数进行二次讨论，对导函数或其中部分函数再一次求导，

确定单调性，零点的存在性及唯一性等，由于零点的存在性与参数有关，因此对函数的极最值又需引入新

函数，对新函数再用导数进行求值、证明等操作．



例 13．（2023·江苏·统考一模）已知实数 0a  ，函数    2ln ln ef x x a a x x    ， e是自然对数的底数.

(1)当 ea  时，求函数  f x 的单调区间；

(2)求证：  f x 存在极值点 0x ，并求 0x 的最小值.

【解析】（1）当 ea  时， 2( ) e ln ( e)f x x x x    ，

则
2e 2 (1 2e) e (2 1)( e)( ) 1 2( e) , ( 0)x x x xf x x x

x x x
    

      

令 ( ) 0f x  ，得 ex ；令 ( ) 0f x  ，得 ex  ；

所以，函数 ( )y g x 的单调增区间为 (e, ) ，单调减区间为 (0, e)．

（2）
22 (ln 2e)( ) ln 2( e)a x a x af x a x

x x
  

    

令 2( ) 2 (ln 2e) 0t x x a x a     ，因为 2(ln 2e) 8 0a a     ，

所以方程 22 (ln 2e) 0x a x a    ，有两个不相等的实根  1 2 1 2,x x x x ，

又因为 1 2 0
2
ax x    ，所以 1 20x x  ，令 0 2x x ，列表如下:

x  00, x 0x  0 ,x 

 f x - 0 +

 f x 减 极小值 增

所以 ( )f x 存在极值点 0x .所以存在 0x 使得
2

0 02 (ln 2e) 0x a x a    成立，

所以存在 0x 使得
2

0 0 02 2e lnx xx a x a   ，

所以存在 0x 使得
2

0 0 0ln 2 2ea x a x xx   对任意的 0a  有解，

因此需要讨论等式左边的关于a的函数，记 0( ) lnu t t x t  ，所以 0( ) 1 xu t
t

  ，

当 00 t x  时， ( ) 0, ( )u t u t 单调递减；当 0t x 时， ( ) 0, ( )u t u t 单调递增．

所以当 0t x 时， 0( ) lnu t t x t  的最小值为  0 0 0 0lnu x x x x  ．

所以需要
2
0 0 0 0 0 02 2e ln lnx x a x a x x x     ，即需要

2
0 0 0 02 (2e 1) ln 0x x x x    ，

即需要 0 02 (2e 1) ln 0x x    ，即需要 0 02 ln (2e 1) 0x x   

因为 ( ) 2 ln (2e 1)v t t t    在 (0, ) 上单调递增，且  0 (e) 0v x v  ，

所以需要 0 ex  ，

故 0x 的最小值是 e．



例 14．（2023·全国·模拟预测）已知 1a  ，函数    21ln 1
2

f x x x x a x    ，记 0x 为函数  f x 的极值点.

(1)若 0x 是极小值点，证明：  0
1 0
2

f x   ；

(2)若 0x 是极大值点，证明：  02 1 2 2 1a x a    .

【解析】（1）   lnf x x x a    .

当函数 lny x 与 y x a  的图象相切时，
1 1
x
 ，得 1x  ，

即切点为  1,0 ，代入 y x a  得 1a 

由于 1a  ，所以函数 lny x 与 y x a  的图象有两个交点，

设其横坐标分别为 1 2,x x ，不妨设 1 1x ， 2 1x  ，

则当  10,x x 时，   0f x  ，  f x 单调递减；

当  1 2,x x x 时， ( ) 0f x¢ > ，  f x 单调递增；

当  2 ,x x  时，   0f x  ，  f x 单调递减.

故 1
x 是  f x 的极小值点， 2

x 是  f x 的极大值点.

若 0x 是极小值点，则  0 0,1x  ，

由  0 0 0ln 0f x x x a     ，得 0 0ln x x a  ，

所以        2 2 2
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 1 1ln 1 1
2 2 2

f x x x x a x x x a x a x x x           ，其在  0,1 上单调递减，

又当 0x  时，  0 0f  ，当 1x  时，   11
2

f   ，

所以  0
1 0
2

f x   .

（2）若 0x 是极大值点，则 0 1x  .

①先证 02 1a x  .

记   lnh x x x a   ， 1x  ，则  0 0h x  ，

当 1x  时，   1 1 0h x
x

    ，  h x 在  1, 上单调递减.

方法一：由于   ln ln 0h a a a a a     ，所以 0a x .
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