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第 14 讲　函数与方程

1．函数零点

(1)定义：对于函数 y＝f(x)(x∈D)，我们把使 f(x)＝0 的实数 x 叫做函数 y＝f(x)(x∈D)的零点．

(2)三个等价关系

(3)存在性定理

2．二次函数 y＝ax2＋bx＋c(a>0)的图象与零点的关系

Δ＞0 Δ＝0 Δ＜0

二次函数

y＝ax2＋

bx＋c

(a＞0)

的图象

与 x 轴

的交点
(x1，0)，(x2，0) (x1，0) 无交点

零点 x1，x2 x1 无
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➢ 考点 1  判断函数零点所在的区间

[名师点睛]

确定函数零点所在区间的常用方法

(1)利用函数零点存在定理法：首先看函数 y＝f(x)在区间[a，b]上的图像是否连续，再看是否有 f(a)·f(b)＜

0.若有，则函数 y＝f(x)在区间(a，b)内必有零点．

(2)数形结合法：通过画函数图像，观察图像与 x 轴在给定区间上是否有交点来判断．

[典例]　

1．（2022·天津红桥·一模）函数   e 2 6xf x x   的零点所在的区间是（       ）

A．  3, 4 B．  2,3 C．  1,2 D．  0,1

【答案】C

【解析】函数 ( ) e 2 6xf x x    是R 上的连续增函数,

2(1) e 4 0, (2) e 2 0f f     Q ,

可得 (1) (2) 0f f  ,

所以函数 ( )f x  的零点所在的区间是 (1, 2) .

故选：C

2．（2022·全国·高三专题练习）设 ( ) 2sin(2 1)f x x x   ，则在下列区间中函数 ( )f x 不存在零点的区间是

（       ）

A． 1,0 B． 0,1 C．  1,2 D． 2,3

【答案】D

【解析】 ( )f x 为连续函数，
5( 1) 2sin( 3) 1 2sin( π) 1 0
6

f         ， (0) 2sin( 1) 0f    ，根据零点存在性定理可知，

 1,0 内存在零点； (1) 2sin1 1 0f    ，  2 2sin 3 2 0f    ，  3 2sin 5 3 0f    ，同理可知：区间 0,1 ，

区间  1,2 上都存在零点，区间 2,3 上没有零点

故选：D
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[举一反三]　

1．（2022·全国·高三专题练习）函数   2 3xf x x  的零点所在的一个区间是（       ）

A．  2, 1  B．  0,1 C．  1,2 D．  1,0

【答案】B

【解析】函数   2 3xf x x  是连续函数，

∵  0 1 0 0f    ，

 1 2 3 0f    ，

∴    0 1 0f f  ，

由零点判定定理可知函数的零点在  0,1 ．

故选：B．

2．（2022·江苏·高三专题练习）函数
3( ) lnf x x
e

  的零点所在区间为（       ）

A．
1 ,1
e

 
 
 

B．  1,e C．  2,e e D．  2 3,e e

【答案】C

【解析】
3( ) ln f x x
e

Q 在  0,  上是增函数，

又
1 1 3 3ln 1 0        

 
f

e e e e
，

3 3(1) ln1 0    f
e e

，
3 3l) 1 0n(    f
e e

ee ，

2 2 3 3) 0ln( 2  ef
e

e
e

， 2( ) ( ) 0  f e f e ，

根据零点存在性定理可知，函数
3( ) lnf x x
e

  的零点所在的大致区间是  2,e e

故选：C

3．（2022·浙江·高三专题练习）函数 ( ) xf x e x  的零点所在的一个区间是（       ）

A． ( 2, 1)  B． ( 1,0) C．( 0, 1) D． (1, 2)

【答案】B

【解析】由题意，函数 ( ) xf x e x  在 R 上单调递增，

且   22 2 0f e    ，   11 1 0f e    ，   00 0 0f e   ，
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所以函数的零点所在的一个区间是 ( 1,0) .

故选：B.

4．（2022·全国·高三专题练习）二次函数  2( )f x ax bx c x R    的部分对应值如下表：

x -3 -2 -1 0 1 2 3 4

y 6 m -4 -6 -6 -4 n 6

可以判断方程 2 0ax bx c   的两根所在的区间是（       ）

A．  3, 1  和  2, 4 B．  3, 1  和  1,1

C．  1,1 和  1,2 D．  1,3 和  4,

【答案】A

【解析】由表格可知：        3 0, 1 0, 2 0, 4 0f f f f      ，

所以        3 1 0, 2 4 0f f f f      ，

结合零点存在性定理可知：二次函数  2( )f x ax bx c x R    的零点所在区间为  3, 1  和  2,4 ，所以方程

2 0ax bx c   的两根所在的区间是  3, 1  和  2,4 ，

故选：A.

➢ 考点 2  判断函数零点的个数

[名师点睛]

判断函数零点个数的方法

(1)直接求零点：令 f(x)＝0，如果能求出解，那么有几个解就有几个零点．

(2)利用函数零点存在定理：利用该定理不仅要求函数在[a，b]上是连续不断的曲线，且 f(a)·f(b)＜0，还

必须结合函数的图像和性质(如单调性)才能确定函数有多少个零点．

(3)拆分成两个函数，画出两个函数的图像，看其交点的个数，其中交点的横坐标有几个不同的值，原

函数就有几个不同的零点．

[典例]　
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1.（2022·全国·模拟预测）已知函数  
 

4 1, 1 1,
2 , 1,

x x
f x

f x x

     
 

，则函数     2logg x f x x  的零点个数为

（       ）

A．4 B．5 C．6 D．7

【答案】D

【解析】当1 3x  时， 1 2 1x    ，则   22 4 1xf x    ；以此类推，当3 5x  时，

  44 1xf x   ；…；

在平面直角坐标系中作出函数  y f x 与 2logy x 的部分图象如图所示.

由图可知，  y f x 与 2logy x 的图象有 7 个不同的交点

故选：D

2.（2022·湖南衡阳·二模）已知定义在 R 上的奇函数  f x 恒有    1 1f x f x   ，当  0,1x  时，

  2 1
2 1

x

xf x 



，已知

2 1,
15 18

k     
 

，则函数     1
3

g x f x kx   在  1,6 上的零点个数为（       ）

A．4 个 B．5 个 C．3 个或 4 个 D．4 个或 5 个

【答案】D

【解析】因为    1 1f x f x   ，所以  f x 的周期为 2，

又因为  f x 为奇函数，    f x f x   ，

令 1x  ，得    1 1f f   ，又    1 1f f  ，所以    1 1 0f f   ，

当  1,1x   时，   2 1 21
2 1 2 1

x

x xf x 
  

 
，

由
2

2 1xy 


单调递减得函数  f x 在  1,1 上单调递增，

所以      1 1f f x f   ，得  1 1
3 3

f x   ，

作出函数图象如图所示，
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由图象可知当
1
3

y kx  过点
15,
3

  
 

时，
2

15
k   ，此时在  1,6 上只有 3 个零点.

当
1
3

y kx  经过点  3,0 时，
1
9

k   ，此时有 5 个零点.

当
2 1

15 9
k    时，有 4 个零点.

当
1
3

y kx  经过点  5,0 时，
1

15
k   ，此时有 5 个零点.

当
1 1
9 15

k    时，有 4 个零点.

当
1
3

y kx  经过点  6,0 时，
1

18
k   ，此时在  1,6 上只有 3 个零点.

当
1 1

15 18
k    时，有 4 个零点.

所以当
2 1,

15 18
k     

 
时，函数     1

3
g x f x kx   在  1,6 上有 4 个或 5 个零点.

故选：D

3．（2021·北京·高考真题）已知函数 ( ) lg 2f x x kx   ，给出下列四个结论：

①若 0k  ， ( )f x 恰 有 2 个零点；

②存在负数 k ，使得 ( )f x 恰有个 1 零点；

③存在负数 k ，使得 ( )f x 恰有个 3 零点；

④存在正数 k ，使得 ( )f x 恰有个 3 零点．

其中所有正确结论的序号是_______．

【答案】①②④

【解析】对于①，当 0k  时，由   lg 2 0f x x   ，可得
1

100
x  或 100x  ，①正确；
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对于②，考查直线 2y kx  与曲线  lg 0 1y x x    相切于点  , lgP t t ，

对函数 lgy x  求导得
1

ln10
y

x
   ，由题意可得

2 lg
1

ln10

kt t

k
t

  



 
，解得

100
100 lg

et

k e
e

 

  


，

所以，存在
100 lg 0k e

e
   ，使得  f x 只有一个零点，②正确；

对于③，当直线 2y kx  过点  1,0 时， 2 0k   ，解得 2k   ，

所以，当
100 lg 2e k

e
    时，直线 2y kx  与曲线  lg 0 1y x x    有两个交点，

若函数  f x 有三个零点，则直线 2y kx  与曲线  lg 0 1y x x    有两个交点，

直线 2y kx  与曲线  lg 1y x x  有一个交点，所以，

100 lg 2

2 0

e k
e

k

   

  

，此不等式无解，

因此，不存在 0k  ，使得函数  f x 有三个零点，③错误；

对于④，考查直线 2y kx  与曲线  lg 1y x x  相切于点  , lgP t t ，

对函数 lgy x 求导得
1

ln10
y

x
  ，由题意可得

2 lg
1

ln10

kt t

k
t

 




，解得

100
lg

100

t e
ek
e






，

所以，当
lg0

100
ek
e

  时，函数  f x 有三个零点，④正确.

故答案为：①②④.

[举一反三]　

1．（2022·海南·模拟预测）函数 2 2 1xy e x x    的零点个数为（     ）

A．0 B．1 C．2 D．3

【答案】C
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【解析】解:函数 2 2 1xy e x x    的零点个数即函数 ( ) xf x e 与 2( ) 2 1g x x x    的图象交点的个数，作图

如图所示，

由图可知，两图象有两个交点，故原函数有 2 个零点

故选：C

2．（2022·重庆·模拟预测）若函数 ( )f x 满足    2f x f x  ，且当 [ 1,1]x   时， 2( )f x x ，则函数 ( )y f x

与函数 lgy x 的图像的交点个数为（       ）.

A．18 个 B．16 个 C．14 个 D．10 个

【答案】A

【解析】因    2f x f x  ，

于是得函数 ( )f x 是以 2 为周期的周期函数，又当 [ 1,1]x   时， 2( )f x x ，则有函数 ( )y f x 与函数 lgy x

都是偶函数，

在同一坐标系内作出函数 ( )( 1)y f x x   与函数 lgy x 的图像，如图，

观察图象得，函数 ( )( 0)y f x x  与函数 lgy x 的图像有 9 个交点，由偶函数的性质知，两函数图象在 0x 

时有 9 个交点，

所以函数 ( )y f x 与函数 lgy x 的图像的交点个数为 18.

故选：A

3．（2022·重庆·西南大学附中模拟预测）函数 ( )f x 满足 ( ) ( ) 2f x f x   ， (1 ) (1 ) 0f x f x    ，当 [0,1]x 

时， ( ) 1f x x  ，则关于 x 的方程
1( )

2022xf x  在 [0, 2022]x  上的解的个数是（       ）
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A．1010 B．1011 C．1012 D．1013

【答案】B

【解析】解：因为函数 ( )f x 满足 ( ) ( ) 2f x f x   ，所以函数  f x 关于点  0,1 对称，

因为 (1 ) (1 ) 0f x f x    ，即 (1 ) (1 )f x f x   ，所以函数  f x 关于直线 1x  对称，

因为当 [0,1]x  时， ( ) 1f x x  ，

所以，结合函数性质，作出函数图像，如图所示：   

由图可知，函数  f x 为周期函数，周期为 4T  ，

由于函数  2,6x  一个周期内，  y f x 与
1

2022xy  有 2 个交点，

在 [0, 2]x  上，  y f x 与
1

2022xy  有 1 个交点，

所以根据函数周期性可知，当 [0, 2022]x  时，  y f x 与
1

2022xy  有
20202 1 1011

4
   个交点.

所以关于 x 的方程
1( )

2022xf x  在 [0, 2022]x  上的解的个数是1011个.

故选：B

➢ 考点 3  函数零点的应用

[名师点睛]

1．已知函数的零点求参数，主要方法有：(1)直接求方程的根，构建方程(或不等式)求参数；(2)数形结

合；(3)分离参数，转化为求函数的最值．

2．已知函数零点的个数求参数范围，常利用数形结合法将其转化为两个函数的图像的交点问题，需准

确画出两个函数的图像，利用图像写出满足条件的参数范围．
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