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一 利用基本不等式求最值范围

1.在① 2-sinA cosB- 1= cosAsinB- 2cosBsinC；② 2a-c cosB= bcosC两个条件中任选一个，补充在

下面的问题中，并解答该问题．在△ABC中，内角 A，B，C所对的边分别是 a，b，c，且 ．

(1)求角 B的大小；

(2)若点D满足 BD

= 2BC


，且线段 AD= 3，求△ABC面积的最大值．

(1)B= π
3

(2) 9 3
8

【分析】(1)①由三角恒等变换可得；②由正弦定理和正弦展开式可得；

(2)由余弦定理和基本不等式求出 ac≤ 9
2 ，再求出面积最值即可.

【解析】(1)选①，2cosB- 1= sinAcosB+ cosAsinB- 2cosBsinC= sin A+B - 2cosBsinC=
1-2cosB sinC，
所以 1+sinC  2cosB-1 = 0．

因为 1+ sinC≠ 0，所以 2cosB- 1= 0，即 cosB= 1
2 ，0< B< π，

所以 B= π
3．

选②．由 2a-c cosB= bcosC及正弦定理得 sinBcosC= 2sinA-sinC cosB，
所以 2sinAcosB= sinBcosC+ cosBsinC= sin B+C = sinA．
因为 A，B∈ 0,π ，所以 sinA> 0，

所以 cosB= 1
2 ,0< B< π，

所以 B= π
3．

(2)如图，

点D满足 BD

= 2BC


，则 BC=CD，故 BD= 2a，又 AD= 3，

故 AD2= c2+ 2a 2- 2c ⋅ 2a ⋅ cos π3 = c
2+ 4a2- 2ac= 9，

即 c2+ 4a2- 9= 2ac≥ 4ac- 9，即 ac≤ 9
2 ，当且仅当 c= 2a= 3时，取等号，

故 S△ABC= 1
2 acsinB≤

9 3
8 ，即△ABC面积的最大值为

9 3
8 ．
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2.△ABC的内角 A,B,C的对边分别为 a,b,c，已知△ABC的周长为 6,AB

⋅ AC

= 3a2-2bc

2 .

(1)求 a的值；

(2)求 A的最大值.

(1)2

(2) π3
【分析】(1)由题意结合数量积定义、余弦定理即可求解.

(2)由题意结合余弦定理以及基本不等式相关推论即可求解.

【解析】(1)AB

⋅ AC

= cbcosA= c2+b2-a2

2 = 3a2-2bc
2 ，

即 b+c 2= 4a2.
因为△ABC的周长为 6，所以 6-a 2= 4a2，
解得 a= 2.
(2)由 (1)可知 b+ c= 4.

cosA= c2+b2-a2
2bc =

b+c 2-2bc-a2

2bc = 6
bc - 1≥ 6

b+c
2 

2 - 1= 1
2 ，当且仅当 b= c时，等号成立.

故当 b= c= 2时，A取得最大值
π
3 .

3.已知在△ABC中，角 A,B,C所对的边分别为 a,b,c．且有 csin B+C2 = asinC

(1)求 A；

(2)若 AB

⋅ AC

= 2，求 a的最小值．

(1) π3
(2)2

【分析】(1)由正弦定理，三角恒等变换的应用化简已知等式可求 sin A2 =
1
2 ，根据角的范围即可求解 A的

值；(2)根据向量的数量积公式可得 bc= 4，利用余弦定理可得 a2= b2+ c2- 4，结合基本不等式即可得到

a的最小值.

【解析】(1)因为 csin B+C2 = asinC，可得 csin π-A2 = ccos A2 = asinC，

所以由正弦定理可得 sinCcos A2 = sinAsinC，又C为三角形内角，则 sinC≠ 0，

所以 cos A2 = sinA= 2sin A2 cos
A
2 ，因为 A∈ (0,π)，A2 ∈ 0, π2 ，则 cos A2 > 0，

所以 sin A2 =
1
2 ，即

A
2 =

π
6 ，所以 A= π

3

(2)因为 A= π
3 ，所以 AB


⋅ AC

= c ⋅ b ⋅ cosA= 2，即 bc= 4，

由余弦定理可得：a2= b2+ c2- 2bccosA= b2+ c2- 4，
由基本不等式可得 a2= b2+ c2- 4≥ 2bc- 4= 2× 4- 4= 4，即 a≥ 2，
当且仅当 b= c= 2时，即△ABC是等边三角形时等号成立．

故 a的最小值是 2．
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4.已知△ABC的内角 A,B,C的对边分别为 a,b,c，且 tan2 B2 =
2sinC-2sinA+sinB
2sinC+2sinA-sinB .

(1)求角C；

(2)若 c= 5，求△ABC的面积的最大值.

(1)C= π
3

(2) 25 3
4

【分析】(1)利用同角三角函数的基本关系和降幂公式，结合余弦定理化简已知等式，由 cosC的值得角C；
(2)由余弦定理和基本不等式，求出 ab的最大值，结合面积公式求△ABC的面积的最大值.

【解析】(1)因为 tan2 B2 =
2sinC-2sinA+sinB
2sinC+2sinA-sinB，

所以
sin2 B2
cos2 B2

= 2c-2a+b
2c+2a-b，所以

1-cosB
2

1+cosB
2

= 2c-2a+b
2c+2a-b，

整理得 cosB= 2a-b
2c ，即

a2+c2-b2
2ac = 2a-b

2c ，化简得 a2+ b2- c2= ab，

故 cosC= a2+b2-c2
2ab = ab

2ab =
1
2 .

又因为C∈ (0,π)，所以C= π
3 .

(2)由 (1)可知 cosC= 1
2 ，

由余弦定理 c2= a2+ b2- 2abcosC，得 25= a2+ b2- ab.
又因为 a2+ b2- ab≥ 2ab- ab= ab(当且仅当 a= b= 5时取等号)，
所以 ab≤ 25.

所以 S△ABC= 1
2 absinC≤

1
2 × 25×

3
2 = 25 3

4 ，

所以△ABC的面积的最大值为
25 3
4 .

5.在△ABC中，角 A,B,C所对的边分别为 a,b,c,记△ABC的面积为 S，已知 3  AB

⋅ AC

= 2S.

(1)求角 A的大小；

(2)若 a= 2 3，求 b2+ c2的最大值.

(1)A= π
3

(2)24
【分析】(1)根据向量数量积公式及面积公式求出角 A即可；

(2)应用余弦定理结合基本不等式求出最值即得解.

【解析】(1)因为 3  AB

⋅ AC

= 2S，所以 3bccosA= bcsinA，

可得 tanA= 3，因为 0< A< π，所以 A= π
3 .

(2)由余弦定理可知 a2= b2+ c2- 2bccos π3 ，即 12= b2+ c2- bc，

因为 b2+ c2≥ 2bc，所以 bc≤ b2+c2
2 ，

所以 bc= b2+ c2- 12≤ b2+c2
2 ，可得 b2+ c2≤ 24，
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当且仅当 b= c= 2 3时，等号成立，所以 b2+ c2的最大值为 24.

6.记△ABC的内角 A,B,C的对边分别为 a,b,c，已知 asinC= 3ccosA.

(1)求角 A；

(2)若 a= 2，求△ABC面积的最大值.

(1)A= π
3

(2) 3
【分析】(1)由正弦定理，将边化为角，根据三角函数值，即可求解；

(2)根据 (1)的结果，写出余弦定理，再结合基本不等式和三角形的面积公式，即可求解.

【解析】(1)由正弦定理，得 sinAsinC= 3sinCcosA，
又C∈ 0,π ,sinC≠ 0，所以 sinA= 3cosA，
即 tanA= 3 .

又 A∈ 0,π ，所以 A= π
3 .

(2)由余弦定理，得 cosA= b2+c2-a2
2bc = 1

2 ，

所以 b2+ c2- 4= bc.
由基本不等式知 b2+ c2≥ 2bc，
于是 bc= b2+ c2- 4≥ 2bc- 4⇒ bc≤ 4.
当且仅当 b= c= 2时等号成立.

所以△ABC的面积 S= 1
2 bcsinA=

3
4 bc≤ 3

4 × 4= 3，

当且仅当 b= c= 2时，面积 S取得最大值 3 .
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二 与角度有关的最值范围

1.在△ABC中，角 A,B,C所对的边分别为 a,b,c.若 2a+ bcosA- c= btanBsinA.

(1)求 B；

(2)若△ABC为锐角三角形，求
sinA+sinB

sinC 的取值范围.

(1)B= π
3；

(2) 3+1
2 ,2+ 3 .

【分析】(1)利用边化角及三角恒等变换公式整理计算即可;

(2)通过角的转化，借助三角恒等变换公式，得到 sinA+sinB
sinC = 3

2 ⋅ 1
tan C2

+ 1
2 ，利用

C的范围，即可求出结果.

【解析】(1)因为 2a+ bcosA- c= btanBsinA，整理得

2a-c
b = tanBsinA- cosA= sinBsinA-cosAcosB

cosB =-
cos A+B 

cosB = cosC
cosB ，

所以 2acosB- c ⋅ cosB= bcosC，
由正弦定理得：2sinAcosB= sinBcosC+ cosBsinC= sin B+C = sinA，

因为 0< A< π,0< B< π，所以 sinA≠ 0,cosB= 1
2 ，所以 B= π

3 .

(2)因为△ABC为锐角三角形，B= π
3 ，所以 0<C< π

2 ，且 0< 2π
3 -C<

π
2 ，

所以C∈ π
6 ,

π
2 ，

解法 1: sinA+sinBsinC =
sin C+ π

3 +sin π3
sinC = 3

2 ⋅ cosC+1sinC + 1
2

= 3
2 ⋅

2cos2 C2
2sin C2 cos

C
2
+ 1

2

= 3
2 ⋅ 1

tan C2
+ 1

2 ，

因为C∈ π
6 ,

π
2 ，所以

C
2 ∈

π
12 ,

π
4 ,tan C2 ∈ 2- 3,1 ，

所以
3
2 ⋅ 1

tan C2
+ 1

2 ∈
3+1
2 ,2+ 3 ，

即
sinA+sinB

sinC 的取值范围是
3+1
2 ,2+ 3 .

解法 2: sinA+sinBsinC =
sin C+ π

3 +sin π3
sinC = 3

2 ⋅ cosC+1sinC + 1
2

= 3
2 ⋅ (cosC+1)2

1-cos2C + 1
2 =

3
2 ⋅ 2

1-cosC -1+
1
2 ，

因为C∈ π
6 ,

π
2 ，所以 cosC∈ 0, 3

2 ，得 2
1-cosC ∈ 2, 4

2- 3 ，

·7·



所以
3
2 ⋅ 2

1-cosC -1+
1
2 ∈

3+1
2 ,2+ 3 ，

即
sinA+sinB

sinC 的取值范围是
3+1
2 ,2+ 3 .

2.在△ABC中 a，b，c分别为内角 A，B，C的对边，2asinA= 2b-c sinB+ 2c-b sinC．

(1)求 A的大小；

(2)若△ABC是锐角三角形，求 cosB+ cosC的取值范围．

(1)A= π
3

(2) 3
2 ,1 



【分析】(1)应用正弦定理的边角互化结合余弦定理即可求解;

(2)设 B= π
3 + α,C=

π
3 - α，α∈ - π

6 ,
π
6 ，代入结合两角和与差的余弦即可求解.

【解析】(1)由 2asinA= 2b-c sinB+ 2c-b sinC，
由正弦定理得 2a2= 2b-c b+ 2c-b c，

即 bc= b2+ c2- a2，则 cosA= b2+c2-a2
2bc = 1

2 ，

因为 A∈ (0,π)，则 A= π
3

(2)由 (1)得 B+C= 2π
3 ，

设 B= π
3 + α,C=

π
3 - α，因为 B,C∈ 0, π2 ，

则 α∈ - π
6 ,

π
6 ，

则 cosB+ cosC= cos π
3 +α + cos π

3 -α 
= 2cos π3 cosα= cosα∈ 3

2 ,1 
，

则 cosB+ cosC的取值范围是
3
2 ,1 

.

3.设△ABC的内角 A，B，C所对的边分别为 a，b，c，已知 2cos(π+ B) + sin π
2 +2B + 3

2 = 0

(1)求角 B；

(2)若△ABC是锐角三角形，求 cosA+ cosB+ cosC的取值范围．

(1)B= π
3；

(2) 1+ 3
2 , 32 

.

【分析】(1)由诱导公式、倍角余弦公式，将条件化为 2cos2B- 2cosB+ 1
2 = 0，即可求 cosB，进而求角的大

小；

(2)由题设 A= 2π
3 -C且 π

6 <C<
π
2 ，将 cosA+ cosB+ cosC化为 sin C+ π

6 + 1
2 ，利用正弦型函数性质

求范围即可.
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【解析】(1)由题设-2cosB+ cos2B+ 3
2 = 0⇒ 2cos2B- 2cosB+ 1

2 = 0，

所以 4cos2B- 4cosB+ 1= 0⇒(2cosB- 1)2= 0⇒ cosB= 1
2 ，

又 B∈ (0,π)，故 B= π
3 .

(2)由 (1)知：B= π
3 ，则 A+C= 2π

3 ，故 A= 2π
3 -C，

又△ABC是锐角三角形，则
0<C< π

2
0< 2π

3 -C<
π
2

 ⇒ π
6 <C<

π
2 ，

所以 cosA+ cosB+ cosC= cos 2π
3 -C + cosC+ 1

2 =
3
2 sinC+ 1

2 cosC+
1
2 = sin C+ π

6 + 1
2 ，

所以
π
3 <C+

π
6 <

2π
3 ，故 sin C+ π

6 ∈ 3
2 ,1 

，

综上，cosA+ cosB+ cosC的取值范围为
1+ 3

2 , 32 
.

4.记△ABC的内角 A，B，C的对边分别为 a，b，c，已知 bsinB+ csinC- asinA= 2bsinBsinC且C≠ π
2 .

(1)求证：B= A+ π
2 ；

(2)求 cosA+ sinB+ sinC的取值范围.

(1)证明见解析

(2) 2,3 

【分析】(1)根据正弦定理和余弦定理可把题设中的边角关系化简为 cosA= sinB，结合诱导公式及C≠ π
2

可证 B= A+ π
2 .

(2)根据 B= A+ π
2 及 cosA= sinB，结合诱导公式和二倍角余弦公式将 cosA+ sinB+ sinC= 2sinB+ sinC

= 2sin A+ π
2 + sin π

2 -2A 化为 2 cosA+ 1
2 

2- 3
2 ，先求出角 A的范围，然后利用余弦函数和二次函数

的性质求解即可.

【解析】(1)因为 bsinB+ csinC- asinA= 2bsinBsinC ，

由正弦定理得，b2+ c2- a2= 2bcsinB，由余弦定理得 b2+ c2- a2= 2bccosA= 2bcsinB，

所以 cosA= sinB，又 cosA= sin π
2 -A ，所以 sin π

2 -A = sinB.

又 0< A< π，0< B< π，所以
π
2 - A= B或

π
2 - A+ B= π，

所以 A+ B= π
2 或 B= A+ π

2 ，

又C≠ π
2 ，所以 A+ B= π-C≠ π

2 ，所以 B= A+ π
2 ，得证.

(2)由 (1)知 B= A+ π
2 ，所以C= π- A- B= π

2 - 2A，

又 cosA= sinB，所以 cosA+ sinB+ sinC= 2sinB+ sinC= 2sin A+ π
2 + sin π

2 -2A 
= 2cosA+ cos2A= 2cos2A+ 2cosA- 1= 2 cosA+ 1

2 
2- 3

2 ，
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因为

0<A<π
0<B=A+ π

2 <π

0<C= π
2 -2A<π









，所以 0< A< π

4 ，所以
2
2 < cosA< 1，

因为函数 y= 2 cosA+ 1
2 

2- 3
2 在 cosA∈ 2

2 ,1 单调递增，

所以 2 2
2 +

1
2 

2
- 3

2 = 2< 2 cosA+ 1
2 

2- 3
2 < 2 1+ 1

2 
2- 3

2 = 3，

所以 cosA+ sinB+ sinC的取值范围为 2,3 .

5.在△ABC中，角 A、B、C所对边的边长分别为 a、b、c，且 a- 2ccosB= c．

(1)若 cosB= 1
3 ，c= 3，求 b的值；

(2)若△ABC为锐角三角形，求 sinC的取值范围．

(1)b= 2 6

(2) 1
2 ,

2
2 

【分析】(1)由已知条件可得出 a的值，再利用余弦定理可求得 b的值；

(2)利用正弦定理以及两角和与差的正弦公式化简得出 B= 2C，再利用△ABC为锐角三角形求出角C的

取值范围，即可求得 sinC的取值范围.

【解析】(1)因为 cosB= 1
3 ，c= 3，a- 2ccosB= c，所以，a= 2ccosB+ c= 2× 3× 1

3 + 3= 5，

由余弦定理可得 b2= a2+ c2- 2accosB= 25+ 9- 2× 5× 3× 1
3 = 24，故 b= 2 6 .

(2)因为 a- 2ccosB= c，由正弦定理可得 sinA- 2sinCcosB= sinC，
即 sinC= sin B+C - 2cosBsinC= sinBcosC+ cosBsinC- 2cosBsinC
= sinBcosC- cosBsinC= sin B-C ，

因为△ABC为锐角三角形，则 A、B、C∈ 0, π2 ，所以，B-C∈ - π
2 ,

π
2 ，

因为正弦函数 y= sinx在 - π
2 ,

π
2 上为增函数，所以，C= B-C，即 B= 2C，

由

0<C< π
2

0<B=2C< π
2

0<A=π-3C< π
2













可得
π
6 <C<

π
4 ，故

1
2 < sinC< 2

2 ，

因此，sinC的取值范围是
1
2 ,

2
2 .

6.在△ABC中，A,B,C所对的边分别为 a,b,c，已知 b2= c(a+ c).

(1)若 B= π
4 ，求

c
a 的值；

(2)若△ABC是锐角三角形，求 3sinB+ 2cos2C的取值范围．

(1) 2- 1
(2) ( 3+ 1,3)
【分析】(1)根据余弦定理即可求解，
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(2)根据余弦定理得边角关系，即可利用正弦定理边角互化，结合三角恒等变换可得 B= 2C，即可由三角

函数的性质求解.

【解析】(1)在△ABC中，B= π
4 ，据余弦定理可得 b2= a2+ c2- 2accosB= a2+ c2- 2ac又 b2= c(a+ c)，

故 a2- 2a= ac，由于 a> 0，故 a= 2+1 c，得 c
a = 2- 1.

(2)在△ABC中，据余弦定理可得 b2= a2+ c2- 2accosB，
又 b2= c(a+ c)，故 a2- 2accosB= ac，
又 a> 0，故 a- 2ccosB= c

据正弦定理
a

sinA =
c

sinC，可得 sinA- 2sinCcosB= sinC，

sin[π- (B+C)]- 2sinCcosB= sinC，
sinBcosC+ cosBsinC- 2sinCcosB= sinC，
sin(B-C) = sinC,
因为 A,B,C∈ (0,π)，所以 B-C∈ (-π,π)，
则 B-C=C或 B-C+C= π，
即 B= 2C或 B= π(舍)

所以 3sinB+ 2cos2C= 3sin2C+ cos2C+ 1= 2sin 2C+ π
6 + 1,

A= π- (B+C) = π- 3C,

因为△ABC是锐角三角形，所以

0<π-3C< π
2

0<2C< π
2

0<C< π
2













，得
π
6 <C<

π
4 ，

π
2 < 2C+ π

6 <
2π
3 ,故 sin 2C+ π

6 ∈ 3
2 ,1 ,2sin 2C+ π

6 + 1∈ 3+1,3 

故 3sinB+ 2cos2C∈ 3+1,3 ,
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三 化边为角求最值范围

1.已知 a= ( 3sinx- cosx),b

= (cosx,cosx), f (x) = a ⋅ b


.

(1)求函数 f (x)图象的对称轴方程；

(2)设△ABC的内角 A,B,C所对的边分别为 a,b,c，若 f (B) = 1
2 且 b= 3 .求 a+ c的取值范围．

(1)x= kπ
2 +

π
3 ,k∈ Z

(2) 3,2 3 

【分析】(1)由平面向量数量积的运算及三角恒等变换，结合三角函数的性质求解即可；

(2)由正弦定理可得 a+ c= 2 3cos A- π
3 ，然后结合三角函数值域的求法求解即可．

【解析】(1)已知 a= ( 3sinx- cosx),b

= (cosx,cosx)，

则 f (x) = a ⋅ b

=- 3sinxcosx- cos2x= 3

2 sin2x- 1
2 cos2x-

1
2 = sin 2x- π

6 - 1
2 ，

由 2x- π
6 = kπ+

π
2 (k∈ Z)，得 x= kπ

2 +
π
3 (k∈ Z)，

即函数 f (x)图象的对称轴方程为 x= kπ
2 +

π
3 (k∈ Z)；

(2)由 f (B) = 1
2 ，得 sin 2B- π

6 = 1，又 2B- π
6 ∈ - π

6 ,
11π
6 ，即 2B- π

6 =
π
2 .

所以 B= π
3 ，又 b= 3，

由正弦定理
a

sinA =
b

sinB =
c

sinC，得 a= 2sinA,c= 2sinC，

即 a+ c= 2sinA+ 2sinC= 2sinA+ 2sin 2π
3 -A = 2 3cos A- π

3 
又 0< A< 2π

3 ，所以- π
3 < A- π

3 <
π
3 ，

所以 2 3cos A- π
3 ∈ ( 3 ,2 3].即 a+ c的取值范围为 3,2 3 ．

2.已知锐角△ABC的内角 A，B，C，所对的边分别为 a，b，c，且 bsin B+C2 = asinB.

(1)求角 A；

(2)若 a= 2 3，求△ABC的周长的取值范围.

(1) π3
(2) 2 3+6,6 3 

【分析】(1)利用诱导公式和正弦定理即可；

(2)根据正弦定理得 b= 4sinB,c= 4sin B+ π
3 ，从而化边为角，结合三角恒等变换和三角函数值域即可得

到其范围.

【解析】(1)由已知得，bsin π
2 -

A
2 = asinB，

则根据正弦定理得 sinBcos A2 = sinAsinB(sinB> 0)，

cos A2 = 2sin A2 cos
A
2 ⇒ sin A2 =

1
2 cos A2 ≠0 ，
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∵△ABC为锐角三角形，∴ A= π
3．

(2)由正弦定理得
a

sinA =
b

sinB =
c

sinC = 4，即 a
sinA =

b
sinB =

c
sin π- π

3 +B 




= 4，

则 b= 4sinB,c= 4sin B+ π
3 ，

a+ b+ c= 2 3+ 4sinB+ 4sin B+ π
3 

= 2 3+ 4sinB+ 4 sinBcos π3 +cosBsin
π
3 

= 2 3+ 4 3sin B+ π
6 ，

因为
0<B< π

2
0< 2π

3 -B<
π
2

 ，解得
π
6 < B<

π
2 ，得 B+ π

6 ∈
π
3 ,

2π
3 ，

所以 sin B+ π
6 ∈ 3

2 ,1 
，得 a+ b+ c∈ 2 3+6,6 3 ．

3.设△ABC的内角 A,B,C的对边分别为 a,b,c,A= π
3．

(1)若 bc= 1
2 a

2，求 cos B-C 的值；

(2)若 2b+ c= 2 3 2sinB+sinC ，求 c- b的取值范围．

(1) 14；

(2) -3,3 ．

【分析】(1)应用正弦定理化简已知，再结合两角和差公式及诱导公式求职即可；

(2)应用正弦定理结合两角和差公式及辅助角公式，再应用角的范围化简求值域即得.

【解析】(1)由 bc= 1
2 a

2及正弦定理得 sinBsinC= 1
2 sinA

2= 1
2 sin

2 π
3 =

3
8 ，

∴ cos B-C = cos B+C + 2sinBsinC
=-cosA+ 2sinBsinC

=-cos π3 +
3
4 =

1
4．

(2)由 2b+c
2sinB+sinC = 2 3及正弦定理得△ABC的外接圆直径 2R= 2 3，

∴ c- b= 2RsinC- 2RsinB= 2R sinC-sin 2π
3 -C 





= 2R sinC- 3
2 cosC+ 1

2 sinC 





= 2R 1
2 sinC-

3
2 cosC 

= 2 3sin C- π
3 ．

∵ 0<C< 2π
3 , ∴-

3
2 < sin C- π

3 < 3
2 ，

∴-3< c- b< 3，即 c- b的取值范围是 -3,3 ．
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4.△ABC中，角 A,B,C的对边分别为 a,b,c，且 2a- c= 2bcosC．

(1)求 B；

(2)若 b= 3，且D为△ABC外接圆劣弧 AC上一点，求 AD+ 2DC的取值范围．

(1) π3
(2) (3,6)

【分析】(1)根据题意，由余弦定理化简得 a2+ c2- b2= ac，得到 cosB= 1
2 ，即可求解；

(2)设∠ACD= α，得到∠CAD= π
3 - α，得到 AD= 2 3sinα,CD= 2 3sin π

3 -α ，得出 AD+ 2DC=

6cosα，进而求得 AD+ 2DC的取值范围.

【解析】(1)解：因为 2a- c= 2bcosC，由余弦定理得 2a- c= 2b ⋅ a
2+b2-c2
2ab ，

整理得 a2+ c2- b2= ac，可得 cosB= a2+c2-b2
2ac = 1

2 ，

又因为 B∈ (0,π)，可得 B= π
3 .

(2)解：由圆内接四边形性质，可得∠D= 2π
3 ，设∠ACD= α，则∠CAD= π

3 - α，

在△ADC中，由正弦定理得
AC

sin∠D =
AD
sinα =

CD
sin(60°-α) =

3
3
2

= 2 3，

所以 AD= 2 3sinα,CD= 2 3sin π
3 -α ，

所以 AD+ 2DC= 2 3sinα+ 4 3sin π
3 -α = 6cosα，

因为 0< α< π
3 ，可得 cosα∈ 1

2 ,1 ，可得 6cosα∈ (3,6)，

所以 AD+ 2DC的取值范围为 (3,6).

5.在△ABC中，角 A,B,C所对的边分别为 a,b,c，且满足 cos2A- cos2B= 2cos π
6 -A cos π

6 +A .
(1)求角 B的值；

(2)若 b= 3且 b≤ a，求 a- c
2 的取值范围.

(1) π3 或 2π
3

(2) 3
2 , 3

 
【分析】(1)利用二倍角公式和两角和与差的余弦公式化简，可求出角 B的值；
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(2)根据条件 b≤ a，可求出角 B的值以及角 A的范围，利用正弦定理可得到 a- 1
2 c= 2sinA- sinC，将C

= 2π
3 - A代入，用辅助角公式化简，结合 A的范围即可求出结果.

【解析】(1)在△ABC中，A+ B+C= π，

cos2A- cos2B= 2cos π
6 -A ⋅ cos π

6 +A ，

1- 2sin2A- (2cos2B- 1) = 2 3
2 cosA+ 1

2 sinA ⋅ 3
2 cosA- 1

2 sinA ，
2- 2sin2A- 2cos2B= 3

2 cos
2A- 1

2 sin
2A，

2- 2sin2A- 2cos2B= 3
2 1-sin2A - 1

2 sin
2A，

2cos2B= 1
2 ，即 cos2B= 1

4 ，又 B∈ 0,π ，

所以 cosB=± 1
2 ，解得 B= π

3 或
2π
3 .

(2) ∵ b= 3且 b≤ a，∴ B= π
3 ，

由正弦定理得
b

sinB = 2，所以 a= 2sinA，c= 2sinC= 2sin π- A+ π
3 



= 2sin A+ π

3 = sinA+ 3cosA.

故 a- 1
2 c= 2sinA- 1

2 sinA+ 3cosA = 3
2 sinA-

3
2 cosA= 3sin A- π

6 ，
∵ b≤ a，∴ π

3 ≤ A<
2π
3 ，

π
6 ≤ A-

π
6 <

π
2 ，

又易知函数 y= sinx在 π
6 ,

π
2


 上单调递增，

于是当 A- π
6 =

π
6 ，即 A= π

3 时 3sin A- π
6 的最小值为

3
2 ，

当 A- π
6 =

π
2 ，即 A= 2π

3 时 3sin A- π
6 的最大值为 3 .

所以 a- 1
2 c= 3sin A- π

6 ∈ 3
2 , 3

 ，即 a- c
2 的取值范围

3
2 , 3

 .

6.在锐角△ABC中，A,B,C的对应边分别是 a,b,c，且 c2+a2-b2
2c = 2bcos2 A2 ．

(1)求 cosB的取值范围；

(2)求 2a+c
b 的取值范围．

(1) 2
2 ,

3
2 

(2) 2 2+1,2 3+2 

【分析】(1)借助余弦定理、正弦定理与两角差的正弦公式可得 A= 2B，结合△ABC为锐角三角形即可得 B
的取值范围，即可得 cosB的取值范围；

(2)借助正弦定理将边的比例式转化为角的三角函数的比例式后，结合三角恒等变换公式可得 2a+c
b =

4 cosB+ 1
2 

2- 2，结合 cosB的取值范围计算即可得.

【解析】(1) c
2+a2-b2

2c = 2bcos2 A2 = 2b× 1+cosA
2 = b+ bcosA，

由 cosB= c2+a2-b2
2ac ，故 acosB= b+ bcosA，
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由
a

sinA =
b

sinB =
c

sinC，

故 sinAcosB= sinB+ sinBcosA，
则 sinAcosB- sinBcosA= sin A-B = sinB，
由△ABC为锐角三角形，故 A- B= B，即 A= 2B，

则有 0< B< π
2 ，0< 2B< π

2 ，0< π- 2B- B< π
2 ，

可得
π
6 < B<

π
4 ，故

2
2 < cosB< 3

2 ，即 cosB∈ 2
2 ,

3
2 ；

(2)由 a
sinA =

b
sinB =

c
sinC，A= 2B，

则
2a+c
b = 2sinA+sinC

sinB =
2sin2B+sin π-3B 

sinB = 2sin2B+sin3B
sinB

= 4sinBcosB+sinBcos2B+sin2BcosB
sinB = 4cosB+ cos2B+ 2sinBcos2B

sinB
= 4cosB+ 2cos2B- 1+ 2cos2B= 4cos2B+ 4cosB- 1

= 4 cosB+ 1
2 

2- 2，

由 (1)知 cosB∈ 2
2 ,

3
2 ，故 3

4 +
2
2 < cosB+ 1

2 
2< 1+ 3

2 ，

故 2 2+ 1< 2a+c
b < 2 3+ 2，即 2a+c

b ∈ 2 2+1,2 3+2 .

7.已知 △ABC的三个内角 A,B,C的对边分别为 a,b,c,△ABC的外接圆半径为 3，且 sin2B + sin2C -

sinBsinC= sin2A.

(1)求 a;

(2)求△ABC的内切圆半径 r的取值范围

(1)3

(2) 0, 3
2 


【分析】(1)由正弦定理化为边，再由余弦定理求解即可；

(2)根据等面积法可得出 r的表达式，利用正弦定理转化为函数，再由三角函数求值域即可得出范围.

【解析】(1)由正弦定理可得，b2+ c2- bc= a2，即 b2+ c2- a2= bc，

所以 cosA= b2+c2-a2
2bc = 1

2 ，

由 0< A< π可知，A= π
3 ，

所以
a

sinA = 2R= 2 3，故 a= 2 3sin π3 = 2 3 × 3
2 = 3.

(2)因为△ABC的内切圆半径 r，

所以 S△ABC= 1
2 (a+ b+ c) ⋅ r=

1
2 bcsinA，

即 r= bcsinA
a+b+c =

3
2 ⋅ bc

3+b+c，

又因为 b2+ c2- bc= a2= 9，所以 (b+ c)2- 9= 3bc，

所以 r= 1
2 3

⋅ (b+c)
2-9

3+b+c = b+c-3
2 3

，
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由正弦定理 b+ c= 2R(sinB+ sinC) = 2 3 sinB+sin 2π
3 -B 



= 2 3 sinB+ 3

2 cosB+ 1
2 sinB 

= 2 3 3
2 sinB+

3
2 cosB = 6sin B+ π

6 ，

又 B∈ 0, 2π3 ，则 B+ π
6 ∈

π
6 ,

5π
6 ，

所以 sin B+ π
6 ∈ 1

2 ,1 
，故 b+ c- 3= 6sin B+ π

6 - 3∈ 0,3 ，

所以 r= b+c-3
2 3

∈ 0, 3
2 
.
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四 多三角形问题

1.如图，△ABC是等边三角形，D是 BC边上的动点 (含端点)，记∠BAD= α，∠ADC= β.

(1)求 2cosα- cosβ的最大值；

(2)若 BD= 1，cosβ= 1
7 ，求△ABD的面积．

(1) 3

(2) 2 3
3

【分析】(1)由题意得到 β= α+ π
3 ，利用两角和与差公式将所求化为 3sin α+ π

3 ，从而结合 α的取值范

围即可得解；

(2)利用三角函数的平方关系与和差公式求得 sinα，再利用正弦定理求得 AB，从而利用三角形面积公式即

可得解.

【解析】(1)由△ABC是等边三角形，得 β= α+ π
3 ，∵ α∈ 0, π3





，

∴ 2cosα- cosβ= 2cosα- cos α+ π
3 = 3

2 cosα+
3
2 sinα= 3sin α+ π

3 ，
又∵ α∈ 0, π3





, ∴ α+

π
3 ∈

π
3 ,

2π
3





，

故当 α+ π
3 =

π
2 时，即 α= π

6 时，2cosα- cosβ取得最大值 3 .

(2)由 cosβ= 1
7 ，且 β∈ 0,π 得 sinβ= 1-cos2β = 4 3

7 ，

故 sinα= sin β- π
3 = sinβcos π3 - cosβsin π3 =

3 3
14 ，

在△ABD中，由正弦定理得
AB

sin∠ADB =
BD
sinα，又 sin∠ADB= sin π-β = sinβ，

故 AB= sinβ
sinα BD=

4 3
7

3 3
14

× 1= 8
3 ,

故 S△ABD= 1
2 AB ⋅ BD ⋅ sinB=

1
2 ×

8
3 × 1×

3
2 = 2 3

3 .
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