
专题 38 最值模型之瓜豆模型（原理）曲线 
动点轨迹问题是中考和各类模拟考试的重要题型，学生受解析几何知识的局限和思维能力的束缚，该

压轴点往往成为学生在中考中的一个坎，致使该压轴点成为学生在中考中失分的集中点。掌握该压轴题型

的基本图形，构建问题解决的一般思路，是中考专题复习的一个重要途径。本专题就最值模型中的瓜豆原

理（动点轨迹为圆弧型）进行梳理及对应试题分析，方便掌握。
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模型 1.瓜豆模型（圆弧轨迹类）

“主从联动”模型也叫“瓜豆”模型，出自成语“种瓜得瓜，种豆得豆”。这类动点问题中，一个动点随另一

个动点的运动而运动，我们把它们分别叫作从动点和主动点，从动点和主动点的轨迹是一致的，即所谓“种”

线得线，“种”圆得圆（而当主动点轨迹是其他图形时，从动点轨迹必然也是）。解决这一类问题通常用到旋

转、全等和相似。

模型 1、运动轨迹为圆弧

模型 1-1. 如图，P 是圆 O 上一个动点，A 为定点，连接 AP，Q 为 AP 中点．Q 点轨迹是？

分析：如图，连接 AO，取 AO 中点 M，任意时刻，均有△AMQ ∽△AOP，QM：PO=AQ：AP=1：2。

则动点Q是以M为圆心，MQ为半径的圆。

        

模型 1-2. 如图，P 是圆 O 上一个动点，A 为定点，连接 AP，作 AQ⊥AP 且 AQ=AP，当点 P 在圆 O 上运动

时，Q 点轨迹是？

分析：如图，连结 AO，作 AM⊥AO，AO=AM；任意时刻均有△APO≌△AQM，且 MQ=PO。
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则动点Q是以M为圆心，MQ为半径的圆。

                      

模型 1-3. 如图，△APQ 是直角三角形，∠PAQ=90°且 AP=k  AQ，当 P 在圆 O 运动时，Q 点轨迹是？

分析：如图，连结 AO，作 AM⊥AO，AO:AM=k:1；任意时刻均有△APO∽△AQM，且相似比为 k。

则动点Q是以M为圆心，MQ为半径的圆。

      

模型 1-4.为了便于区分动点 P、Q，可称 P 为“主动点”，Q 为“从动点”。

此类问题的两个必要条件：①主动点、从动点与定点连线的夹角是定量（∠PAQ 是定值）；②主动点、从

动点到定点的距离之比是定量（AP：AQ 是定值）。

    

分析：如图，连结 AO，作∠OAM=∠PAQ，AO:AM=AP：AQ；任意时刻均有△APO∽△AQM。

则动点Q是以M为圆心，MQ为半径的圆。

特别注意：很多题目中主动点的运动轨迹并未直接给出，这就需要我们掌握一些常见隐圆的轨迹求法。

（1）定义型：若动点到平面内某定点的距离始终为定值，则其轨迹是圆或圆弧。（常见于动态翻折中）

如图，若 P 为动点，但 AB=AC=AP，则 B、C、P 三点共圆，则动点 P 是以 A 圆心，AB 半径的圆或圆弧。
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（2） 定边对定角（或直角）模型

1）一条定边所对的角始终为直角，则直角顶点轨迹是以定边为直径的圆或圆弧．

如图，若 P 为动点，AB 为定值，∠APB=90°，则动点 P 是以 AB 为直径的圆或圆弧。

2）一条定边所对的角始终为定角，则定角顶点轨迹是圆弧．

如图，若 P 为动点，AB 为定值，∠APB 为定值，则动点 P 的轨迹为圆弧。

例 1.（2024·河南南阳·三模）如图，点  3,4P ， Pe 半径为 2，  2.8,0A ，  5.6,0B ，点M 是 Pe 上的动点，

点C 是MB的中点，则 AC 的最小值为（    ）

A．1.5 B．2 C．2.5 D．3

【答案】A

【分析】本题考查了坐标与图形、三角形中位线定理、勾股定理，连接OP 交 Pe 于M ，连接OM ，由题意

得出 AC 是 OBMV 的中位线，则
1
2

AC OM ，从而得到当OM 最小值， AC 最小，即当M 运动到M 时，OM

最小，此时 AC 也为最小，求出OM 的长即可得出答案．

【详解】解：如图，连接OP 交 Pe 于M ，连接OM ，

∵  2.8,0A ，  5.6,0B ，∴ 2.8OA  ， 2.8AB  ，∴OA AB ，
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，

∵点C 是MB的中点，∴BC CM ，∴ AC 是 OBMV 的中位线，∴
1
2

AC OM ，

∴当OM 最小值， AC 最小，∴当M 运动到M 时，OM 最小，此时 AC 也为最小，

∵ 2 23 4 2 5 2 3OM OP PM         ，∴ AC 的最小值为
1 33
2 2

  ，故选：A．

例 2．（2023·黑龙江大庆·一模）如图，在平面直角坐标系 xOy 中，半径为 2 的 Oe 与 x 轴的正半轴交于点

A，点 B 是 Oe 上一动点，点 C 为弦 AB 的中点，直线
3 3
4

y x  与 x 轴、y 轴分别交于点 D、E，则点 C 到

直线DE 的最小距离为（　　）

A．1 B．
3
5

C．
4
5

D．
3
4

【答案】C

【分析】先确定C 点的轨迹是 Pe ，则 C 到直线DE 的最小距离为 NH ，根据相似得到边长的数量关系，列

方程直接求解即可．

【详解】解：连接OC ，如图，

∵点 C 为弦 AB 的中点，∴OC AB ，∴ 90ACO  ，∴点 C 在以OA为直径的圆上（点 O、A 除外），



以OA为直径作 Pe ，过 P 点作直线PH DE 于 H，交 Pe 于 M、N，

当 0x  时，
3 3 3
4

y x    ，则 (0, 3)E ，当 0y  时，
3 x 3 0
4

  ，解得 4x  ，则 (4 0)D ， ，

∴ =4OD ，∴ 2 23 4 5DE    ，∵ Oe 的半径为 2，∴ (2,0)A ，∴ (1,0)P ，∴ 1OP  ，∴ 3PD OD OP   ，

∵ 90PDH EDO PHD EOD       ， ，∴ DPH DEO∽V V ，∴ : :PH OE DP DE ，

即 : 3 3 : 5PH  ，解得
9
5

PH  ，∴
141
5

MH PH    ，
41
5

NH PH    ．

∴点 C 到直线DE 的最小距离为
4
5
．故选：C．

【点睛】此题考查圆与三角形的综合，解题关键是先确定C 点的轨迹是圆，则C到直线DE 的最小距离为 NH ，

根据相似列方程直接求解即可．

例 3．（2023 春·湖北黄石·九年级校考阶段练习）如图，四边形 ABCD为正方形，P 是以边 AD 为直径的 Oe

上一动点，连接BP，以BP为边作等边三角形BPQ ，连接OQ ，若 2AB  ，则线段OQ 的最大值

为        ．

【答案】 5 1 /1 5

【分析】连接OB、OP，将OB绕点 B 逆时针旋转60得到O B ，连接O Q ，通过证明

 SASOBP O BQV V≌ ，得出 1OP O Q  ，从而得出点 Q 在以点O为圆心，O Q 为半径的圆上运动；则当

点 O，O，P 三点在同一直线上时，OQ 取最大值，易证 OBO△ 为等边三角形，求出 5OO OB   ，即可

求出 5 1OQ OO O Q     ．

【详解】解：连接OB、OP，将OB绕点 B 逆时针旋转60得到O B ，连接O Q ，



∵OB绕点 B 逆时针旋转60得到O B ，∴OB O B ， 60OBO  ，

∵ BPQV 为等边三角形，∴ PB QB ， 60PBQ  ，

∴ OBO PBO PBQ PBO         ，即 OBP O BQ   ，

在 OBPV 和 O BQV 中，

OB O B
OBP O BQ

PB QB





  
 

，∴  SASOBP O BQV V≌ ，

∵ 2AB  ，四边形 ABCD为正方形，∴ 2AD AB  ，则 1OA OP  ，

∴ 1OP O Q  ，∴点 Q 在以点O为圆心，O Q 为半径的圆上运动；

∴当点 O，O，P 三点在同一直线上时，OQ 取最大值，

在Rt OABV 中，根据勾股定理可得： 2 2 5OB OA AB   ，

∵OB O B ， 60OBO  ，  ∴ OBO△ 为等边三角形，∴ 5OO OB   ，

∴ 5 1OQ OO O Q     ，故答案为： 5 1 ．

【点睛】本题主要考查看瓜豆模型——圆生圆模型，解题的关键是确定从动点 Q 的运动轨迹，以及熟练掌

握全等三角形的判定和性质，等边三角形的判定和性质．

例 4．（23-24 九年级上·江苏南京·阶段练习）如图，平面直角坐标系 xOy 中，点 A 的坐标是  3,4 ，点 B

是 Ae 上一点， Ae 的半径为 2，将OB绕 O 点顺时针方向旋转90得OC ，连接 AC ，则线段 AC 的最小值

为（    ）

  

A．5 2 2 B．3 2 1 C．5 D．6

【答案】A

【分析】把OA绕 O 点顺时针方向旋转90得OA ，过点A 作 AF x 轴于点 F ，过点 A作 A G x  轴于点G ，

以点 A为圆心作 Ae ，使 Ae 的半径为 2， 点 B 是 Ae 上一点，则点C 是 Ae 上一点，当点 , ,A O A三点共

线，即点C 在 AA上时， AC 最小．

【详解】解：如图，把OA绕 O 点顺时针方向旋转90得OA ，过点A 作 AF x 轴于点F ，过点 A作 A G x 



轴于点G ，以点 A为圆心作 Ae ，使 Ae 的半径为 2，

  

, 90OA OA AOA     ， 90AFO OGA    ，

180 90 ,AOF A OG AOA          90 ,AOF OAF    

OAF A OG   ， (AAS)AFO OGAV V≌ ， 4, 3AF OG OF A G     ， (4,3)A ，

过 A作 A H AF  于点H ， 4 ( 3) 7, 4 3 1A H AH        ，

在Rt AHAV 中， 2 2 2 2( ) ( ) 1 7 5 2AA AH AH      ，

点 B 是 Ae 上一点，则点C 是 Ae 上一点， 2A C  ，

当点 , ,A O A三点共线，即点C 在 AA上时， AC 最小，

5 2 2AC AA CA      ，故线段 AC 的最小值为5 2 2 ．故选：A．

【点睛】本题考查了圆的基本概念，动点问题，勾股定理，全等三角形的判定和性质，本题的关键是作出

正确的辅助线，运用数形结合的思想方法．

例 5．（2024·江苏南通·校考模拟预测）如图，已知正方形 ABCD 的边长为 2，以点 A 为圆心，1 为半径作

圆，E 是⊙A 上的任意一点，将线段 DE 绕点 D 顺时针方向旋转 90°并缩短到原来的一半，得到线段 DF，

连结 AF，则 AF 的最小值是        ．

  

【答案】
15
2



【分析】通过证 GDF ADEV : V 可得
1
2

GF  ，由勾股定理可得 2 2 5AG AD DG   ，根据三角形三边关

系求 AF 的最小值即可；

【详解】解：如图，取 CD 中点 G，连接 AE、GF、AG，



  

∵ED⊥DF，∴∠EDF=90°，∵四边形 ABCD 是正方形，∴∠GDA=90°，

∵∠GDF+∠FDA=90°，∠FDA+∠ADE=90°，∴∠GDF=∠ADE，

∵
1
2

DG DF
DA DE

  ，∴ GDF ADEV : V ，∴
1
2

GF
AE

 ，

又 AE=1，解得
1
2

GF  ，由勾股定理可得， 2 2 2 22 1 5AG AD DG     ，

由三边的关系可得，AF 的最小值为：AG-GF= 15
2

 ；故答案为：
15
2

 .

【点睛】本题主要考查了相似三角形的判定与性质，勾股定理，三角形三边关系，掌握相似三角形的判定

与性质，勾股定理，三角形三边关系是解题的关键.

例 6．（2023·四川广元·统考一模）如图，线段 AB 为 Oe 的直径，点C 在 AB 的延长线上， 4AB  ，

2BC  ，点 P 是 Oe 上一动点，连接CP，以CP为斜边在PC 的上方作 Rt PCDV ，且使 60DCP  ，连接

OD ，则OD 长的最大值为  ．

【答案】 2 3 1 /1 2 3

【分析】作 COEV ，使得 90CEO  ， 60ECO  ，则 2CO CE ， 2 3OE  ， OCP ECD   ，由

COP CED∽△ △ ，推出 2OP CP
ED CD

  ，即
1 1
2

ED OP  （定长），由点E 是定点，DE 是定长，点D在半径

为 1 的 Ee 上，由此即可解决问题．

【详解】解：如图，作 COEV ，使得 90CEO  ， 60ECO  ，则 2CO CE ， 2 3OE  ， OCP ECD   ，

90CDP  Q ， 60DCP  ， 2CP CD  ， 2CO CP
CE CD

  ， COP CEDV V∽ ，



 2OP CP
ED CD

  ，即
1 1
2

ED OP  （定长），Q 点E 是定点，DE 是定长，点D在半径为 1 的 Ee 上，

2 3 1OD OE DE   Q ， OD 的最大值为 2 3 1 ，故答案为： 2 3 1 ．

【点睛】本题考查了相似三角形的判定和性质、两圆的位置关系、轨迹等知识，解题的关键是学会添加常

用辅助线，构造相似三角形解决问题，属于中考压轴题．

例 7．（23-24 九年级上·安徽合肥·期末）如图，在Rt ABC△ 中， 90ACB  ， 3AC  ， 4BC  ，平面上

有一点 P， 1AP  ，连接 AP ，BP，取BP的中点 G．连接CG ，在 AP 绕点 A 的旋转过程中，则CG 的最大

值是（    ）

A．3 B．4 C．3 2 D．5

【答案】A

【分析】本题考查的是三角形的中位线的性质，直角三角形斜边上的中线的性质，勾股定理的应用，圆的

确定，作出合适的辅助线是解本题的关键；如图，取 AB 的中点Q，连接GQ ，CQ，证明G 在以Q为圆心，

1
2 为半径的圆上，即可得到答案．

【详解】解：如图，取 AB 的中点Q，连接GQ ，CQ，

∵G 为BP的中点， 1AP  ，∴
1 1
2 2

QG AP  ，∴G 在以Q为圆心，
1
2 为半径的圆上，

当 C，Q，G 三点共线时，CG 最大，CG CQ QG  ，

∵ 90ACB  ， 3AC  ， 4BC  ，∴ 2 23 4 5AB    ，∴
5
2

CQ  ，

∴
5 1 3
2 2

CG CQ QG     ，即CG 的最大值为3．故选 A

例 8．（2024·北京海淀·一模）在平面直角坐标系 xOy 中，对于图形M 与图形 N 给出如下定义： P 为图形 N

上任意一点，将图形M 绕点 P 顺时针旋转90得到M ，将所有M 组成的图形记作M ，称M 是图形M



关于图形 N 的“关联图形”．(1)已知 ( 2,0)A  ， (2,0)B ， (2, )C t ，其中 0t  ．①若 1t  ，请在图中画出点A 关

于线段 BC 的“关联图形”；②若点A 关于线段 BC 的“关联图形”与坐标轴有公共点，直接写出 t 的取值范围；

(2)对于平面上一条长度为 a的线段和一个半径为 r 的圆，点S 在线段关于圆的“关联图形”上，记点S 的纵坐

标的最大值和最小值的差为d ，当这条线段和圆的位置变化时，直接写出d 的取值范围（用含 a和 r 的式子

表示）．

【答案】(1)①见详解；② 4t   或 2t  (2) 2 2 2 2r d r a  

【分析】（1）①根据新定义找出关键点B C、 的旋转90后连接B C 即可；②同上理分情况讨论即可；

（ 2）画出分析图，如图所示，线段 AB 的长度为 a，圆 N 的半径为 r ，易得 1BNP BN QV V∽ 且相似比为

1: 2 ，再移动图形即可求出d ；本题考查了旋转的性质，圆的有关性质，相似三角形的判定与性质，熟练

掌握以上知识的应用是解题的关键．

【详解】（1）解：①如图所示：线段B C 即为所求；

   

②如图：当 2t  时，点A 关于线段BC 的“关联图形”与 y 轴恰有公共点，

∴ 2t  时，点A 关于线段BC 的“关联图形”与 y 轴有公共点；



当 4t   时，点A 关于线段BC 的“关联图形”与 x 轴恰有公共点，

∴ 4t   时，点A 关于线段BC 的“关联图形”与 x 轴有公共点；

   

综上所述： 4t   或 2t  ；

（2）如图，画出分析图，如图所示，线段 AB 的长度为 a，圆 N 的半径为 r ，

点 A B、 分别绕点 N 顺时针旋转90得到 1 2N N、 ，分析可知 1BNP BN QV V∽ 且相似比为1: 2 ，

可得圆 1 2N N、 的半径均为 2r，随意转动图，可得 2 2 2 2r d r a   ．

1．（2024·安徽淮北·三模）如图，线段 4AB  ，点 M 为 AB 的中点，动点 P 到点 M 的距离是 1，连接 PB，

线段 PB绕点 P 逆时针旋转90得到线段PC ，连接 AC ，则线段 AC 长度的最大值是（    ）

A．3 B．4 C． 2 2 D．3 2

【答案】D

【分析】以 AB 为斜边向上作等腰直角 AJBV ，连接CJ ，BC ．利用相似三角形的性质证明 2JC  ，推出点

C 的运动轨迹是以 J 为圆心， 2 为半径的圆，根据 3 2AC AJ JC   ，可得结论．

【详解】解：以 AB 为斜边向上作等腰直角 AJBV ，连接CJ ，BC ．



AM BMQ ， JM AM MB   ， JMB△ 是等腰直角三角形， PBCV 是等腰直角三角形，

∴ 45MBJ PBC     2
cos 45

BMBJ BM  


，同理 2BC PB ， MBP JBC   ，
JB BC
MB BP

 ，

JBC MBP△ ∽△ ， 2JC JB
PM BM

  ， 1PM Q ， 2JC  ，

点C 的运动轨迹是以 J 为圆心， 2 为半径的圆，

2 2 2
2

AJ AB Q ， 3 2AC AJ JC    ，故线段 AC 长度的最大值为3 2 ．故选：D．

【点睛】本题主要考查的是旋转的性质、相似三角形的性质和判定，解直角三角形，点与圆的位置关系，

三角形三边关系，解题的关键是学会添加常用辅助线，构造相似三角形解决问题，属于中考选择题中的压

轴题．

2．（2023·浙江宁波·模拟预测）如图， ABCV 中， 90ABC  ，
1tan
2

BAC  ，点 D 是 AB 的中点，P 是以

A 为圆心，以 AD 为半径的圆上的动点，连接PB PC、 ，则 
PB
PC

的最大值为（　　）

A．
10
3

B． 3 10
10

C． 13 1
4

 D．
13 1

4


【答案】D

【分析】此题考查了解直角三角形，根据阿氏圆的定义，分别固定BP，分别确定 A 点的运动轨迹为阿氏圆

O，C 点的运动轨迹为阿氏圆O，，由此可知，当PC 最最小时，
PB
PC

的值最大，进行求解即可.



【详解】解：固定BP，则 2BA
AP

 ，∴A 点的运动轨迹为阿氏圆 O，

设OP a ，则 2AO a ， 4BO a ，则 3PB BO OP a   ，

∵ 90ABC  ， 2AB
BC

 ，∴C 点的运动轨迹为阿氏圆O，∴ 90OBO  ，

∴ 2O B a O C a  ， ，∴当PC 最小时，
PB
PC

的值最大，

   2 22 2 3 2 13PO PB OB a a a     ，∴
3 13 1

413
PB PB a
PC PO O C a a


  

  
，故选：D．

3．（2024·安徽合肥·模拟预测）如图，分别经过原点 O 和点  8,0A 的动直线 a，b，其夹角 30OBA  ，

点 M 是OB 中点，连接 AM ，则 AM 的最小值是（    ）

A．4 B． 2 3 2 C． 4 3 4 D． 4 3 4

【答案】C

【分析】作 AOBV 的外接圆 Pe ，连接OP PA PB， ， ，取OP 的中点 Q，连接QM ，证明 OAPV 是等边三角形，

求出
1 4
2

QM B  ，得到点 M 在以 Q 为圆心，4 为半径的圆上运动，画出 Qe ，当 M 在 Qe 与QA的交点时，

连接QA交 Qe 于 M，此时 AM 有最小值，根据等边三角形的性质及勾股定理即可求解．

【详解】解：作 AOBV 的外接圆 Pe ，连接OP PA PB， ， ，取OP 的中点 Q，连接QM ，



∵ 2 60APO ABO    ，PO PA ，∴ OAPV 是等边三角形，∵  8,0A ，∴ 8PO PA PB   ，

∵OQ QP ，OM MB ，∴
1 4
2

QM B  ，∴点 M 在以 Q 为圆心，4 为半径的圆上运动，画出 Qe ，

当 M 在 Qe 与QA的交点时，连接QA交 Qe 于 M，此时 AM 有最小值，

∵ OPAV 是等边三角形，OQ PQ ，∴ AQ OP ，

∵ 8OA  ， 4OQ  ，∴ 2 28 4 4 3AQ    ．∴ AM 的最小值是 4 3 4 ，故选：C．

【点睛】本题考查坐标与图形，点到圆上的距离，等边三角形的判定与性质，勾股定理，直角三角形的性

质，正确作出辅助线构造三角形外接圆是解题的关键．

4．（23-24 九年级上·江苏连云港·阶段练习）等边 ABCV 的边长为6 ， P 是 AB 上一点， 2AP  ，把 AP 绕点

A 旋转一周， P 点的对应点为P，连接BP，BP的中点为Q，连接CQ．则CQ长度的最小值是（    ）

A．3 3 1 B．3 3 2 C．3 3 1 D．3 3 2

【答案】A

【分析】本题考查了等边三角形的性质，旋转的性质，勾股定理，三角形中位线的性质及三边关系，取 AB

中点D，连接DQ CD AP， ， ，利用等边三角形的性质和勾股定理求出 3 3CD  ，根据三角形中位线定理得

到 1DQ  ，再利用三角形三边关系CQ DC DQ  即可求解，正确作出辅助线是解题的关键．

【详解】解：∵ 2AP  ，把 AP 统点A 旋转一周，∴ 2AP   ，



等边 ABCV 的边长为6 ，点D是 AB 中点，∴ 3BD AD  ，CD AB ， ∴

2 2 2 26 3 3 3CD BC BD     ，

∵点Q是BP的中点，∴BQ QP ，又∵ AD BD ，∴
1 1
2

DQ AP  ，

在 CDQV 中， 3 3 1CQ DC DQ    ，∴CQ的最小值为3 3 1 ，故选：A ．

5．（23-24 九年级上·安徽合肥·期末）如图，在Rt ABC△ 中， 90ACB  ， 3AC  ， 4BC  ，平面上有一

点 P， 1AP  ，连接 AP ，BP，取BP的中点 G．连接CG ，在 AP 绕点 A 的旋转过程中，则CG 的最大值是

（    ）

A．3 B．4 C．3 2 D．5

【答案】A

【分析】本题考查的是三角形的中位线的性质，直角三角形斜边上的中线的性质，勾股定理的应用，圆的

确定，作出合适的辅助线是解本题的关键；如图，取 AB 的中点Q，连接GQ ，CQ，证明G 在以Q为圆心，

1
2 为半径的圆上，即可得到答案．

【详解】解：如图，取 AB 的中点Q，连接GQ ，CQ，
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