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题型一：二项式定理 

1．(2019·江苏·第24题)设 .已知 . 

(1)求 的值；(2)设 ，其中 ，求 的值. 

【答案】见解析 

【解析】(1)因为 ， 

所以 ， 

． 

因为 ， 

所以 ， 

解得 ． 

(2)由(1)知， ． 

 

 

． 

解法一：因为 ，所以 ， 

从而 ． 
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解法二：  

． 

因为 ，所以 ． 

因此 ． 

2．(2016 高考数学江苏文理科·第 26 题)(1)求 的值； 

(2)设 ， ． 

求证： ． 

【答案】(1) ；(2)详见解析； 

【官方解答】(1) ； 

(2)当 时，结论显然成立．当 时， 

 

． 

又因为 ， 

所以 ， ． 

因此，  

＝  

＝  

＝ ． 

民间解答：(1) ； 

(2)对任意的 ， 

① 当 时，左边 ，右边 ，等式成立， 

② 假设 时命题成立， 

即 ， 

当 时， 

左边=  

  ， 
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右边 ， 

而 ， 

 

因此 ， 

因此左边=右边， 

因此 时命题也成立， 

综合①②可得命题对任意 均成立． 

另解：因为 ，所以 

左边  

又由 ，知 

， 

所以，左边 右边． 
 

题型二：事件的频率与概率  

1．(2022 新高考全国 I 卷·第 20 题)一医疗团队为研究某地的一种地方性疾病与当地居民的卫生习惯(卫

生习惯分为良好和不够良好两类)的关系，在已患该疾病的病例中随机调查了 100 例(称为病例组)，

同时在未患该疾病的人群中随机调查了 100 人(称为对照组)，得到如下数据： 

 不够良好 良好 

病例组 40 60 

对照组 10 90 

(1)能否有 99%的把握认为患该疾病群体与未患该疾病群体的卫生习惯有差异？ 

(2)从该地的人群中任选一人，A 表示事件“选到的人卫生习惯不够良好”，B 表示事件“选到的人患
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有该疾病”． 与 的比值是卫生习惯不够良好对患该疾病风险程度的一项度量指标，

记该指标为 R． 

(ⅰ)证明： ； 

(ⅱ)利用该调查数据，给出 的估计值，并利用(ⅰ)的结果给出 R 的估计值． 

附 ， 

 0．050 0．010 0．001 

k 3．841 6．635 10．828 

 

【答案】(1)答案见解析     

(2)(i)证明见解析；(ii) ； 

解析：(1)由已知 ， 

又 ， ， 

所以有 99%的把握认为患该疾病群体与未患该疾病群体的卫生习惯有差异． 

(2)(i)因为 ， 

所以     所以 ， 

(ii)由已知 ， ， 

又 ， ，   所以  

2．(2022 高考北京卷·第 18 题)在校运动会上，只有甲、乙、丙三名同学参加铅球比赛，比赛成绩达到

以上(含 )的同学将获得优秀奖．为预测获得优秀奖的人数及冠军得主，收集了甲、乙、

丙以往的比赛成绩，并整理得到如下数据(单位：m)： 

甲：9．80，9．70，9．55，9．54，9．48，9．42，9．40，935，9．30，9．25； 

乙：9．78，9．56，9．51，9．36，9．32，9．23； 

丙：9．85，9．65，9．20，9．16． 

假设用频率估计概率，且甲、乙、丙的比赛成绩相互独立． 
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(1)估计甲在校运动会铅球比赛中获得优秀奖的概率； 

(2)设 X 是甲、乙、丙在校运动会铅球比赛中获得优秀奖的总人数，估计 X 的数学期望 E(X)； 

(3)在校运动会铅球比赛中，甲、乙、丙谁获得冠军的概率估计值最大？(结论不要求证明) 

【答案】解析:(1)由频率估计概率可得 

甲获得优秀的概率为 0．4，乙获得优秀的概率为 0．5，丙获得优秀的概率为 0．5，故答案为 0．4 

(2)设甲获得优秀为事件 A1,乙获得优秀为事件 A2，丙获得优秀为事件 A3 

， 

 

， 

 

， 

． 

∴X 的分布列为 

X 0 1 2 3 

P     

∴  

(3)丙夺冠概率估计值最大． 

因为铅球比赛无论比赛几次就取最高成绩．比赛一次，丙获得 9．85 的概率为 ，甲获得 9．80 的概

率为 ，乙获得 9．78 的概率为 ．并且丙的最高成绩是所有成绩中最高的，比赛次数越多，对丙

越有利． 

3．(2020 年高考课标Ⅰ卷理科·第 19 题)甲、乙、丙三位同学进行羽毛球比赛，约定赛制如下：累计负两

场者被淘汰；比赛前抽签决定首先比赛的两人，另一人轮空；每场比赛的胜者与轮空者进行下一场比

赛，负者下一场轮空，直至有一人被淘汰；当一人被淘汰后，剩余的两人继续比赛，直至其中一人被

淘汰，另一人最终获胜，比赛结束．经抽签，甲、乙首先比赛，丙轮空．设每场比赛双方获胜的概率

都为 ， 
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(1)求甲连胜四场的概率； 

(2)求需要进行第五场比赛的概率； 

(3)求丙最终获胜的概率． 

【答案】(1) ；(2) ；(3) ． 

【解析】(1)记事件 甲连胜四场，则 ； 

(2)记事件 为甲输，事件 为乙输，事件 为丙输， 

则四局内结束比赛的概率为 

， 

所以，需要进行第五场比赛的概率为 ； 

(3)记事件 为甲输，事件 为乙输，事件 为丙输， 

记事件 甲赢，记事件 丙赢， 

则甲赢的基本事件包括： 、 、 、 

、 、 、 、 ， 

所以，甲赢 概率为 ． 

由对称性可知，乙赢的概率和甲赢的概率相等， 

所以丙赢的概率为 ． 

【点睛】本题考查独立事件概率的计算，解答的关键就是列举出符合条件的基本事件，考查计算能

力，属于中等题． 

4．(2019·全国Ⅱ·理·第 18 题) 分制乒乓球比赛，每赢一球得 分，当某局打成 平后，每球交换

发球权，先多得 分的一方获胜，该局比赛结束．甲、乙两位同学进行单打比赛，假设甲发球时甲得

分的概率为 ，乙发球时甲得分的概率为 ，各球的结果相互独立．在某局双方 平后，甲先

发球，两人又打了 个球该局比赛结束． 

求 ； 

求事件“ 且甲获胜”的概率． 

【答案】 ； . 

【官方解析】 

就是 平后，两人又打了 个球该局比赛结束，则这 个球均由甲得分，或者均由乙得

分．因此 ． 
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 

31
4

P P  

A B C

:M :N
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BABCC BACBC BCACB BCABC BCBAC

的  
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P M          

   

  9 71 2
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P N    

11 1 10 :10
2

0.5 0.4 10 :10
X

 1  2P X 

 2 4X 
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且甲获胜，就是 平后，两人又打了 个球该局比赛结束，且这 个球的得分情况为：

前两球是甲、乙各得 分，后两球均为甲得分． 

因此所求概率为 

． 

【分析】 

本题首先可以通过题意推导出 所包含的事件为“甲连赢两球或乙连赢两球”，然后计算

出每种事件的概率并求和即可得出结果； 

本题首先可以通过题意推导出 所包含的事件为“前两球甲乙各得 分，后两球均为甲得

分”，然后计算出每种事件的概率并求和即可得出结果. 

【解析】 由题意可知， 所包含的事件为“甲连赢两球或乙连赢两球”， 

所以 . 

由题意可知， 包含的事件为“前两球甲乙各得 分，后两球均为甲得分” 

所以 . 

【点评】本题考查古典概型的相关性质，能否通过题意得出 以及 所包含的事件

是解决本题的关键，考查推理能力，考查学生从题目中获取所需信息的能力，是中档题. 

5．(本小题满分 12 分)甲、乙两台机床相互没有影响地生产某种产品，甲机床产品的正品率是 0．9，乙机

床产品的正品率是 0．95． 

(Ⅰ)从甲机床生产的产品中任取 3 件，求其中恰有 2 件正品的概率(用数字作答)； 

(Ⅱ)从甲、乙两台机床生产的产品中各任取 1 件，求其中至少有 1 件正品的概率 

(用数字作答)． 
【答案】分析：本小题考查互斥事件、相互独立事件的概率等基础知识，及分析和解决实际问题的能

力。 

(I)任取甲机床的 3 件产品恰有 2 件正品的概率为 

 

(II)解法一：记“任取甲机床的 1 件产品是正品”为事件 A，“任取乙机床的 1 件产品是正品”为事件

B。则任取甲、乙两台机床的产品各 1 件，其中至少有 1 件正品的概率为 

 

解法二：运用对立事件的概率公式，所求的概率为 

 

6．(2019·天津·理·第 16 题)设甲、乙两位同学上学期间，每天 7：30 之前到校的概率均为 ．假定甲、

乙两位同学到校情况互不影响，且任一同学每天到校情况相互独立． 

(Ⅰ)用 表示甲同学上学期间的三天中 7：30 之前到校的天数，求随机变量 的分布列和数学期望； 

(Ⅱ)设 为事件“上学期间的三天中，甲同学在 7：30 之前到校的天数比乙同学在 7：30 之前到校的

天数恰好多 2”，求事件 发生的概率． 

【答案】本小题主要考查离散型随机变量的分布列与数学期望，互斥事件和相互独立事件的概率计算

 2 4X  10 :10 4 4

1
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 2  4P X  1

 1  2P X 

( )2 0.5 0.4 0.5 0.6 0.5P X = = ´ + ´ =

 2  4P X  1
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2 2
3 3(2) 0.9 0.1 0.243.P C   
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1 ( ) 1 0.1 0.05 0.995.P A B     
2
3

X X
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公式等基础知识．考查运用概率知识解决简单实际问题的能力．满分 13 分． 

(Ⅰ)解：因为甲同学上学期间的三天中到校情况相互独立，且每天 7：30 之前到校的概率均为 ，故

，从而 ． 

所以，随机变量 的分布列为 

 0 1 2 3 

     

随机变量 的数学期望 ． 

(Ⅱ)解：设乙同学上学期间的三天中 7：30 之前到校的天数为 ，则 ， 

且 ．由题意知事件 与 互斥， 

且事件 与 ，事件 与 均相互独立，从而由(Ⅰ)知 

 

      ． 

 

题型三：随机变量的分布列与期望、方差  

1．(2022 年高考全国甲卷数学(理)·第 19 题)甲、乙两个学校进行体育比赛，比赛共设三个项目，每个项

目胜方得 10 分，负方得 0 分，没有平局．三个项目比赛结束后，总得分高的学校获得冠军．已知甲

学校在三个项目中获胜的概率分别为 0．5，0．4，0．8，各项目的比赛结果相互独立． 

(1)求甲学校获得冠军的概率； 

(2)用 X 表示乙学校的总得分，求 X 的分布列与期望． 

【答案】(1) ；    (2)分布列见解析， ． 

【解析】(1)设甲在三个项目中获胜的事件依次记为 ，所以甲学校获得冠军的概率为 

 

 

． 

(2)依题可知， 的可能取值为 ，所以， 

, 

2
3

2~ 3,
3

X B  
 
 

3

3
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3 3

k k
kP X k C k


        
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， 

， 

． 

即 的分布列为 

 0 10 20 30 

 0．16 0．44 0．34 0．06 

期望 ． 

 

2．(2021 高考北京·第 18 题)在核酸检测中, “k 合 1” 混采核酸检测是指：先将 k 个人的样本混合在一

起进行 1 次检测,如果这 k 个人都没有感染新冠病毒，则检测结果为阴性，得到每人的检测结果都为阴

性，检测结束:如果这 k 个人中有人感染新冠病毒，则检测结果为阳性，此时需对每人再进行 1 次检

测,得到每人的检测结果，检测结束． 

现对 100 人进行核酸检测，假设其中只有 2 人感染新冠病毒，并假设每次检测结果准确． 

(I)将这 100 人随机分成 10 组，每组 10 人，且对每组都采用“10 合 1”混采核酸检测． 

(i)如果感染新冠病毒的 2 人在同一组，求检测的总次数; 

(ii)已知感染新冠病毒的 2 人分在同一组的概率为 ．设 X 是检测的总次数，求 X 的 

分布列与数学期望 E(X)． 

(II)将这 100 人随机分成 20 组，每组 5 人，且对每组都采用“5 合 1”混采核酸检测．设 Y 是检测的

总次数，试判断数学期望 E(Y)与(I)中 E(X)的大小．(结论不要求证明) 

【答案】(1)① 次；②分布列见解析；期望为 ；(2) ． 

解析：(1)①对每组进行检测，需要 10 次；再对结果为阳性的组每个人进行检测，需要 10 次； 

所以总检测次数为 20 次； 

②由题意， 可以取 20，30， 

， ， 

则 的分布列: 

 10 0.5 0.4 0.8 0.5 0.6 0.8 0.5 0.4 0.2 0.44P X           

 20 0.5 0.6 0.8 0.5 0.4 0.2 0.5 0.6 0.2 0.34P X           

 30 0.5 0.6 0.2 0.06P X     

X

X

P

  0 0.16 10 0.44 20 0.34 30 0.06 13E X         

1
11

20
320
11

   E Y E X

X

  120
11

P X     1 1030 1
11 11

P X    

X
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所以 ； 

(2)由题意， 可以取 25，30， 

两名感染者在同一组的概率为 ，不在同一组的概率为 ， 

则 ． 

3 ． (2019·江苏·第 25 题 )在平面直角坐标系 xOy 中，设点集 ，

 

令 .从集合Mn中任取两个不同的点，用随机变量X表示它们之间的距离. 

(1)当 时，求X的概率分布； 

(2)对给定的正整数 ，求概率 (用 表示). 

【答案】见解析 

【解析】(1)当 时， 的所有可能取值是 ． 

X 的概率分布为 ， 

． 

(2)设 和 是从 中取出的两个点． 

因为 ，所以仅需考虑 的情况． 

①若 ，则 ，不存在 的取法； 

②若 ，则 ，所以 当且仅当 ，此时

或 ，有 2 种取法； 

③若 ，则 ，因为当 时， ，所以 当且

仅当 ，此时 或 ，有 2 种取法； 

④若 ，则 ，所以 当且仅当 ，此时

或 ，有 2 种取法． 

X 20 30

P
1

11
10
11

  1 10 32020 30
11 11 11

E X     

Y

2 3
2 98

1 5
100

20 4
99

C CP
C

  2
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   4 95 295025 30 =
99 99 99

E Y E X    
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(0,1), ( ,1)}, {(0,2), (1,2) , (2,2), , ( ,2)}, .n nB n C n n    N
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b d AB n≤ X n

0 1b d ， 2 2( ) 1 1AB a c n   ≤ X n 2 1AB n  0  a c n ，

 0a n c ，

0 2b d ， 2 2( ) 4 4AB a c n   ≤ 3n≥ 2( 1) 4n n  ≤ X n
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综上，当 时，X 的所有可能取值是 和 ，且 

． 

因此， ． 

4．(2014 高考数学陕西理科·第 21 题)在一块耕地上种植一种作物，每季种植成本为 1000 元，此作物的市

场价格和这块地上的产量具有随机性，且互不影响，其具体情况如下表： 

作物产量( )       作物市场价格(元/ )   

概率       概率   

   (1)设 表示在这块地上种植 1 季此作物的利润，求 的分布列； 

   (2)若在这块地上连续 3 季种植此作物，求这 3 季中至少有 2 季的利润不少于 2000 元 

        的概率． 
【答案】(1)详见解析；(2)  

解析: ⑴设 表示事件“作物产量为 ”， 表示事件“作物市场价格为 元/ ”， 

由题设知 ， ， 

∵利润=产量×市场价格—成本， 

∴ 有可能的取值为 

， ， 

， ． 

， 

， 

， 

∴ 的分布列为 

    

    

⑵设 表示事件“第 季利润不少于 元”( )， 

由题意知 ， ， 相互独立，由⑴知， 

( )， 

季的利润均不少于 元的概率为 

， 

季中有 季利润不少于 元的概率为 

， 

X n 2 1n  2 4n 

2 2
2 2
2 4 2 4

4 2( 1) , ( 4)
C Cn n

P X n P X n
 

     

2 2
2
2 4

6( ) 1 ( 1) ( 4) 1
C n

P X n P X n P X n


        ≤

kg 300 500 kg 6 10

0.5 0.5 0.4 0.6

X X

0.896

A 300 kg B 6 kg

  0.5P A    0.4P B 

X

500 10 1000 4000   500 6 1000 2000  

300 10 1000 2000   300 6 1000 800  

         4000 1 0.5 1 0.4 0.3P X P A P B      

             2000 1 0.5 0.4 0.5 1 0.4 0.5P X P A P B P A P B         

     800 0.5 0.4 0.2P X P A P B    

X

X 4000 2000 800

P 0.3 0.5 0.2

iC i 2000 1,2,3i 

1C 2C 3C

     4000 2000 0.3 0.5 0.8iP C P X P X       1,2,3i 

3 2000

        3
1 2 3 1 2 3 0.8 0.512P C C C P C P C P C  

3 2 2000

      2
1 2 3 1 2 3 1 2 3 3 0.8 0.2 0.384P C C C P C C C P C C C     
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所以，这 季中至少有 季的利润不少于 元的概率为 ． 

5．(2014 高考数学重庆理科·第 18 题)一盒中装有 9 张各写有一个数字的卡片，其中 4 张卡片上的数字是

1,3 张卡片上的数字 

   是 2,2 张卡片上的数字是 3，从盒中任取 3 张卡片． 

  (1)求所取 3 张卡片上的数字完全相同的概率; 

  (2) 表示所取 3 张卡片上的数字的中位数，求 的分布列(注：若三个数 满足 ，

则称 为这三个数的中位数)． 

【答案】(1) ；  (2)  

解析：(1)由古典概型计算公式可得 。 

(2) 的可能值为 ，由题意 

 

， 

 

所以 的分布列为： 

    

    

从而 。 

6．(2023 年新课标全国Ⅰ卷·第 21 题)甲、乙两人投篮，每次由其中一人投篮，规则如下：若命中则此人

继续投籃，若末命中则换为对方投篮．无论之前投篮情况如何，甲每次投篮的命中率均为 0．6，乙每

次投篮的命中率均为 0．8．由抽签确定第 1 次投篮的人选，第 1 次投篮的人是甲、乙的概率各为

0．5． 

(1)求第 2 次投篮的人是乙的概率； 

(2)求第 次投篮的人是甲的概率； 

(3)已知：若随机变量 服从两点分布，且 ，则

．记前 次(即从第 1 次到第 次投篮)中甲投篮的次数为 ，求 ． 

【答案】(1)      
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(2)      

(3)  

解析：(1)记“第 次投篮的人是甲”为事件 ，“第 次投篮的人是乙”为事件 ， 

所以，  

． 

(2)设 ，依题可知， ，则 

， 

即 ， 

构造等比数列 ， 

设 ，解得 ，则 ， 

又 ，所以 是首项为 ，公比为 的等比数列， 

即 ． 

(3)因为 ， ， 

所以当 时， ， 

故 ． 

7．(2020 江苏高考·第 25 题)甲口袋中装有 个黑球和 个白球，乙口袋中装有 个白球．现从甲、乙两

口袋中各任取一个球交换放入另一口袋，重复 次这样的操作，记甲口袋中黑球个数为 ，恰有 个

黑球的概率为 ，恰有 个黑球的概率为 ． 

(1)求 和 ； 

(2)求 与 的递推关系式和 的数学期望 (用 表示)． 
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【答案】(1) (2)  

【解析】(1) ， 

， 

 

(2) ， 

， 

因此 ， 

从而 ， 

即 ． 

又 的分布列为 

  0 1 2 

        

 

故 ． 

8．(2014 高考数学课标 1 理科·第 18 题)从某企业的某种产品中抽取 500 件,测量这些产品的一项质量指标

值,由测量结果得如下频率分布直方图: 

 

(1)求这 500 件产品质量指标值的样本平均数 和样本方差 (同一组数据用该区间的中点值作代表); 
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(2)由频率分布直方图可以认为,这种产品的质量指标值 服从正态分布 ,其中 近似为样本

平均数 , 近似为样本方差 ． 

(i)利用该正态分布,求 ; 

(ii)某用户从该企业购买了 100 件这种产品,记 表示这 100 件产品中质量指标值为于区间

(187．8,212．2)的产品件数,利用(i)的结果,求 ． 

附: ． 

若 ~ ,则 ． 

【答案】解析:(1)抽取产品质量指标值的样本平均数 和样本方差 分别为  

  

  

(2)(ⅰ)由(1)知 ~ ,从而  

．  

(ⅱ)由(ⅰ)知,一件产品中质量指标值为于区间 的概率为   

依题意知 ,所以 ．  

考点:(1)频率分布直方图的绘制及应用;(2)离散型随机变量的均值及方差;(3)正态分布的应用;(4)数
形结合思想  

难度:C  
备注:高频考点  

8．(2014 高考数学天津理科·第 16 题)某大学志愿者协会有 名男同学, 名女同学．在这 名同学中,

名同学来自数学学院,其余 名同学来自物理、化学等其他互不相同的七个学院．现从这 名同学中随

机选取 名同学,到希望小学进行支教活动(每位同学被选到的可能性相同)． 

(Ⅰ)求选出的 名同学是来自互不相同学院的概率; 

(Ⅱ)设 为选出的 名同学中女同学的人数,求随机变量 的分布列和数学期望． 

【答案】(Ⅰ) ;(Ⅱ)详见解析． 

解析:(Ⅰ)设“选出的 名同学是来自互不相同的学院”为事件 ,则 ． 

所以,选出的 名同学是来自互不相同学院的概率为 ． 

(Ⅱ)随机变量 的所有可能值为 ,则  

所以,随机变量 的分布列是 
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随机变量 的数学期望 ． 

  
9．(2014 高考数学四川理科·第 17 题)一款击鼓小游戏的规则如下：每盘游戏都需要击鼓三次，每次击鼓

要么出现一次音乐，要么不出现音乐；每盘游戏击鼓三次后，出现一次音乐获得 10 分，出现两次音乐

获得 20 分，出现三次音乐获得 100 分，没有出现音乐则扣除 200 分(即获得-200 分)．设每次击鼓出现

音乐的概率为 ，且各次击鼓出现音乐相互独立． 

(Ⅰ)设每盘游戏获得的分数为 ，求 的分布列； 

(Ⅱ)玩三盘游戏，至少有一盘出现音乐的概率是多少？ 

(Ⅲ)玩过这款游戏的许多人发现，若干盘游戏后，与最初的分数相比，分数没有增加反而减少了．请

运用概率统计的相关知识分析分数减少的原因． 
【答案】解析：(Ⅰ) 可能的取值为：10，20，100， ．根据题意，有 

，　　　

， ，　　 

所以 的分布列为 

  10 20 100 

P     

 

(Ⅱ)设“第 盘游戏没有出现音乐”为事件 ，则 

． 

所以“三盘游戏中至少有一次出现音乐”的概率为 

． 

因此，玩三盘游戏至少有一盘出现音乐的概率是 ． 

(Ⅲ) 的数学期望为 ． 

　　　这表明，获得分数 的均值为负， 

　　　因此，多次游戏之后分减少的可能性更大． 

10．(2014 高考数学山东理科·第 18 题)乒乓球台面被球网分隔成甲、乙两部分，如图，甲上有两个不相交
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的区域 ，乙被划分为两个不相交的区域 ．某次测试要求队员接到落点在甲上的来球后向乙回

球．规定：回球一次，落点在 上记 3 分，在 上记 1 分，其它情况记 0 分．对落点在 上的来球，

队员小明回球的落点在 上的概率为 ，在 上的概率为 ；对落点在 上的来球，小明回球的落点

在 上的概率为 ，在 上的概率为 ．假设共有两次来球且落在 上各一次，小明的两次回球互

不影响．求： 

(Ⅰ)小明两次回球的落点中恰有一次的落点在乙上的概率； 

(Ⅱ)两次回球结束后，小明得分之和 的分布列与数学期望． 

 

【答案】(Ⅰ) ；(Ⅱ)见解析 

解析：(Ⅰ)记 为事件“小明对落点在 上的来球回球的得分为 分”( ) 

 则 ； 

记 为事件“小明对落点在 上的来球回球的得分为 分”( ) 

       则 ； 

记 为事件“小明两次回球的落点中恰有一次的落点在乙上”， 

由题意， ，由事件的独立性及互斥性得 

( ) 

 

 

． 

所以小明两次回球的落点中恰有一次的落点在乙上的概率为 ． 

(Ⅱ)由题意，随机变量 可能的取值为 ． 

 由事件的独立性及互斥性得 

 ； 

 ； 

 ； 
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