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随机过程和随机信号的概念 

 

 

 

 

当用随机过程来表示一组信号时，此时的随机

过程就被称为随机信号。 

 

 

随机过程 

随机信号 



第 4 章  随机信号与线性系统   

- 3 - 

 

 

 

 

4.1  随机信号的功率谱密度 

 

 

 

 

 



第 4 章  随机信号与线性系统   

- 4 - 

确定性信号的频谱 

信号的频谱特性是描述信号的一个重要指

标。对于确定性信号，其 Fourier变换可以反

映其频谱特性。 
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Fourier分解的物理意义 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 
 

 

( )s t 分解 

各种频率成份的振动 
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频谱与光谱进行对比 
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如何反应随机信号的频谱？ 

 

由于随机信号实际上是一族确定性信号，

要从统计意义上反映其频谱特性，需要用功率

谱密度的概念。 

 

 

 

 

4.1.1  连续时间随机信号的功率谱密度 
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若 ( )X t 是一个定义于 ¡ 上的连续时间随

机过程，则[ , ]T T- 上的平均功率为 

{ }
21

( ) d
2

T

T T

P E X t t
T -

= ò
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利用 Fourier变换的 Parseval 等式，可以

得到 ( )X t 在( ),- ゥ 上的平均功率为 

2
j2

lim

1
lim ( )e d d

2

T
T

T
ft

TT

P P

E X t t f
T

¥
- p

- ?

=

殪 镲镲犏= 睚犏 镲犏 镲镲腩

蝌
 

从上式可以看出，下式所定义的关于频率

f的函数 
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2
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T
ft
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S f E X t t
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-
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反映了随机信号功率在单位频率上的分布

情况，因此定义函数 ( )
X

S f 为连续时间随机过

程 ( )X t 的功率谱密度。 
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功率谱密度的性质 

性质 4.1  设 ( )X t 是定义于 ¡ 上的连续时

间随机过程， ( )
X

S f 是其功率谱密度，则有如下

性质： 

① 功率谱密度在 ¡ 上的积分为信号总功率，

也即 ( )d
X

P S f f
¥

- ?

= ò 。 

② ≥( ) 0
X

S f ,也即 ( )
X

S f 是一个非负实函

数。 

③ 实随机信号的功率谱密度是偶函数  
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图 4.1  实随机信号的功率谱密度是非负偶函数 
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对于宽平稳过程来说，有下列

Wiener-Khinchin 定理 

定理 4.1(Wiener-Khinchin 定理)  若

( )X t 为 ¡ 上的宽平稳过程，且其自相关函数

( )
X

R t 满足 ( )Rt t
¥

- ?

ò dt < ? ，则有 

 
j2( ) ( )e df

X X
S f R tt t

¥
- p

- ?

= ò
  

 

 



第 4 章  随机信号与线性系统   

- 14 - 

证明  由功率谱密度的定义式知 
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如图 4.2所示，对积分区域作变换 
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1 2 2
,t t tt s= - = ，则 
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于是定理得证。 
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对于宽平稳过程，其功率谱密度是其自相

关函数的 Fourier变换，因此由 Fourier逆变换

公式有 

 
j2( ) ( )e df

X X
R S f ftt

¥
p

- ?

= ò
  

所以，对于宽平稳过程来讲，其自相关函数和

功率谱密度是互相唯一确定的关系，一个是随

机过程时域特性的反映，一个是随机过程频域

特性的反映。此外由式(4.3)知，对于宽平稳随

机过程来说，平均功率为 
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若 ( )X t 为实随机过程，则其自相关函数为

偶函数，即 ( ) ( )
X X

R Rt t= - ，则 

 ( ) ( )cos2 d
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例 4.1  试求 Poisson 随机电报过程的功

率谱密度。 

解  由习题 2B-73 可知，Poisson 随机电报

过 程 为 宽 平 稳 过 程 ， 其 自 相 关 函 数 为

2 | |( ) e
X

R a tt -= ，其中 a 是信号平均传输速率。

由 Wiener-Khinchin 定理知其功率谱密度为 

0
2 j2 2 j2
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2 2 2

( ) e e d e e d

1 1 4

2 j2 2 j2 4 4

f f
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at t at tt t

a

a a a

¥
- p - - p

- ?

= +

= + =
- p + p + p

蝌



第 4 章  随机信号与线性系统   

- 20 - 

例 4.2  设 ( )X t 是定义在 ¡ 上的实随机过程，

其功率谱密度为 ( )
X

S f 。则 ( )X t 的解析过程

( ) ( ) j ( )Z t X t X t= +
(

的功率谱密度为 

( ) 4 ( ) ( )
Z X

S f S fU f=  

其中 ( )U f 为 Heavyside 函数。 

解  由习题 3B-39 和例 3.29知， ( )Z t 的自相

关函数为 

( ) 2 ( ) j ( )
Z X X X

R R Rt t t轾= +臌 (  
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对其作 Fourier变换，由 

( ) ( ) ( ) jsgn() ( )
X XX X

S f S f H f f S f= = -(

知 

( ) 4 ( ) ( )
Z X

S f S f U f=  

所以，解析过程没有负功率谱密度。 
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例 4.3  试求随机相位余弦信号 

0
( ) cos(2 )X t a ft Q= p +  

的功率谱密度 ( )
X

S f ，其中 Q 是( , )- p p 上的

均匀分布。 

解  由例 2.72知， ( )X t 为平稳过程，且其自

相关函数为 

2

0
( ) cos2

2X
R f

a
t t= p  

则其功率谱密度为 
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其中，用到了常数1的 Fourier变换是d函数的
性质。由此可见，随机相位余弦信号 ( )X t 的功

率集中于频点
0
f± 。 
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例 4.4(白噪声过程)  如图 4.3所示，若宽平

稳随机过程 ( )W t 的功率谱密度在任意频点上是
常数，即

0
( ) / 2

W
S f N= ，则称 ( )W t 为白噪声过程,

由 Wiener-Khinchin 定理知其自相关函数为 

 0( ) ( )
2W

N
R t d t=   

若宽平稳随机过程 ( )X t 的功率谱密度为 

 
≤0 ,

2( )
0,

X

N
f w

S f
f w

ìïïï= í
ïï >ïî
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其中w 为某个正常数，则称 ( )X t 为带限白噪声

过程。该过程的平均功率为 

 
{ }

2 0
0

( ) d
2

w

w

N
E X t f N w

-

= =ò   

自相关函数为 

 00 j2
sin(2 )

( ) e d
2 2

w
f

X
w

N wN
R ft

t
t

t
p

-

p
= =

p
ò   

由上式可见，当 /(2 ), 1,2,k w kt = ? L 时， ( )X t

和 ( )X t t+ 互相正交。  
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图 4.3  白噪声和带限白噪声的功率谱密度 
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互功率谱 

若 ( )X t 和 ( )Y t 是两个随机过程，和随机信号

功率谱密度的定义类似，可以定义 ( )X t 和 ( )Y t 的
互功率谱密度为 

 { }
j2 j2

1
( ) lim ( )e d ( )e d

2
T T

ft ft
X Y

T T T

S f E X t t Y t t
T

*
- p - p

- -

轾 轾
= 犏 犏

臌 臌
蝌

和 Wiener-Khinchin 定理的证明类似，若 ( )X t

和 ( )Y t 为两个联合宽平稳的随机过程，且

( )d
X Y

Rt t t
¥

- ?

< ?ò ，则有
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 j2( ) ( )e df
X Y X Y

S f R tt t
¥

- p

- ?

= ò
  

 j2( ) ( )e df
XY XY

R f S ftt
¥

p

- ?

= ò
  

式中， ( )
X Y

R f 为 ( )X t 和 ( )Y t 的互相关函数。 
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此外，还可以证明互功率谱密度具有以下

性质。 

性质 4.2   

① ( ) ( );
X Y Y X

S f S f*=   

② ≤2( ) ( ) ( )
X Y X Y

S f S f S f 。 

证明作为练习。
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例 4.5  设 ( )X t 和 ( )Y t 是两个联合宽平稳过

程，试给出 ( ) ( ) ( )Z t X t Y t= + 的功率谱密度。 

解  ( )Z t 的自相关函数为 

 

{ }
{ }

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

Z

X Y X X Y Y

R E Z t Z t

E X t Y t X t Y t

R R R R

t t

t t

t t t t

*

*

= +

轾 轾= + + + +臌 臌

= + + +

 

因此， ( )Z t 的功率谱密度为 
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( )

[ ]

j2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) e d

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) 2Re ( )

f
Z X Y X X Y Y

X Y X X Y Y

X Y X Y

S f R R R R

S f S f S f S f

S f S f S f

tt t t t t
¥

- p

- ?

= + + +

= + + +

= + +

ò

在信号分析中，常常要讨论两个联合宽平稳随

机过程的和，从上述表达式可以看出，互相关

函数及互功率谱密度的概念的引进是必需的。
 

 

 

 

例 4.6  设联合平稳的两个随机过程 ( )X t
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和 ( )Y t 的互功率谱密度为 

１+ 2

其他

j , 1/2 1/2
( )

0,X Y

f f
S f

靝 - p < < pïï= í
ïïî

 

则互相关函数为  

1/2
j2

1/2

2

( ) (1 j2 )e d

(sin cos ) sin

f
X Y

R f ftt

t t t t

t

p
p

- p

= + p

+ -
=

p

ò
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4.1.2  离散时间随机信号的功率谱密度 

 

信号的频率刻画了信号变化的快慢，因而

对于离散时间随机过程，只有指定了离散时间

的绝对时间间隔
0

T ，功率谱密度才有意义。这

时，离散时间随机信号可看成连续时间随机信

号每隔
0

T 时间间隔的采样。为了讨论的方便，

将绝对时间间隔
0

T 标准化为1。 
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和连续时间随机过程类似， [ ]X n 的功率谱

密度定义为 

 
2

j 2
1

( ) lim [ ]e
2

N
n f

X
N

n N

S f E X n
N

- p

= -

禳镲镲
= 睚

镲镲镲铪

å   

而 [ ]X n 和 [ ]Y n 的互功率谱密度定义为 

  

j 2 j 2
1

( ) lim [ ]e [ ]e
2

N N
n f n f

X Y
N

n N n N

S f E X n Y n
N

*

- p - p

= - = -

禳禳 镲镲 镲镲= 睚 睚
镲 镲镲 镲铪 铪

邋
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由定义知，功率谱密度和互功率谱密度是周期

为
1
的函数。 

和连续时间随机过程的证明完全类似可得

Wiener-Khinchin 定理。 
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定理 4.2  若 [ ]X n 宽平稳，其自相关函数为

[ ]
X

R m ，且 [ ]
X

m

mR m
¥

= - ?

< ?å ，则有 

 j 2( ) [ ]e m f
X X

m

S f R m
¥

- p

= - ?

= å   

 
1/2

j 2

1/2

( ) ( )e dm
X X

R m S f fp

-

= ò   

若 [ ]X n 和 [ ]Y n 联合宽平稳，互相关函数为

[ ]
X Y

R m ，且 [ ]
X Y

m

mR m
¥

= - ?

< ?å ，则 [ ]X n 和 [ ]Y n 的

互功率谱密度为 
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 j 2( ) [ ]e m f
X Y X Y

m

S f R m
¥

- p

= - ?

= å   

 1/2
j 2

1/2

( ) ( )e dm
X Y X Y

R m S f fp
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例 4.7(离散时间白噪声过程)  设为离散时

间随机过程，且是独立同分布的随机变量序列，

其均值为零，方差为 2
X
d ，试求 ( )

X
S f 。 

解  离散时间随机过程 [ ]X n 的自相关函数

为 

[ ]

2 , 0

0, 0

X

X

k
R k

k

dì =ïï= í
ï ¹ïî

 

因此，功率谱密度为 
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2( )
X x

S f d=  

上述过程称为离散时间白噪声过程。 
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例 4.8  设 [ ] [ ] [ 1]Y n X n X na= + - ，其

中 [ ]X n 为例 4.7中的离散时间白噪声过程，试

求 ( )
Y

S f 。 

解  容易证明 [ ]Y n 的自相关函数为 

{ }

( )

其他 

2 2

2

1 , 0

[ ] [ ] , 1

0,

X

X

k

E Y n Y n k k

a d

ad

ìï + =ïïïï+ = = ?í
ïïïïïî

 

因此，功率谱密度为 
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( ) ( )

( )[ ]

2 2 2 j2 j2

2 2

( ) 1 e e

1 2 cos2

f f
Y X X

X

S f

f

a s as

s a a

p - p= + + +

= + + p
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例 4.9  设 [ ] [ ] [ ]Z n X n Y n= + ，其中 [ ]X n 是要

观测的宽平稳实随机信号，且对任意 n ，

[ ]X n A= ， A 是一个均值为零且方差为 2
A

s 的

随机变量； [ ]Y n 是零均值的、且平均功率为 2
Y
s 的

离散时间白噪声。此外， [ ]X n 和 [ ]Y n 相互独立。

试求 [ ]Z n 的功率谱密度。 

解  显然， [ ]Z n 的均值 

{ [ ]} { } { [ ]} 0E Z n E A E Y n= + = ， 

自相关函数为  
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{ } ( )( ){ }

2

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]

{ } [ ]
Y

E Z n k Z n E X n k Y n k X n Y n

E A R k

+ = + + + +

= +

 

所以 [ ]Z n 为宽平稳过程，因此其功率谱密度为 

2( ) ( ) ( )
Z A Y

S f f S fs d= +  
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4.2  随机信号的带宽 

 

 

 

 

 

 

 

 
随机信号所占据的频带宽度被称为随机信
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号的带宽。随机信号的带宽反映了随机信号的

大量样本函数在统计意义上所占有的频带宽

度。在实际的信号传输系统中，被传输的信号

客观上总是占据一定的带宽，由于频带资源的

有限性，系统设计者对所有传输信号的带宽必

须有一个清楚的了解。 

 

 

 

由于随机信号功率谱密度函数的多样性，
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所以关于随机信号带宽的定义就有很多种，这

里给出几个常用的带宽定义。虽然这些定义有

所差别，但是其基本思想是给出一个带宽，在

该带宽上分布随机信号的主要功率。 

 

 

 

 

 

 

 

 
设宽平稳随机信号 ( )X t 的功率谱密度为
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( )
X

S f ，自相关函数为 ( )
X

R t ，则有如下几种带

宽形式： 

 

① 若
( )

X
S f

在 ≥ 0f 时的支集为
1 2

( , )f f ，也即

在区间
1 2

( , )f f 外 ( )
X

S f 为零，则称
1 2
f f- 为随机信

号 ( )X t 的绝对带宽。 

 

 

② 设 ( )
X

S f 在 ≥ 0f 时在
0
f 取得最大值，则

称 
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 0
eq

0

( )d

( )

X

X

S f f
B

S f

¥

=
ò

  

为随机信号 ( )X t 的等效噪声带宽，如图 4.4 所

示。 

 

③ 若 { }inf 0 ( ) 0
X

Rt t t* = > = ，则称

t* 为 随 机 信 号 ( )X t 的 去 相 关 时 间 ， 称

eff
1/B t*= 为随机信号 ( )X t 的有效带宽。 
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④ 设 ( )
X

S f 在
0
f 取得最大值，若 ( )

0 1 2
,f f fÎ 且 

( ) ( ) ( )
1 2 0

/ 2
X X X

S f S f S f= =  

则称
2 1
f f- 为随机信号 ( )X t 的 3dB 带宽，如图

4.5所示。 
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