
   换元积分法

4.2.2    第二类换元法

4.2.1    第一类换元法（凑微分法）



4.2.1   第一类换元法（凑微分法）

    例4.2.1    求

分析 无法直接利用积分公式，因此可以将      作为整体，

凑出积分变量，再进行计算.

解 令            ，则

由此可见,计算           的关键步骤是把它变 成             , 然

后通过变量代换               就可化为易计算的积分            .



 
               

而如果 又是另一个变量 的函数

是一般地，如果 的一个原函数，则

且 可微，那么根据复合函数的微分法，有

由此得



 
               

于是有如下定理：

定理4.2   

则有换元公式

注：如果积分 不能直接利用利用基本积分公式计算，

而其被积表达式 能表示为

可导，是具有原函数

     

设

的形式， 较易计算，那么可令且



代入后有

这样就得到了 的原函数.这种积分称为第一类换元法.

由于在积分过程中，先要从被积表达式中凑出一个积分因子

因此第一类换元法也称为凑微分法.



解 

分析    被积函数          是        与             构成的复合函

数，因此作变量代换            .

例4.2.2   求



 
               

例4.2.3    求

解    被积函数 可看成 与 构成的复合 

函数，虽没有 这个因子，但我们可以凑出这个

因子：

如果令 便有



 
               

，把它化为 

一般地，对于积分 总可以作变

量代换 



    例4.2.4     求

解     令 ,则

在方法比较熟悉后，不定积分的换元法就可以删繁

就简，略去设中间变量和换元的步骤，而直接凑成

基本积分公式的形式．

，即分析    可将        作为                                  



  例4.2.5    求

分析     将 作为 ，将其凑成微分部分.

解
：  



    例4.2.6    求

 分析    凑微分，利用积分公式                                 计算.

解 



类似的方法可以计算                                  如下：



解

类似地可得

 例 4.2.7       求 和

 分析  将正切函数转化成正余弦，再凑微分.



解

类似地可得

   例4.2.8    求 和

 分析   此题可以转化为正余弦，也可直接变形凑微分

计算，采用第二种方法较为简单.



 例4.2.9       求

分析   含有      的函数求积分，通常利用

求解.

解



  例4.2.10      求

分析    原式变形，利用                                 求解.

解



解

类似地可得

    例4.2.11   求下列不定积分.

(1) (2)

(1) 分析  通常三角函数平方的积分需要先降次再积分.



(2) 分析     正割的4次方，充分利用

凑出微分求解.

解

      目前为止，我们已经掌握所有三角函数以及三角函数

平方的积分了.



(1

) 
(2)

(3) (4)

(5) (6)

(7) (8)

(9) (10)

       凑微分是利用第一类换元法求解积分的主要技巧，

熟记常见凑微分的形式往往会提高解题速度和能力。一

般地，有如下几种常见的凑微分形式：
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