
第21题 解几最值求有妙法，构造函数多方出击

排

(2017年全国高考浙江卷第21题)如图19-2所示，已知抛物线x²=y,      点

抛物线上的点 过点B 作直线AP 的垂线，垂足为Q.

图19-2

(1)求直线AP 斜率的取值范围；

(2)求|PA||PQ|的最大值.

-题多解*综述

排



弦长公式沟造函数法(法一)

几何关系构造函数法(二)

8公式海浩函数法(法三)

向量关系构造函数法(法四)

向量运算构范函数法(法玩、法十)
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题多解法一 弦长公式构造函数法                                      用

思路分析  本例两问以直线与抛物线的位置关系为载体，考查范围与最值的求解，可以有

多种解法，其中第(1)小题有三种思路： 一是利用直线的斜率公式及x 的取值范围求解；

二是根据图形分析，抓住极端位置，利用导数确定抛物线在点A 处切线斜率及直线AB的斜

率，从而确定开区间  上斜率的范围；三是转化为直线AP 与抛物线在区间 内 

有实数解，由一元二次方程在 内有交点运用方程理论求解.第(2)小题思路更多，

思路一，先联立直线AP与BQ的方程，得出点Q的横坐标，并表示出|PA|、|PO|, 然后构

造函数求|PA||PO|的最大值

(1)解法一设直线AP 的斜率为k,

,

值范围是(-1,1).

(2)联立直线AP 与 BQ 的方程

解得点Q 的横生标是

∴直线AP 斜率的取

,

∴|PAI|PQI=-(k-I)(k+1)³. 令f(k)=-(k-1)(k+1)³.

∵f(k)=-(4k-2)(k+)².

∴f(k)   在区间

详细解析

·
 :

事

。

上单调递增， 上单调递减.



时， |PAI|PQ| 取得最大值

因此，当
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举一反三

.



1. 已知点A(0,—2),     椭圆E:

直线AF 的斜率为   O 为坐标原点.

(1)求E 的方程；

(2)设过点A的动直线l 与 E 相交于P,Q

1(ob=0的离心率为  F 是椭圆E 的右焦点，

两点.当△OPQ 的面积最大时，求1的方程.

一题多解*法二
几何关系构造函数法                                                                            
排

思 路 分 析 本例两问以直线与抛物线的位置关系为载体，考查范围与最值的求解，可以有

多种解法，其中第(1)小题有三种思路： 一是利用直线的斜率公式及x 的取值范围求解；

二是根据图形分析，抓住极端位置，利用导数确定抛物线在点A 处切线斜率及直线AB的斜

率，从而确定开区间 上斜率的范围；三是转化为直线AP 与抛物线在区间 内 

有实数解，由一元二次方程在 内有交点运用方程理论求解.第(2)小题思路更多，

思路二，由弦长公式求|AP|,  利用勾股定理求|AQ|,  而|PQ|=|AQ|-|AP|,        从而得|PAl|PQ 解

析式，运用导数求最大值.

(1)解法二由题意可知，直线AP的斜率介于抛物线在点 处切线斜率与直线AB

的斜率之间.

由于y-六的号函数Y-2r, ,即抛的线在点 处切线的斜率为一1,又

直线 AB的斜率为1.故直线AP 斜率的取值范围是(-1,1).

(2)设A(xj,yi) 、P(x₂,y₂), 设直线A

联立抛物线方程x²=y得  由韦达定理得

∴|APF√I+K²|x-x|=(k+1V1+k² .

,

详细解析

·
 :



∴|PA|PO|=|PA|(AQ|-|AP|).



令f(k)=(1-k²)1+k)²=-(k-1)(k+1)³,

∵f(k)=-(4k-2)(k+D².

∴f(k)   在区间 上单调递增， 
上单调递减.

时， |PAI|PQ|  取得最大值

因此，当                               .

2. 已知椭圆的方程              F,F₂      分别为椭圆的左、右焦点，线段 PQ 是椭圆上过

点F,的弦，则△PFQ  内切圆面积的最大值为      

思路分析  本例两问以直线与抛物线的位置关系为载体，考查范围与最值的求解，可以有

多种解法，其中第(1)小题有三种思路： 一是利用直线的斜率公式及x 的取值范围求解；

二是根据图形分析，抓住极端位置，利用导数确定抛物线在点A 处切线斜率及直线AB的斜

率，从而确定开区间 上斜率的范围；三是转化为直线AP 与抛物线在区间 内 

有实数解，由一元二次方程在 内有交点运用方程理论求解.第(2)小题思路更多，

思路三，运用两点间距离公式求|AP||PO| 构造函数，再进一步求解

(1)解法三设直线AP的斜率为 k,  则直线AP 的方程为

得关于x 的一元二次方程为 由题意可知，上述方程在

举一反三

题多解*法三

详细解析

距离公式构造函数法                       

由



区间 内有实数解.
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则 ·                              ,解得 - 1<k<1.

故直线AP 斜率的取值范围是(-1,1).

(2)设A(x,yi) 、P(x₂,y₂) 、Q(x₃,y;).

设直线  联立抛物线方程x²=y  得.

∴x+x=k, ,∴

.:

∴|AP=√(x-x,)²+(x-y₂)=(k+D√ 1+K

∵ 点Q 坐 标  且 AQ·BQ=0,

,

∴|PA|·|PQ|=(1-k²)1+k)².

令f(x)=(1-k²)d+k)²=-(k-1)(k+1)³,

∵f(k)=-(4k-2)(k+1)².

∴f(k) 在区间 上单调递增， 上单调递减.

: 
·

: 
·



因此，当      时， |PA||PQI   取得最大值

3. 已知抛物线C:y²=4x  上一点M(4,-4),A,B     是抛物线C上的两动点，且MA·MB=0,

则点M 到直线AB 距离的最大值是      

举一反三



题多解*法四 向量关系构造函数法                                      用

思路分析  本例两问以直线与抛物线的位置关系为载体，考查范围与最值的求解，可以有

多种解法，其中第(1)小题有三种思路： 一是利用直线的斜率公式及x 的取值范围求解；

二是根据图形分析，抓住极端位置，利用导数确定抛物线在点A 处切线斜率及直线AB的斜

率，从而确定开区间  上斜率的范围；三是转化为直线AP 与抛物线在区间 内 

有实数解，由一元二次方程在 内有交点运用方程理论求解.第(2)小题思路更多，

思路四，利用AP、AQ共线，BQ、AQ垂直得方程组求x,   进一步求[PQ|,而|AP|易求，

再结合导数法求解.

(1)同上

(2)  设 ,Q(x₃,y₃),

则|

∵AP 与AQ 共线， BQ⊥AQ,∴

由此，求得点Q数坐标为
,

进一步求出

详细解析

: 
 
 
 
亡



),则g'()=(1-D(2t+D²,

∴当t=1  时取得最大值.此时
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(23-24 高三下·上海浦东新·期中)

4. 已知椭圆(   点 F 、F₂  分别为椭圆的左、右焦点.

(1)若椭圆上点P 满足PF₂⊥F;F₂,    求 |PF| 的值；

(2)点A为椭圆的右顶点，定点T(t,0)在x轴上，若点S为椭圆上一动点，当|ST|取得最小值

时点S 恰与点A 重合，求实数1的取值范围；

(3)已知m 为常数，过点F₂且法向量为(1,-m)的直线1交椭圆于M 、N 两点，若椭圆C上存

在点R满足：  (λ,μeR),           求λμ的最大值.

思路分析 本例两问以直线与抛物线的位置关系为载体，考查范围与最值的求解，可以有

多种解法，其中第(1)小题有三种思路： 一是利用直线的斜率公式及 x 的取值范围求解；

二是根据图形分析，抓住极端位置，利用导数确定抛物线在点A处切线斜率及直线AB 的斜

率，从而确定开区间  上斜率的范围；三是转化为直线AP 与抛物线在区间 内 

有实数解，由一元二次方程在 内有交点运用方程理论求解.第(2)小题思路更多，

思路五，运用向量运算实现转化，运用导数或四元均值不等式或配方法求解.

(1)同上

(2)|PA|PQF-PA·PQ=-PA·(PB+BQ),∵PA·BQ=0,

令  (此函数求最大值的方法有多种).

举一反三

向量运算构造函数法

详细解析

群

,



方法1: ,∴当 1时，f'(x)>0,f(x)        单调递增；当

时 ，f(x)<0,f(x)           单调递减.



∴当x=1  时 ，f(x) 取得最大值，」 。∴|PA|PQ   的最大值) .

方法2:

(四元均值不等式).

当且仅当 ,即x=1时取等号，∴|PA||PQ|的最大值；

方法3: 

当且仪当：-1=0,x-1=0得 取等号.

∴|PA||PO|的最大值 .

(23-24高二上·广东东莞·期中)

5. 已知双曲： (a>0,b>0) 的离心率为2,F,5   分别是双曲线的左、右然 

点，点M(-a,0),N(0,b),  点P 为线段MN上的动点，当PF·PF₂取得最大值和最小值时

，

△PFF₂的面积分别为S,S₂,      则

思路分析  本例两问以直线与抛物线的位置关系为载体，考查范围与最值的求解，可以有

多种解法，其中第(1)小题有三种思路： 一是利用直线的斜率公式及x 的取值范围求解；

二是根据图形分析，抓住极端位置，利用导数确定抛物线在点A 处切线斜率及直线AB 的斜

率，从而确定开区间 上斜率的范围；三是转化为直线AP 与抛物线在区间 内 

有实数解，由一元二次方程在 内有交点运用方程理论求解.第(2)小题思路更多，

思路六，运用向量数量积的几何意义求解.

举一反三

向量投影构造函数法

题多解*法六 H



(1)同上.
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详细解析



(2)∵|PO| 是PB在PQ上的投影，

∴|PA|PQ|=-PA·PQ=-PA·PB

设

则

记，  则g'(t)=(t-1)(2t+D²,∴     当t=1 时，

∴|PA|PQ|的最大值  .

一题多解*法七     极化恒等式转化法                         用

思路分析 本例两问以直线与抛物线的位置关系为载体，考查范围与最值的求解，可以有

多种解法，其中第(1)小题有三种思路： 一是利用直线的斜率公式及x 的取值范围求解；

二是根据图形分析，抓住极端位置，利用导数确定抛物线在点A 处切线斜率及直线AB的斜

率，从而确定开区间 上斜率的范围；三是转化为直线AP 与抛物线在区间 内 

有实数解，由一元二次方程在 内有交点运用方程理论求解.第(2)小题思路更多，

思路七，使用极化恒等式，构造以AB 中点M 为圆心的圆与抛物线相切求解.

(1)同上

(2)∵|PO|  是PB在PQ上的投影，∴|PA||PQ|=-PA·PQ=-PA·PB.

取AB中点M, 则由极化恒等式可得PA·PB=PM²-BM².

∵|BM 是定值，∴要求PA·PB最小值，只要求|PM|的最小值.

以 M 为圆心作圆M,  使得圆和抛物线相切，此时|PM|最小.

与抛物线方程x²=y  联立得

详细解析



设P(x₂,y₂),   则抛物线在点 P处的斜率为

得x₂=1.

,即|PA|PQ|的最大值为

 题多解*法八  几何性质构造函数法

本例两问以直线与抛物线的位置关系为载体，考查范围与最值的求解，可以有

多种解法，其中第(1)小题有三种思路： 一是利用直线的斜率公式及x 的取值范围求解；

二是根据图形分析，抓住极端位置，利用导数确定抛物线在点A 处切线斜率及直线AB的斜

率，从而确定开区间 上斜率的范围；三是转化为直线AP 与抛物线在区间 内 

有实数解，由一元二次方程在 内有交点运用方程理论求解.第(2)小题思路更多，

思路八，构造以AB 为直径的圆，利用相交弦定理构造函数求解.

(1)同上

(2)由题意易得点Q 在以AB为直径的圆上，如图19-3所示，易知IAB|=2√2,    则半径r=√2.

设AB的中点为
连接MP 与圆的交点分别为 E 、F,

B

详细解析

思路分析

.



图 1 9 - 3

则由相交弦定理得

令
(此函数求最大值的方法有多种).
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.

方法1:                     ,∴当

时， f'(x)<0,f(x)          单调递减.

∴当x=1 时 ，f(x)  取得最大值，」

方法2:

单调递增：当

的最大值为
.

(四元均值不等式).

当且仅当
即x=1时取等号，∴|PA|PQ|的最大值

方法3:

当且仅当x²-1=0,x-1=0           得

∴|PA||PQ|的最大值 .

取等号.

(2023-浙江宁波·一模)

6. 已知抛物线F:y²=2x    与直线l:y=-x+4    围成的封闭区域中有矩形ABCD,点A,B  在

抛物线上，点 C,D    在直线1上，则矩形对角线BD 长度的最大值是          

 题多解*法九
 本例两问以直线与抛物线的位置关系为载体，考查范围与最值的求解，可以有

多种解法，其中第(1)小题有三种思路： 一是利用直线的斜率公式及x 的取值范围求解；

二是根据图形分析，抓住极端位置，利用导数确定抛物线在点A 处切线斜率及直线AB 的斜

举一反三
参数方程构造函数法

.

时，F>0,f(e)

. ∴|PA|PQ



率，从而确定开区l          上斜率的范围；三是转化为直线AP 与抛物线在区间 内 

有实数解，由一元二次方程在 内有交点运用方程理论求解.第(2)小题思路更多， 

思路九，利用直线AP 的参数方程的几何意义求解.

详细解析



(1)同上，

(2)设点P(m,m²),直线AP的倾斜角为α,则直线AP的参数方程为 ·

以AB 为直径的圆的方程  点 A,Q    是直线AP 与圆的两个交点，

把直线方程代入圆的方程，可 

整理可得，

设

,

则f'(m)=-(2m+D²(m-I).

∴f(m)  在区间

内单调递增，在区间 内单调递减.

即 |PAl|PQ| 的最大值) .

(23-24高二下·黑龙江大庆·开学考试)

7. 已知椭圆
C )经过   ,且离心率：

(1)求椭圆C 的标准方程；

(2)已知经过坐标原点的两条直线分别与椭圆相交于A,B,C,D   四个点，若该两条直线的斜率

举一反三

·



求 。AOC 的面积；

(3)如图，在(2)的条件下，椭圆上一点P, 位 于A,C 之间，求四边形PAOC  面积的最大值.

一题多解*法十
向量运算构造函数法                       
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分别为气，,且k



思路分析 本例两问以直线与抛物线的位置关系为载体，考查范围与最值的求解，可以有

多种解法，其中第(1)小题有三种思路： 一是利用直线的斜率公式及x 的取值范围求解；

二是根据图形分析，抓住极端位置，利用导数确定抛物线在点A 处切线斜率及直线AB的斜

率，从而确定开区间  上斜率的范围；三是转化为直线AP 与抛物线在区间 内 

有实数解，由一元二次方程在 内有交点运用方程理论求解.第(2)小题思路更多，

思路十，直接运用向量数量积坐标运算结合均值不等式求解.

( 1 ) 同 上

(2)设P(sx²),  ,

而PA|PQl=-+PAIPQ=-PA ,

PQ=-PA(PB+BO)=-PA

 (此函数求最大值的方法有多种).

方法1: ,当 · 时，FCy>0,f(s)单调递增：当

时， f'(x)<0,f(x)         单调递减.

∴当x=1 时 ，f(x)取得最大值， .|PAMpg          的最大值  .

方法2:

(四元均值不等式).

当且仅当

详细解析



方法3:

即x=1时取等号，∴|PA|PQ|的最大值 .



当且权当E-1=0,x-1=0得， 取等号.

∴|PA||PQ|的最大值)  .

(23-24高二上·河北石家庄·期末)

8. 已知双曲 的离心率为 √ 2,点F,F₂  分别是双曲线的左右焦点，过F₂ 的直线

交双曲线右支于P,A   两点，点P  在第一象限，当直线PA的斜率不存在时，  |PA|=2√2.

(1)求双曲线的标准方程；

(2)线段PF 交圆C₂:(x+2)²+y²=8   于点B,  记。PFB,AF₂F,PAF    的面积分别为S,,S₂,S,

求 的最小值.

【点评】

1.与圆锥曲线有关的最值或范围问题大都是综合性问题，解法灵活，技巧性强，涉及代数函 

数、三角函数、平面几何等方面的知识，求最值常见的解法有几何法和代数法两种，若题目 

的条件和结论能明显体现几何特征及意义，如与圆锥曲线的定义相关或涉及过焦点的弦长、 

焦半径、焦点三角形等，则考虑利用图形性质来解决；若题目的条件和结论能体现一种明确 

的函数关系，则可首先建立起目标函数，再求这个函数的最值，圆锥曲线中的最值问题的载 

体是直线与圆锥曲线的关系，特别是相交所引出的图形的最值问题，大致可分为两类：①涉  

及距离、面积的最值以及与之相关的一些问题；②求直线或圆锥曲线中几何元素的最值以及

这些元素存在最值时求解与之有关的一些问题.

2.建立目标函数解与圆锥曲线有关的最值问题是一种常规方法，其关键是选取适当的变量建 

立目标函数，然后运用求函数最值的方法确定最值.此类方法下难点体现在两个方面：①如

何建立目标函数.关键要把相关图形的特点吃透，变量可以是直线的斜截、截距、曲线上的

举一反三
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动点坐标、变动的线段等等，通常所得到的解析式的形式不会太简单，对下一步的求解会带 

来困难.②对所求得的目标函数如何求其最值，常常需要进行再次构造为常见函数并运用相 

应的解题策略解之，比如转化为二次函数或三角函数的最值问题，然后利用配方法、基本不 

等式、函数的单调性或三角函数的有界性等，尤其是对复杂函数解析式的再构造，其方法并 

非唯一，不同的构造必有多种不同的解法，或繁或简，通过解题经验的积累，尽可能找到最

为巧妙的构造，得到最为简捷的解法.

9. 已知点A 、B 是双曲线.        右支上两个不同的动点， O 为坐标原点，则OA·OB 的

取值范围是         

(2024高三下·全国.专题练习)

10. 已知F 是椭圆I
E  )的左焦点，A,B分别是E的左、右顶点，C是E

上一点(异于A,B),   线段FC的中点为D,O  为坐标原点， |DF|+|DO=2,|AF|=1.

(1)求椭圆 E的标准方程；

(2)已知过F 且斜率不为0的直线与椭圆E 交于 M,N 两点，求四边形AMBN  面积的最大值.

(2024高三·全国·专题练习)

11. 如图，已知椭圆C:    直 线 1 : y=kx+m(m>0)      与圆C₂:(x-1)²+y²=1          相

切且与椭圆C₁交于A,B   两点.

(1)若线段AB中点的横坐标     求 m 的值；

’

(2)过原点O作4的平行线1₂交椭圆于C,D  两点，设|AB|=λ|CD|,求λ的最小值.

(23-24高二上·重庆九龙坡·期末)

12. 设双曲线 的右焦点为F,a²+b²=1,O            为坐标原点，过F 的



直线l 与 C 的右支相交于A,B 两点.

(1)若   求C 的离心率e 的取值范围；

(2)若∠AOB 恒为锐角，求C 的实轴长的取值范围.

(2024·广东佛山·模拟预测)

13. 已知双曲!                   中，焦距为4 √2,且双曲线过点P(-3,1).      斜率不为零

的直线与双曲线交于A,B 两点，且以AB为直径的圆过点P.

(1)求双曲线的方程；

(2)是否存在直线AB,   使得点P 到直线AB的距离最大?若存在，求出直线AB的方程；若不

存在，请说明理由.

(2024·陕西·模拟预测)

14. 已知过抛物线y²=4x 的焦点F 的直线与抛物线交于A,B 两点，抛物线的准线与x 轴的

交点为M.

(1)若点A的横坐标大于1,当直线MA与抛物线的另一个交点恰好为线段MA的中点时，求

直线AB的方程；

(2)求△MAB 内切圆的圆心到坐标原点距离的最大值.
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参考答案：

1.(1)     (2) 

【详解】试题分析：设出F,    由直线AF的斜率为 求得c,    结合离心率求得a,     再由隐

含条件求得b,    即可求椭圆方程；(2)点l⊥x 轴时，不合题意；当直线l 斜率存在时，设直 

线l:y=kx-2,        联立直线方程和椭圆方程，由判别式大于零求得k的范围，再由弦长公式求

得|PO|,   由点到直线的距离公式求得O 到1的距离，代入三角形面积公式，化简后换元，利

用基本不等式求得最值，进一步求出k 值，则直线方程可求.

试题解析：(1)设F(c,0),  因为直线AF的斜率 ,A(0,-2)

,c=√5.

解得a=2,b=1,

所以椭圆E 的方程；

(2)解：设P(x₁,y₁),Q(x₂,y₂)

由题意可设直线1的方程为： y=kx-2,

联立 消去y得(1+4k²)x²- 16kx+12=0,
y=kx-2.

当A=16(4k²-3)>0, 所以

所以|PQ|= √ 1+K² √ (x+x,)-4x5

点O 到直线1的距

,

所!

, 即
或

时



所以

设 √4k²-3=t>0,   则4k²=r²+3,
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当且仅当t=2,

解得，

满足.

所以△OPQ 的面积最大时直线1的方程为：

或

【方法点晴】本题主要考查待定系数法求椭圆方程及圆锥曲线求最值，属于难题.解决圆锥  

曲线中的最值问题一般有两种方法： 一是几何意义，特别是用圆锥曲线的定义和平面几何的 

有关结论来解决，非常巧妙；二是将圆锥曲线中最值问题转化为函数问题，然后根据函数的 

特征选用参数法、配方法、判别式法、三角函数有界法、函数单调性法以及均值不等式法，

本题(2)就是用的这种思路，利用均值不等式法求三角形最值的.

2.  

【分析】

;

解法 一：

求最大值.

解法二：                     ,由弦长公式和基本不等式求最大值.

【详解】解法一如图所示， △PKQ的： ,:

, 点F  到直线 PQ的距离为d.   由弦长公式和点到直线距离公式，

即 √ 4k²-3=2,

时取等号，

.

,:

.
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当直线 PQ的斜率不存在时，易得|PQ|=3,    此时

当直线 PQ 的斜率为k 时，直线 PQ的方程为y=k(x-1).

整理得：(4k²+3)x²-8k²x+4k²-12=0.

, ∴

将 y=k(x-1)   代入.         并

设P(x₁,yi) 、Q(x₂,y₂), 则
’

1PQF√I+K·√(x-x)=√l+K²-√(x+x,)-4x

∵点F 到直线 PQ的距离，

则，

设u=k²+1,v=k²,           则

, 当t>1 时， fQ)>0,
,

.=Smo<3,:. 
·

综上，当直线 PQ 垂直于x 轴时，△PFQ 的内切圆半径r 取得最大值 

∴△PFQ 的内切圆面积的最大值为

解法二显然直线 PQ的斜率不为0,故可设其方程为x=my+1,   将x=my+1  代入

并整理得(3m²+4)y²+6my-9=0,

设P(k,y),2(s,3:),              则 ,    ’

,
.

.

;

),设 , 则



令t= √m²+1≥1.

设
, 则 则当1>1时， fO>0,∵√m²+Ie[L.+x],
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