题型三	几何图形的证明与计算

1. 如图，在正方形ABCD 中，对角线AC、BD 交于点O，E 为OC 上动点(与点O 不重合)，作
AF⊥BE，垂足为 G，分别交BO、BC 于点H、F.连接OG、CG. (1)求证：AH＝BE；
[image: ][image: ](2)试探究：∠AGO 的度数是否为定值？请说明理由； (3)若OG⊥CG，BG＝3	2，求△OGC 的面积．






第 1 题图
(1) 证明：∵四边形ABCD 是正方形，
∴OA＝OB，∠AOB＝∠BOE＝90°，
∵AF⊥BE，
∴∠GAE＋∠AEG＝∠OBE＋∠AEG＝90°.
∴∠GAE＝∠OBE，
∴△AOH≌△BOE(ASA)，
∴AH＝BE；
(2) 解：是，理由如下：
∵∠AOH＝∠BGH＝90°，∠AHO＝∠BHG，
∴△AOH∽△BGH，
[image: ][image: ]OH	AH
∴GH＝BH，
OH	GH
[image: ][image: ]∴	＝	，
AH	BH
∵∠OHG＝∠AHB，
∴△OHG∽△AHB，
∴∠AGO＝∠ABO＝45°，即∠AGO 的度数为定值；
(3)解：∵∠ABC＝90°，AF⊥BE，
∴∠BAG＋∠AFB＝90°，∠FBG＋∠AFB＝90°，
∴∠BAG＝∠FBG，∠AGB＝∠BGF＝90°，

∴△ABG∽△BFG，
[image: ][image: ]AG	BG
∴BG＝GF，
∴AG·GF＝BG2＝18，
∵△AHB∽△OHG，
∴∠BAH＝∠GOH＝∠GBF.
∵∠AOB＝∠BGF＝90°，
∴∠AOG＝∠GFC，
∵∠AGO＝45°，CG⊥GO，
∴∠AGO＝∠FGC＝45°.
∴△AGO∽△CGF，
GO	AG
[image: ][image: ]∴GF＝CG，∴GO·CG＝AG·GF＝18.
[image: ]S	1

∴ △OG＝C

CG·GO＝9.
2

2. 如图，在矩形ABCD 中，AD＝6，DC＝8，菱形 EFGH 的三个顶点E，G，H 分别在矩形ABCD 的边 AB，CD，DA 上，AH＝2，连接 CF.
[image: ](1)若DG＝2，求证：四边形EFGH为正方形； (2)若DG＝6，求△FCG 的面积．






第 2 题图

(1) 证明：∵四边形EFGH 为菱形，
∴HG＝EH，
∵AH＝2，DG＝2，
∴DG＝AH，
在 Rt△DHG 和 Rt△AEH 中，

DG＝AH
	，
HG＝EH

∴Rt△DHG≌Rt△AEH(HL)，

∴∠DHG＝∠AHE，
∵∠AEH＋∠AHE＝90°，
∴∠DHG＋∠AHE＝90°，
∴∠GHE＝90°，
∴四边形EFGH为正方形；
(2) 解：如解图，过点F 作 FQ⊥CD 交 DC 的延长线于点Q，连接GE，
∵四边形ABCD为矩形，
∴AB∥CD，
∴∠AEG＝∠QGE，即∠AEH＋∠HEG＝∠QGF＋∠FGE，
∵四边形EFGH为菱形，
∴HE＝GF，HE∥GF，
∴∠HEG＝∠FGE，
∴∠AEH＝∠QGF， 在△AEH 和△QGF 中
∠A＝∠Q
∠AEH＝∠QGF，
[image: ]HE＝FG




第 2 题解图
∴△AEH≌△QGF，
∴AH＝QF＝2，
∵DG＝6，CD＝8，
∴CG＝2，

[image: ][image: ]S	1	1

∴ △FC＝G

CG·FQ＝ ×2×2＝2.
2	2

3. 如图，在△ABC 中，∠ABC＝90°，AB＝BC，点 P 是 AC 上的一个动点(点 P 与 A、C 不重合)，连接BP，分别过点B、C 作BP、AC 的垂线BQ、CQ，两垂线交于点 Q，连接QP，交 BC

于点 E.
(1) 求证：CQ＝AP；


(2) 求证：△CPB∽△CEQ；

(3) [image: ]若AB＝2	2，在点 P 的运动过程中，是否存在一点 P，使得 CE


3
BC？若存在，请求出△ABP



＝
8
[image: ]的面积，若不存在，请说明理由．














第 3 题图
(1)证明：∵在△ABC 中，∠ABC＝90°，AB＝BC，
∴∠A＝∠ACB＝45°，
∵BQ⊥BP, CQ⊥AC，
∴∠QCB＝∠A＝45°，
∵∠ABP＋∠PBC＝∠QBC＋∠PBC ＝90°，
∴∠ABP＝∠QBC. 又∵BA＝BC，
∴△BAP≌△BCQ(ASA).
∴CQ＝AP；
(2)证明：由(1)得，∠QCB＝∠ACB＝45°， 又∵∠PCQ＋∠PBQ ＝180°，
∴P、C、Q、B 在以 PQ 为直径的圆上，如解图所示，
∴∠CQP＝∠PBC，∴△CPB∽△CEQ；
(3)解：存在．理由如下：

[image: ][image: ][image: ][image: ]CE	3	3	3	3	2
由	＝ BC，可得CE＝ BC＝ AB＝	，
8	8	8	4

[image: ]由勾股定理可得，AC＝	AB2＋BC2＝4；设 AP＝CQ＝x，则 PC＝4－x，
由(2)得△CPB∽△CEQ，

[image: ]CP	BC	4－x	2	2
[image: ][image: ][image: ]∴CE＝CQ，即3	2 ＝ x ，
[image: ]4













第 3 题解图可得 x2－4x＋3＝0，解得x＝3 或 1，
如解图，过点P 作 PD⊥AB 于点 D，
易得△APD∽△ACB，
[image: ][image: ]PD	AP
∴BC＝AC，


即 PD

AP·BC	AP·2	2
＝
[image: ]

2AP，

[image: ][image: ]＝	AC	＝	4	2

当 AP＝3 时，可得PD

3	2，此时S

1	1	3	2
[image: ][image: ][image: ][image: ] (
＝
) (
·
) (
＝
 
×2
2×
) (
PD
)AB	＝3，

[image: ] (
＝
) (
＝
) (
·
)2	△ABP

2	2	2

[image: ]当 AP＝1 时，可得PD＝	2，此时S

1AB

1	2
[image: ][image: ][image: ][image: ] (
＝
 
×2
2×
)PD	＝1.

2
∴△ABP 的面积为 3 或 1.

△ABP

2	2	2

4. 如图，正方形ABCD 的边长为 10 cm，E，F，G，H 分别是AB，BC，CD，DA 上的点，且AE
＝BF＝CG＝DH.
(1) 求证：四边形EFGH 是正方形；
(2) [image: ]判断直线EG 是否一定经过正方形ABCD内部一个定点，并说明理由； (3)猜想当E 点位于AB 上何处时，正方形EFGH面积最小(不要求证明)．






第 4 题图
(1) 证明：∵四边形ABCD是正方形，
∴∠BAD＝∠B＝∠BCD＝∠D＝90°，AB＝BC＝CD＝DA，
∵AE＝BF＝CG＝DH，

∴AH＝BE＝CF＝DG， 在△AEH 和△BFE 中，
AE＝BF
∠BAD＝∠B，
AH＝BE
∴△AEH≌△BFE(SAS)，
同理可得△BFE≌△CGF，△CGF≌△DHG，
∴EH＝FE＝GF＝GH，∠AEH＝∠BFE，
∴四边形EFGH是菱形，
∵∠BEF＋∠BFE＝90°，
∴∠BEF＋∠AEH＝90°，
∴∠HEF＝90°，
∴四边形EFGH是正方形；
(2) 解：直线EG 经过一个定点，这个定点为正方形的中心(AC、BD 的交点)；理由如下： 如解图，连接AC、EG，使其交点为 O；
∵四边形ABCD是正方形，
∴AB∥CD，
∴∠OAE＝∠OCG；
在△AOE 和△COG 中，

∠OAE＝∠OCG
∠AOE＝∠COG，
AE＝CG
∴△AOE≌△COG(AAS)，
∴OA＝OC，OE＝OG， 即 O 为 AC 的中点，
∵正方形的对角线互相平分，
∴O 为对角线AC、BD 的交点，即点O 为正方形的中心；












[image: ]第 4 题解图




(1) 解：设正方形EFGH的面积为S，BE＝xcm，则 BF＝(10－x) cm， 根据勾股定理得EF2＝BE2＋BF2＝x2＋(10－x)2，
∴S＝x2＋(10－x)2＝2(x－5)2＋50，
∵2>0，
∴当 x＝5 时，S 有最小值，S 的最小值为 50，
即 E 点是AB 的中点时，四边形EFGH的面积最小，最小值为 50 cm2.
5. 如图所示，四边形ADEF为正方形，△ABC 为等腰直角三角形，点D 在 BC 边上，连接CF. (1)求证：BC⊥CF；
(2) 若△ABC 的面积为 16，BD∶DC＝1∶3，求正方形 ADEF的面积；
DG
(3) [image: ][image: ]在(2)的条件下，连接AE 交 DC 于点G，求GC的值．





第 5 题图

解：(1)∵四边形ADEF为正方形，△ABC 为等腰直角三角形，
∴AD＝AF＝EF＝DE，AB＝AC，∠DAF＝∠BAC＝∠DEF＝∠ADE＝90°，∠B＝∠ACB＝45°，
AD∥EF，
∴∠DAF－∠DAC＝∠BAC－∠DAC，
∴∠FAC＝∠DAB.
在△ABD 和△ACF 中，

AB＝AC
∠DAB＝∠FAC，
AD＝AF
∴△ABD≌△ACF(SAS)，
∴∠B＝∠ACF，BD＝CF，
∴∠ACF＝45°，
∴∠ACF＋∠ACB＝90°， 即∠BCF＝90°，
∴BC⊥CF；
x2
(2) [image: ]设AB＝AC＝x，由题意，得2 ＝16，
[image: ]∴x＝4	2，
∴BC＝8，
∵BD∶DC＝1∶3，

[image: ]BD	1	CD

∴	＝8× ＝2，
4

＝8－2＝6，


如解图，作DH⊥AB 于点H，
∴∠DHB＝∠DHA＝90°，
∴∠BDH＝45°，
∴∠B＝∠BDH，
∴BH＝DH，

[image: ]设 BH＝DH＝a，由勾股定理得，a＝	2，
[image: ][image: ][image: ]∴AH＝4	2－	2＝3	2，
在 Rt△ADH 中，由勾股定理得AD2＝20，

[image: ]∴AD＝2	5，
 (
正方形
)∵S	ADE＝F AD2＝20，
∴正方形ADEF的面积为 20；
(3) 如解图，设EF 交 BC 于点M，设CM＝x，则 DM＝6－x，
∵BD＝CF，
∴CF＝2，

[image: ]在 Rt△CMF 中，由勾股定理得FM＝	4＋x2，

∵∠DME＝∠FMC，
∴△FCM∽△DEM，

FM	FC
[image: ][image: ]∴DM＝DE，
FM2	FC2
[image: ][image: ]则	＝	，
DM2	DE2
4＋x2 	4
[image: ][image: ]∴	＝	，
（6－x）2	20
解得 x ＝1，x ＝－4(舍去)，
1	2
[image: ]∴CM＝1，FM＝	5，
[image: ]∴ME＝	5，DM＝5，
∵AD∥EF，
∴△AGD∽△EGM，

DG	AD
[image: ][image: ]∴GM＝EM，

[image: ]DG	2	5

[image: ]∴GM＝

＝2，
5


∴DG＝2GM，
设 GM＝b，DG＝2b，
∴b＋2b＝5，

[image: ]b	5
∴ ＝ ，
[image: ]3














[image: ][image: ]GC	5	8

第 5 题解图

∴	＝ ＋1＝ ，
3	3
[image: ][image: ]DG	8	10
∴	＝6－ ＝	，
3	3
10
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DG	3	5
[image: ][image: ][image: ][image: ]GC＝ 8 ＝ .
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