
专题三  解答题针对训练之立体几何

1．如图，四棱锥 P﹣ABCD 中，AB∥CD，∠BCD =
𝜋
2，PA⊥BD，AB＝2，PA＝PD＝CD＝

BC＝1．

（Ⅰ）求证：平面 PAD⊥平面 ABCD；

（Ⅱ）求直线 PA 与平面 PBC 所成角的正弦值．

【解答】证明：（Ⅰ）∵AB∥CD，∠BCD =
𝜋
2，PA＝PD＝CD＝BC＝1，

∴BD = 2，∠ABC =
𝜋
2，∠DBC =

𝜋
4，∴∠ABD =

𝜋
4，

∵AB＝2，∴AD = 2，∴AB2＝AD2+BD2，∴AD⊥BD，

∵PA⊥BD，PA∩AD＝A，∴BD⊥平面 PAD，

∵BD⊂平面 ABCD，∴平面 PAD⊥平面 ABCD．

解：（Ⅱ）取 AD 中点 O，连结 PO，则 PO⊥AD，且 PO = 2
2
，

由平面 PAD⊥平面 ABCD，知 PO⊥平面 ABCD，

以过点 O 且平行于 BC 的直线为 x 轴，过点 O 且平行于 AB 的直线为 y 轴，

直线 PO 为 z 轴，建立如图所示的空间直角坐标系，

则 A（
1
2，

―
1
2，0），B（

1
2，

3
2，0），C（ ―

1
2，

3
2，0），P（0，0， 2

2
），

→
BC = （﹣1，0，0），

→
BP = （ ―

1
2， ―

3
2，

2
2
），



设平面 PBC 的法向量
→
n = （x，y，z），

则

→
n ⋅

→
𝐵𝐶 = ―𝑥 = 0

→
𝑛 ⋅

→
𝐵𝑃 = ― 1

2
𝑥 ― 3

2
𝑦 + 2

2
𝑧 = 0

，取 z = 2，得
→
n = （0，

2
3，

2），

∵
→
PA = （

1
2，

―
1
2， ― 2

2
），

∴ cos＜
→
𝑛，

→
𝑃𝐴＞ =

→
𝑛 ⋅

→
𝑃𝐴

|
→
𝑛| ⋅ |

→
𝑃𝐴|

= ―
2 22

11
，∴直线 PA 与平面 PBC 所成角的正弦值为

2 22
11

．

2．如图，四棱锥 P﹣ABCD 的底面为正方形，PD⊥底面 ABCD．设平面 PAD 与平面 PBC

的交线为 l．

（1）证明：l⊥平面 PDC；

（2）PD＝AD＝1，Q 为 l 上的点，QB = 2，求 PB 与平面 QCD 所成角的正弦值．

【解答】（1）证明：过 P 在平面 PAD 内作直线 l∥AD，

由 AD∥BC，可得 l∥BC，即 l 为平面 PAD 和平面 PBC 的交线，

∵PD⊥平面 ABCD，BC⊂平面 ABCD，∴PD⊥BC，

又 BC⊥CD，CD∩PD＝D，∴BC⊥平面 PCD，

∵l∥BC，∴l⊥平面 PCD；

（2）解：如图，以 D 为坐标原点，直线 DA，DC，DP 所在的直线为 x，y，z



轴，建立空间直角坐标系 D﹣xyz，

∵PD＝AD＝1，Q 为 l 上的点，QB = 2，

∴PB = 3，QP＝1，

则 D（0，0，0），A（1，0，0），C（0，1，0），P（0，0，1），B（1，1，0），作 PQ∥

AD，则 PQ 为平面 PAD 与平面 PBC 的交线为 l，

取 Q（1，0，1），则
→
DQ = （1，0，1），

→
PB = （1，1，﹣1），

→
DC = （0，1，0），

设平面 QCD 的法向量为 
→
n = （a，b，c），

则

→
n ⋅

→
𝐷𝐶 = 0

→
𝑛 ⋅

→
𝐷𝑄 = 0

，∴
b = 0
𝑎 + 𝑐 = 0，取 c＝1，可得

→
n = （﹣1，0，1），

∴cos＜
→
𝑛，

→
PB＞ =

→
𝑛 ⋅

→
𝑃𝐵

|
→
𝑛||

→
𝑃𝐵|

=
―1 ― 1

3 ⋅ 2
= 6

3
，

∴PB 与平面 QCD 所成角的正弦值为
6

3
．

3．如图，在四棱柱 ABCD﹣A1B1C1D1 中，底面 ABCD 是等腰梯形，∠DAB＝60°，AB＝2CD

＝2，M 是线段 AB 的中点．

（Ⅰ）求证：C1M∥平面 A1ADD1；

（Ⅱ）若 CD1 垂直于平面 ABCD 且 CD1 = 3，求平面 C1D1M 和平面 ABCD 所成的角

（锐角）的余弦值．



【解答】解：（Ⅰ）连接 AD1，∵ABCD﹣A1B1C1D1 为四棱柱，∴CD ∥
=

C1D1，

又 M 为 AB 的中点，∴AM＝1．

∴CD∥AM，CD＝AM，

∴AM ∥
=

C1D1，

∴AMC1D1 为平行四边形，∴AD1∥MC1，又 MC1⊄平面 A1ADD1，AD1⊂平面 A1ADD1，

∴C1M∥平面 A1ADD1；

（Ⅱ）以 C 为原点，CD 为 x 轴，CP 为 y 轴，CD1 为 z 轴建立空间坐标系，

则 C1（﹣1，0， 3），D1（0，0， 3），M（
1
2，

3
2
，0），

∴
→

C1𝐷1 = （1，0，0），
→

D1𝑀 = （
1
2，

3
2
， ― 3），

设平面 C1D1M 的法向量
→
n = （x1，y1，z1），

则

x1 = 0
1
2

𝑥
1

+ 3
2

𝑦
1

― 3𝑧1 = 0，∴
→
n1 = （0，2，1）．

显然平面 ABCD 的法向量
→
n2 = （0，0，1），

cos＜
→𝑛1，

→
n2＞| =

→𝑛1 ⋅ →𝑛2

| →𝑛1|| →𝑛2|
=

1

5
= 5

5
，

显然二面角为锐角，

∴平面 C1D1M 和平面 ABCD 所成的角（锐角）的余弦值为
5

5
．

4．如图，在四棱锥 P﹣ABCD 中，侧棱 PA⊥底面 ABCD，AD∥BC，∠ABC＝90°，PA＝AB



＝BC＝2，AD＝1，M 是棱 PB 中点．

（Ⅰ）求证：AM∥平面 PCD；

（Ⅱ）设点 N 是线段 CD 上一动点，且 DN＝λDC，当直线 MN 与平面 PAB 所成的角最

大时，求 λ 的值．

【解答】（Ⅰ）证明：以点 A 为原点建立如图所示的空间直角坐标系，则 A（0，0，0），

B（0，2，0），C（2，2，0），D（1，0，0），P（0，0，2），M（0，1，1），

∴
→
AM = （0，1，1），

→
PD = （1，0，﹣2），

→
CD = （﹣1，﹣2，0）

设平面 PCD 的法向量是
→
n = （x，y，z），则

x ― 2z = 0
―𝑥 ― 2𝑦 = 0

令 z＝1，则 x＝2，y＝﹣1，于是
→
n = (2， ― 1，1)

∵
→
AM ⋅

→
𝑛 = 0，∴

→
AM ⊥

→
𝑛，∴AM∥平面 PCD                          …（6 分）

（Ⅱ）解：由点 N 是线段 CD 上的一点，可设
→
DN = 𝜆

→
𝐷𝐶 = 𝜆(1，2，0)

→
AN =

→
𝐴𝐷 +

→
𝐷𝑁 = (1，0，0) + 𝜆(1，2，0) = (1 + 𝜆，2𝜆，0)

→
MN =

→
𝐴𝑁 ―

→
𝐴𝑀

= (1 + 𝜆，2𝜆，0) ― (0，1，1) = (1 + 𝜆，2𝜆 ― 1， ― 1) 

又面 PAB 的法向量为
→
m = （1，0，0）

设 MN 与平面 PAB 所成的角为 θ

则 sinθ = |
(1 + 𝜆，2𝜆 ― 1， ― 1) ⋅ (1，0，0)

(1 + 𝜆)2 + (2𝜆 ― 1)2 + 1
| = |

1 + 𝜆

5𝜆2 ― 2𝜆 + 3
| = |



1 + 𝜆

5(1 + 𝜆)2 ― 12(1 + 𝜆) + 10| = |

1

5 ― 12
1 + 𝜆

+ 10( 1
1 + 𝜆

)
2| = |

1

10( 1
1 + 𝜆

― 3
5

)
2

+ 7
5

|



∴当
1

1 + 𝜆 =
3
5 时，即5 = 3 + 3λ，λ =

2
3时，sinθ 最大，

∴MN 与平面 PAB 所成的角最大时λ =
2
3                         …（13 分）

5．如图，在四棱锥 P﹣ABCD 中，PA⊥平面 ABCD，AD∥BC，AD⊥CD，且 AD＝CD =

2，BC＝2 2，PA＝2．

（1）取 PC 中点 N，求证：DN∥平面 PAB

（2）求直线 AC 与 PD 所成角的余弦值

（3）在线段 PD 上，是否存在一点 M，使得二面角 M﹣AC﹣D 的大小为 45°，如果存

在，求 BM 与平面 MAC 所成角，如果不存在，请说明理由．

【解答】证明：（1）取 BC 中点 E，连结 DN、DE、NE，

∵在四棱锥 P﹣ABCD 中，PA⊥平面 ABCD，AD∥BC，AD⊥CD，

AD＝CD = 2，BC＝2 2，PA＝2，N 是 PC 中点，

∴DE∥AB，EN∥PB，

∵EN∩DE＝E，PB∩AB＝B，EN、DE⊂平面 DNE，PB、AB⊂平面 PAB，



∴平面 DEN∥平面 PAB，

∵DN⊂平面 DEN，∴DN∥平面 PAB．

解：（2）以 D 为原点，DA 为 x 轴，DC 为 y 轴，过 D 作平面 ABCD 的垂线为 z 轴，建立

空间直角系，

A（ 2，0，0），C（0， 2，0），P（ 2，0，2），D（0，0，0），

→
AC = （ ― 2， 2，0），

→
PD = （ ― 2，0，﹣2），

设直线 AC 与 PD 所成角为 θ，

则 cosθ =
|

→
𝐴𝐶 ⋅

→
𝐵𝐷|

|
→

𝐴𝐶| ⋅ |
→

𝐵𝐷|
=

2

2 6
= 6

6
．

∴直线 AC 与 PD 所成角的余弦值为
6

6
．

（3）假设在线段 PD 上，存在一点 M，使得二面角 M﹣AC﹣D 的大小为 45°，

设 M（a，b，c），
→
PM = 𝜆

→
𝑃𝐷，0≤λ≤1，则（a ― 2，b，c﹣2）＝（ ― 2𝜆，0，﹣2λ），

∴
a = ― 2𝜆
𝑏 = 0
𝑐 ― 2 = ―2𝜆

，∴M（ 2 ― 2𝜆，0，2﹣2λ），
→
AC = （ ― 2， 2，0），

→
AM = （ ― 2𝜆，

0，2﹣2λ），

设平面 AMC 的法向量
→
n = （x，y，z），

则

→
n ⋅

→
𝐴𝐶 = ― 2𝑥 + 2𝑦 = 0

→
𝑛 ⋅

→
𝐴𝑀 = ― 2𝜆𝑥 + (2 ― 2𝜆)𝑧 = 0

，取 x＝1，得
→
n = （1，1， 2𝜆

2 ― 2𝜆
，

平面 ACD 的法向量
→
m = （0，0，1），

∵二面角 M﹣AC﹣D 的大小为 45°，



∴cos45° =
|

→
𝑚 ⋅

→
𝑛|

|
→
𝑚| ⋅ |

→
𝑛|

=
| 2𝜆

2 ― 2𝜆
|

2 + ( 2𝜆
2 ― 2𝜆

)2
= 2

2
，

则 0≤λ≤1，解得 λ =
2
3，∴

→
n = （1，1， 2），

M（
2

3
，0，

2
3），B（2 2， 2，0），

→
BM = （ ―

5 2
3

， ― 2，
2
3），

设 BM 与平面 MAC 所成角为 θ，

则 sinθ =
|

→
𝐵𝑀 ⋅

→
𝑛|

|
→

𝐵𝑀| ⋅ |
→
𝑛|

=
2 2

8 ⋅ 4
=

1
2，∴θ＝30°，

∴BM 与平面 MAC 所成角为 30°．

6．如图，在四棱锥 P﹣ABCD 中，已知 PA⊥平面 ABCD，且四边形 ABCD 为直角梯形，

∠ABC = ∠BAD =
𝜋
2，PA＝AD＝2，AB＝BC＝1，点 M，E 分别是 PA，PD 的中点．

（Ⅰ）求证：CE∥平面 PAB；



（Ⅱ）点 Q 是线段 NP 上的动点，当直线 CQ 与 DM 所成角最小时，求线段 BQ 的长．

【解答】（Ⅰ） 证明：连接 BM，ME，因为点 M，E 分别是 PA，PD 的中点，

所以ME =
1
2𝐴𝐷，ME∥AD，

所以 BC∥ME，BC＝ME，

所以四边形 BCEM 为平行四边形，

所以 CE∥BM．…（3 分）

又因为 BM⊂平面 PAB，CE⊄平面 PAB，所以 CE∥平面 PAB．

（Ⅱ） 解：如图，以 A 为坐标原点建立空间坐标系 O﹣xyz，

则 B（1，0，0），C（1，1，0），D（0，2，0），P（0，0，2），M（0，0，1）

所以
→
BP = ( ― 1，0，2)，

→
DM = (0， ― 2，1)，

设
→
BQ = 𝜆

→
𝐵𝑃 = ( ― 𝜆，0，2𝜆)，0≤λ≤1，

又
→
CQ =

→
𝐶𝐵 +

→
𝐵𝑄 = ( ― 𝜆， ― 1，2𝜆)，

所以cos＜
→

𝐶𝑄，
→

𝐷𝑀＞ =
2(1 + 𝜆)

5 ⋅ 1 + 5𝜆2

设 1+λ＝t，则 1+λ＝t，t∈[1，2]，

所以co𝑠2＜
→

𝐶𝑄，
→

𝐷𝑀＞ =
4
5 ⋅

𝑡2

5𝑡2 ― 10𝑡 + 6，
co𝑠2＜

→
𝐶𝑄，

→
𝐷𝑀＞ =

4
5 ⋅

1
6

𝑡2 ― 10
𝑡

+ 5，
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