【3-1】为什么在主要边界（大边界）上必须满足精确的应力边界条件式（2-15），而在小边界上可以应用圣维南原理，用三个积分的应力边界条件（即主矢量、主矩的条件）来代替？如果在主要边界上用三个积分的应力边界条件代替式（2-15），将会发生什么问题？
【解答】弹性力学问题属于数学物理方程中的边值问题，而要使边界条件完全得到满足， 往往比较困难。这时，圣维南原理可为简化局部边界上的应力边界条件提供很大的方便。将物体一小部分边界上的面力换成分布不同，但静力等效的面力（主矢、主矩均相同），只影响近处的应力分布，对远处的应力影响可以忽略不计。如果在占边界绝大部分的主要边界上用三个积分的应力边界条件来代替精确的应力边界条件（公式2-15），就会影响大部分区域的应力分布，会使问题的解答精度不足。
【3-2】如果在某一应力边界问题中，除了一个小边界条件，平衡微分方程和其它的应力边界条件都已满足，试证：在最后的这个小边界上，三个积分的应力边界条件必然是自然满足的，固而可以不必校核。
【解答】区域内的每一微小单元均满足平衡条件，应力边界条件实质上是边界上微分体 的平衡条件，即外力（面力）与内力（应力）的平衡条件。研究对象整体的外力是满足平衡条件的，其它应力边界条件也都满足，那么在最后的这个次要边界上，三个积分的应力边界  条件是自然满足的,因而可以不必校核。
【3-3】如果某一应力边界问题中有m 个主要边界和n 个小边界，试问在主要边界和小边界上各应满足什么类型的应力边界条件，各有几个条件？
【解答】在m 个主要边界上，每个边界应有 2 个精确的应力边界条件，公式（2-15），共 2m 个；在 n 个次要边界上，如果能满足精确应力边界条件，则有2n 个；如果不能满足公式（2-15）的精确应力边界条件，则可以用三个静力等效的积分边界条件来代替2 个精确应力边界条件，共 3n 个。
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【3-4】试考察应力函数  ay3 在图 3-8 所示的矩形板
 (
x
h
l
)O
和坐标系中能解决什么问题(体力不计)?

【解答】⑴相容条件:	y
不论系数 a 取何值，应力函数  ay3 总能满足应力函数表示的相容方程，式(2-25).
⑵求应力分量
当体力不计时，将应力函数 代入公式(2-24)，得
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⑶考察边界条件

	 6ay,
x	y

 0,
xy

 	 0
yx

 (
11
)
上下边界上应力分量均为零，故上下边界上无面力.
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左右边界上；
当 a>0 时，考察


分布情况，注意到
x


 0 ，故 y 向无面力
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应力分布如图所示，当l ?	h 时应用圣维南原理可以将分布的面力，等效为主矢，主矩
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)主矢的中心在矩下边界位置。即本题情况下，可解决各种偏心拉伸问题。偏心距e：
因为在 A 点的应力为零。设板宽为 b，集中荷载 p 的偏心距e：
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同理可知，当a <0 时，可以解决偏心压缩问题。
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)【3-5】取满足相容方程的应力函数为：⑴
  ax2 y, ⑵   bxy2 , ⑶   cxy3 , 试求出应力	O
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分量（不计体力），画出图 3-9 所示弹性体边界上
y
的面力分布，并在小边界上表示出面力的主矢量和主矩。


图3-9
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【解答】（1）由应力函数  ax2 y ，得应力分量表达式
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②主要边界，下边界 y 

h
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③次要边界，左边界 x=0 上，面力的主矢，主矩为
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弹性体边界上面力分布及次要边界面上面力的主矢，主矩如图所示
⑵   bxy2

将应力函数代入公式（2-24），得应力分量表达式
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考察应力边界条件，主要边界,由公式（2-15）得


 (
11
)
[image: ]在 y   h 主要边界，上边界上，面力为 f

[image: ]

 y   h   bh, f

[image: ]

 y   h   0
[image: ]

 (
11
)


在 y 

2

[image: ][image: ]h ，下边界上，面力为 f
2


 y 
x 


x 

[image: ][image: ] (
2
 
)h   bh, f



[image: ] (
2
)

 y 
y 

	
 (
2
)y 	

[image: ] (
2
 
)h   0


 (
11
)

在次要边界上，分布面力可按(2-15)计算，面里的主矢、主矩可通过三个积分边界条件求得：
[image: ][image: ]在左边界 x=0，面力分布为 f  x  0 0, f	x  0 2by
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面力的主矢、主矩为
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在右边界 x=l 上，面力分布为
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面力的主矢、主矩为
x 向主矢： F   h / 2
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弹性体边界上的面力分布及在次要上面力的主矢和主矩如图所示
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（3）   cxy3

将应力函数代入公式（2-24），得应力分量表达式
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考察应力边界条件，在主要边界上应精确满足式（2-15）
①上边界y   h 上，面力为
2
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次要边界上，分布面力可按（2-15）计算，面力的主矢、主矩可通过三个积分边界求得：
③左边界 x=0 上，面力分布为
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面力的主矢、主矩为
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④右边界 x  l 上，面力分布为
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[image: ]弹性体边界上的面力分布及在次要边界上面力的主矢和主矩，如图所示
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由边界形状及应力分量反推边界上的面力：
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[image: ]因此，各边界上的面力分布如图所示：






③在 x=0， x=l 的次要边界上，面力可写成主矢、主矩形式： x=0 上	x=l 上
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[image: ][image: ]因此，可以画出主要边界上的面力，和次要边界上面力的主矢与主矩，如图：





(a) (b)
因此，该应力函数可解决悬臂梁在自由端受集中力F 作用的问题。
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【3-7】试证 
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)图 3-9 所示矩形板和坐标系中能解决什么问题（设
矩形板的长度为 l，深度为 h，体力不计）。	O
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【解答】(1)将应力函数 代入式（2-25）	y


图3-9
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代入（2-25），可知应力函数  满足相容方程。
（2） 将 代入公式（2-24），求应力分量表达式:
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(3)考察边界条件，由应力分量及边界形状反推面力：
[image: ]①在主要边界 y   h （上面），应精确满足应力边界条件（2-15）
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在次要边界x  0上，分布面力为
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应用圣维南原理，可写成三个积分的应力边界条件:
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④在次要边界 x  l 上，分布面力为
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[image: ]应用圣维南原理，可写成三个积分的应力边界条件:
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综上，可画出主要边界上的面力分布和次要边界上面力的主矢与主矩，如图
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 (
ql
x
1
2
)o
ql2
y

(a)	(b)
因此，此应力函数能解决悬臂梁在上边界受向下均布荷载q 的问题。

【3-8】设有矩形截面的长竖柱，密度为ρ，在一边侧面上受均布剪力q
[image: ]o
 (
x
)（图 3-10），试求应力分量。
b
【解答】采用半逆法求解。	h	q
由材料力学解答假设应力分量的函数形式。	g
(1) 假定应力分量的函数形式。
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根据材料力学，弯曲应力
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主要与截面的弯矩有关，剪应力
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截面的剪力有关，而挤压应力

主要与横向荷载有关，本题横向荷载为零，则	 0
x	x
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(2) 推求应力函数的形式
将	 0 ，体力 f	 0, f	  g ，代入公式（2-24）有
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对 y 积分，得
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其中 f x, f
1

x都是 x 的待定函数。
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（3） 由相容方程求解应力函数。将（b）式代入相容方程（2-25），得
d 4 f x	d 4 f
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在区域内应力函数必须满足相容方程，（c）式为 y 的一次方程，相容方程要求它有无数
多个根（全竖柱内的 y 值都应满足它），可见其系数与自由项都必须为零，即
d 4 f x	d 4 f x 
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dx4	dx
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两个方程要求

f x Ax3  Bx2  Cx, f
1

x Dx3  Ex2	（d）
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f x中的常数项， f
1

x中的常数项和一次项已被略去，因为这三项在 的表达式中
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成为 y 的一次项及常数项，不影响应力分量。将（d）式代入（b）式，得应力函数
  y	Ax3  Bx2  Cx	Dx3  Ex2 



（e）
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（4） 由应力函数求应力分量
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