
高考数学历年（2018-2022）真题按知识点分类（导数及其应用）练习 

 

一、单选题 

1．（2022ꞏ全国ꞏ统考高考真题）当 1x  时，函数 ( ) ln
b

f x a x
x

  取得最大值 2 ，则 (2)f  

（    ） 

A． 1  B．
1

2
  C．

1

2
 D．1 

2．（2022ꞏ全国ꞏ统考高考真题）函数    cos 1 sin 1f x x x x    在区间 0,2π 的最小值、

最大值分别为（    ） 

A．
π π

2 2
 ，  B．

3π π

2 2
 ，  C．

π π
2

2 2
 ，  D．

3π π
2

2 2
 ，  

3．（2022ꞏ全国ꞏ统考高考真题）已知
31 1 1

, cos , 4sin
32 4 4

a b c   ，则（    ） 

A．c b a   B．b a c   C． a b c   D． a c b   

4．（2022ꞏ全国ꞏ统考高考真题）已知正四棱锥的侧棱长为 l，其各顶点都在同一球面上.

若该球的体积为36 ，且3 3 3l  ，则该正四棱锥体积的取值范围是（    ） 

A．
81

18,
4

 
  

 B．
27 81

,
4 4

 
  

 C．
27 64

,
4 3

 
  

 D．[18, 27]  

5．（2022ꞏ全国ꞏ统考高考真题）设
0.1 1

0.1e , ln 0.9
9

a b c   ， ，则（    ） 

A．a b c   B． c b a   C． c<a<b  D． a c b   

6．（2021ꞏ浙江ꞏ统考高考真题）已知函数
2 1

( ) , ( ) sin
4

f x x g x x   ，则图象为如图的函

数可能是（    ） 

 

A．
1

( ) ( )
4

y f x g x    B．
1

( ) ( )
4

y f x g x    

C． ( ) ( )y f x g x  D．
( )

( )

g x
y

f x
  

7．（2021ꞏ全国ꞏ统考高考真题）设 0a  ，若 x a 为函数      2
f x a x a x b   的极大

值点，则（    ） 

A．a b  B． a b  C． 2ab a  D． 2ab a  



8．（2021ꞏ全国ꞏ统考高考真题）若过点  ,a b 可以作曲线 exy  的两条切线，则（    ） 

A． eb a  B． ea b  

C．0 eba   D．0 eab   

9．（2020ꞏ全国ꞏ统考高考真题）若直线 l 与曲线 y= x 和 x2+y2=
1

5
都相切，则 l 的方程为

（    ） 

A．y=2x+1 B．y=2x+
1

2
 C．y=

1

2
x+1 D．y=

1

2
x+

1

2
 

10．（2020ꞏ全国ꞏ统考高考真题）函数 4 3( ) 2f x x x  的图像在点 (1 (1))f， 处的切线方程为

（    ） 

A． 2 1y x    B． 2 1y x    

C． 2 3y x   D． 2 1y x   

11．（2019ꞏ天津ꞏ高考真题）已知 a R ，设函数
2 2 2 , 1,

( )
ln , 1,

x ax a x
f x

x a x x

  
 

 

„
若关于 x 的

不等式 ( ) 0f x … 在 R 上恒成立，则 a 的取值范围为 

A． 0,1  B． 0,2  C． 0,e  D． 1,e  

12．（2019ꞏ全国ꞏ高考真题）曲线 y=2sinx+cosx 在点(π，–1)处的切线方程为 

A． 1 0x y     B． 2 2 1 0x y      

C． 2 2 1 0x y      D． 1 0x y      

13．（2019ꞏ全国ꞏ统考高考真题）已知曲线 e lnxy a x x  在点  1, ae 处的切线方程为

2y x b  ，则 

A． , 1a e b    B． , 1a e b   C． 1, 1a e b   D． 1, 1a e b    

14．（2018ꞏ浙江ꞏ高考真题）已知 1 2 3 4, , ,a a a a 成等比数列，且

1 2 3 4 1 2 3ln( )a a a a a a a      ．若 1 1a  ，则 

A． 1 3 2 4,a a a a   B． 1 3 2 4,a a a a   C． 1 3 2 4,a a a a   D． 1 3 2 4,a a a a   

15．（2018ꞏ全国ꞏ高考真题）设函数    3 21f x x a x ax    ．若  f x 为奇函数，则曲

线  y f x 在点  0 0， 处的切线方程为(  ) 

A． 2y x   B． y x  C． 2y x  D． y x  

16．（2018ꞏ全国ꞏ高考真题）函数 4 2 2y x x    的图像大致为 



A．  B．  

C．  D．  

 

二、多选题 

17．（2022ꞏ全国ꞏ统考高考真题）已知函数 ( ) sin(2 )(0 π)f x x      的图像关于点

2π
,0

3
 
 
 

中心对称，则（    ） 

A． ( )f x 在区间
5π

0,
12

 
 
 

单调递减 

B． ( )f x 在区间
π 11π

,
12 12

  
 

有两个极值点 

C．直线
7π

6
x  是曲线 ( )y f x 的对称轴 

D．直线
3

2
y x  是曲线 ( )y f x 的切线 

18．（2022ꞏ全国ꞏ统考高考真题）已知函数 3( ) 1f x x x   ，则（    ） 

A． ( )f x 有两个极值点 B． ( )f x 有三个零点 

C．点(0,1)是曲线 ( )y f x 的对称中心 D．直线 2y x 是曲线 ( )y f x 的切线 

19．（2022ꞏ全国ꞏ统考高考真题）已知函数 ( )f x 及其导函数 ( )f x 的定义域均为R，记

( ) ( )g x f x ，若
3

2
2

f x  
 

， (2 )g x 均为偶函数，则（    ） 

A． (0) 0f   B．
1

0
2

g
   
 

 C． ( 1) (4)f f   D． ( 1) (2)g g   

 

三、填空题 

20．（2022ꞏ全国ꞏ统考高考真题）已知 1x x 和 2x x 分别是函数 2( ) 2 exf x a x  （ 0a  且



1a  ）的极小值点和极大值点．若 1 2x x ，则 a 的取值范围是____________． 

21．（2022ꞏ全国ꞏ统考高考真题）若曲线 ( )exy x a  有两条过坐标原点的切线，则 a 的

取值范围是________________． 

22．（2021ꞏ全国ꞏ统考高考真题）已知函数 1 2( ) 1 , 0, 0xf x e x x  ，函数 ( )f x 的图象

在点   1 1,A x f x 和点   2 2,B x f x 的两条切线互相垂直，且分别交 y 轴于 M，N 两点，

则
| |

| |

AM

BN
取值范围是_______． 

23．（2021ꞏ全国ꞏ统考高考真题）写出一个同时具有下列性质① ② ③ 的函数

  :f x _______． 

①      1 2 1 2f x x f x f x ；② 当 (0, )x  时， ( ) 0f x  ；③ ( )f x 是奇函数． 

24．（2021ꞏ北京ꞏ统考高考真题）已知函数 ( ) lg 2f x x kx   ，给出下列四个结论： 

① 若 0k  ， ( )f x 恰 有 2 个零点； 

② 存在负数 k ，使得 ( )f x 恰有 1 个零点； 

③ 存在负数 k ，使得 ( )f x 恰有 3 个零点； 

④ 存在正数 k ，使得 ( )f x 恰有 3 个零点． 

其中所有正确结论的序号是_______． 

25．（2021ꞏ全国ꞏ统考高考真题）曲线
2x 1

y
x 2





在点  1, 3  处的切线方程为__________． 

26．（2021ꞏ全国ꞏ统考高考真题）函数   2 1 2lnf x x x   的最小值为______. 

27．（2020ꞏ江苏ꞏ统考高考真题）在平面直角坐标系 xOy 中，已知
3

( 0)
2

P ， ，A，B 是圆 C：

2 21
( ) 36

2
x y   上的两个动点，满足 PA PB ，则△ PAB 面积的最大值是__________． 

28．（2020ꞏ全国ꞏ统考高考真题）设函数
e

( )
x

f x
x a




．若 (1)
4

e
f   ，则 a=_________． 

29．（2020ꞏ全国ꞏ统考高考真题）曲线 ln 1y x x   的一条切线的斜率为 2，则该切线的

方程为______________. 

30．（2019ꞏ天津ꞏ高考真题） 曲线 cos
2

x
y x  在点  0,1 处的切线方程为__________. 

31．（2019ꞏ全国ꞏ高考真题）曲线 23( )exy x x  在点 (0,0)处的切线方程为___________． 

32．（2019ꞏ江苏ꞏ高考真题）在平面直角坐标系 xOy 中，点 A 在曲线 y=lnx 上，且该曲线

在点 A 处的切线经过点（-e，-1)(e 为自然对数的底数），则点 A 的坐标是____. 

33．（2019ꞏ江苏ꞏ高考真题）在平面直角坐标系 xOy 中，P 是曲线
4

( 0)y x x
x

   上的一



个动点，则点 P 到直线 x+y=0 的距离的最小值是_____. 

34．（2018ꞏ全国ꞏ高考真题）曲线  1 exy ax  在点  0 1， 处的切线的斜率为 2 ，则

a ________． 

35．（2018ꞏ全国ꞏ高考真题）曲线 2 lny x 在点  1,0 处的切线方程为__________． 

36．（2018ꞏ江苏ꞏ高考真题）若函数    3 22 1f x x ax a R    在  0, 内有且只有一个

零点，则  f x 在 1,1 上的最大值与最小值的和为__________． 

37．（2018ꞏ全国ꞏ高考真题）已知函数   2sin sin 2f x x x  ，则  f x 的最小值是

_____________． 

38．（2018ꞏ全国ꞏ高考真题）曲线 2 ln( 1)y x  在点 (0, 0) 处的切线方程为__________． 

39．（2018ꞏ天津ꞏ高考真题）已知函数 f(x)=exlnx，  'f x 为 f(x)的导函数，则  ' 1f 的值

为__________． 

 

四、解答题 

40．（2022ꞏ天津ꞏ统考高考真题）已知 a bR， ，函数    sin ,xf x e a x g x b x    

(1)求函数  y f x 在   0, 0f 处的切线方程； 

(2)若  y f x 和  y g x 有公共点， 

（i）当 0a  时，求b 的取值范围； 

（ii）求证： 2 2 ea b  ． 

41．（2022ꞏ北京ꞏ统考高考真题）已知函数 ( ) e ln(1 )xf x x  ． 

(1)求曲线 ( )y f x 在点 (0, (0))f 处的切线方程； 

(2)设 ( ) ( )g x f x ，讨论函数 ( )g x 在[0, ) 上的单调性； 

(3)证明：对任意的 , (0, )s t  ，有 ( ) ( ) ( )f s t f s f t   ． 

42．（2022ꞏ浙江ꞏ统考高考真题）设函数
e

( ) ln ( 0)
2

f x x x
x

   ． 

(1)求 ( )f x 的单调区间； 

(2)已知 ,a bR ，曲线 ( )y f x 上不同的三点         1 1 2 2 3 3, , , , ,x f x x f x x f x 处的切线

都经过点 ( , )a b ．证明： 

（ⅰ）若 ea  ，则
1

0 ( ) 1
2 e

a
b f a      

 
； 



（ⅱ）若 1 2 30 e,a x x x    ，则 2 2
1 3

2 e 1 1 2 e

e 6e 6e

a a

x x a

 
     ． 

（注： e 2.71828 是自然对数的底数） 

43．（2022ꞏ全国ꞏ统考高考真题）已知函数 ( ) e eax xf x x  ． 

(1)当 1a  时，讨论 ( )f x 的单调性； 

(2)当 0x  时， ( ) 1f x   ，求 a 的取值范围； 

(3)设 n N ，证明：
2 2 2

1 1 1
ln( 1)

1 1 2 2
n

n n
    

  
 ． 

44．（2022ꞏ全国ꞏ统考高考真题）已知函数
1

( ) ( 1) lnf x ax a x
x

    ． 

(1)当 0a  时，求 ( )f x 的最大值； 

(2)若 ( )f x 恰有一个零点，求 a 的取值范围． 

45．（2022ꞏ全国ꞏ统考高考真题）已知函数 3 2( ) , ( )f x x x g x x a    ，曲线 ( )y f x 在点

  1 1,x f x 处的切线也是曲线 ( )y g x 的切线． 

(1)若 1 1x   ，求 a； 

(2)求 a 的取值范围． 

46．（2022ꞏ全国ꞏ统考高考真题）已知函数   ln
x

f x x a
x

x
e

   ． 

(1)若   0f x  ，求 a 的取值范围； 

(2)证明：若  f x 有两个零点 1 2,x x ，则 1 2 1x x  ． 

47．（2022ꞏ全国ꞏ统考高考真题）已知函数    ln 1 e xf x x ax     

(1)当 1a  时，求曲线  y f x 在点   0, 0f 处的切线方程； 

(2)若  f x 在区间    1,0 , 0,  各恰有一个零点，求 a 的取值范围． 

48．（2022ꞏ全国ꞏ统考高考真题）已知函数 ( ) xf x e ax  和 ( ) lng x ax x  有相同的最小

值． 

(1)求 a； 

(2)证明：存在直线 y b ，其与两条曲线 ( )y f x 和 ( )y g x 共有三个不同的交点，并且

从左到右的三个交点的横坐标成等差数列． 

49．（2021ꞏ天津ꞏ统考高考真题）已知 0a  ，函数 ( ) xf x ax xe  ． 

（I）求曲线 ( )y f x 在点 (0, (0))f 处的切线方程： 

（II）证明 ( )f x 存在唯一的极值点 

（III）若存在 a，使得 ( )f x a b  对任意 xR 成立，求实数 b 的取值范围． 



50．（2021ꞏ全国ꞏ统考高考真题）一种微生物群体可以经过自身繁殖不断生存下来，设一

个这种微生物为第 0 代，经过一次繁殖后为第 1 代，再经过一次繁殖后为第 2 代……，

该微生物每代繁殖的个数是相互独立的且有相同的分布列，设 X 表示 1 个微生物个体繁

殖下一代的个数， ( ) ( 0,1,2,3)iP X i p i   ． 

（1）已知 0 1 2 30.4, 0.3, 0.2, 0.1p p p p    ，求 ( )E X ； 

（2）设 p 表示该种微生物经过多代繁殖后临近灭绝的概率，p 是关于 x 的方程：

2 3
0 1 2 3p p x p x p x x    的一个最小正实根，求证：当 ( ) 1E X  时， 1p  ，当 ( ) 1E X 

时， 1p  ； 

（3）根据你的理解说明（2）问结论的实际含义． 

51．（2021ꞏ全国ꞏ统考高考真题）已知函数 2( ) ( 1) xf x x e ax b    ． 

（1）讨论 ( )f x 的单调性； 

（2）从下面两个条件中选一个，证明： ( )f x 只有一个零点 

①
21

, 2
2 2

e
a b a   ； 

② 1
0 , 2

2
a b a   ． 

52．（2021ꞏ北京ꞏ统考高考真题）已知函数   2

3 2x
f x

x a





． 

（1）若 0a  ，求曲线  y f x 在点   1, 1f 处的切线方程； 

（2）若  f x 在 = 1x  处取得极值，求  f x 的单调区间，以及其最大值与最小值． 

53．（2021ꞏ浙江ꞏ统考高考真题）设 a，b 为实数，且 1a  ，函数   2 R( )xf x a bx e x     

（1）求函数  f x 的单调区间； 

（2）若对任意 22b e ，函数  f x 有两个不同的零点，求 a 的取值范围； 

（3）当 a e 时，证明：对任意 4b e ，函数  f x 有两个不同的零点  1 2 2 1, ,x x x x ，满

足
2

2 12

ln

2

b b e
x x

e b
  . 

(注： 2.71828e  是自然对数的底数) 

54．（2021ꞏ全国ꞏ统考高考真题）已知抛物线  2: 2 0C x py p  的焦点为F ，且F 与圆

2 2: ( 4) 1M x y   上点的距离的最小值为4． 

（1）求 p ； 

（2）若点 P 在M 上， ,PA PB 是C 的两条切线， ,A B是切点，求 PAB� 面积的最大值． 



55．（2021ꞏ全国ꞏ统考高考真题）设函数    lnf x a x  ，已知 0x  是函数  y xf x 的

极值点． 

（1）求 a； 

（2）设函数
( )

( )
( )

x f x
g x

xf x


 ．证明:   1g x  ． 

56．（2021ꞏ全国ꞏ高考真题）设函数 2 2( ) 3ln 1f x a x ax x    ，其中 0a  . 

（1）讨论  f x 的单调性； 

（2）若  y f x 的图象与 x 轴没有公共点，求 a 的取值范围. 

57．（2021ꞏ全国ꞏ统考高考真题）已知 0a  且 1a  ，函数 ( ) ( 0)
a

x

x
f x x

a
  ． 

（1）当 2a  时，求  f x 的单调区间； 

（2）若曲线  y f x 与直线 1y  有且仅有两个交点，求 a 的取值范围． 

58．（2021ꞏ全国ꞏ统考高考真题）已知函数 3 2( ) 1f x x x ax    ． 

（1）讨论  f x 的单调性； 

（2）求曲线  y f x 过坐标原点的切线与曲线  y f x 的公共点的坐标． 

59．（2021ꞏ全国ꞏ统考高考真题）已知函数    1 lnf x x x  . 

（1）讨论  f x 的单调性； 

（2）设 a ，b 为两个不相等的正数，且 ln lnb a a b a b   ，证明：
1 1

2 e
a b

   . 

60．（2020ꞏ天津ꞏ统考高考真题）已知函数 3( ) ln ( )f x x k x k R   ， ( )f x 为 ( )f x 的导函

数． 

（Ⅰ）当 6k  时， 

（i）求曲线 ( )y f x 在点 (1, (1))f 处的切线方程； 

（ii）求函数
9

( ) ( ) ( )g x f x f x
x

   的单调区间和极值； 

（Ⅱ）当 3k … 时，求证：对任意的 1 2, [1, )x x   ，且 1 2x x ，有

       1 2 1 2

1 22

f x f x f x f x

x x

  



． 

61．（2020ꞏ北京ꞏ统考高考真题）已知函数 2( ) 12f x x  ． 

（Ⅰ）求曲线 ( )y f x 的斜率等于 2 的切线方程； 



（Ⅱ）设曲线 ( )y f x 在点 ( , ( ))t f t 处的切线与坐标轴围成的三角形的面积为 ( )S t ，求

( )S t 的最小值． 

62．（2020ꞏ浙江ꞏ统考高考真题）已知1 2a  ，函数   exf x x a   ，其中 e=2.71828…

为自然对数的底数． 

（Ⅰ）证明：函数  y f x 在 (0 )， 上有唯一零点； 

（Ⅱ）记 x0 为函数  y f x 在 (0 )， 上的零点，证明： 

（ⅰ） 01 2( 1)a x a    ； 

（ⅱ） 0
0 (e ) (e 1)( 1)xx f a a   ． 

63．（2020ꞏ海南ꞏ高考真题）已知函数 1( ) e ln lnxf x a x a   ． 

（1）当 a e 时，求曲线  y f x 在点   1, 1f 处的切线与两坐标轴围成的三角形的面

积； 

（2）若不等式   1f x  恒成立，求 a 的取值范围． 

64．（2020ꞏ江苏ꞏ统考高考真题）某地准备在山谷中建一座桥梁，桥址位置的竖直截面图

如图所示：谷底 O 在水平线 MN 上，桥 AB 与 MN 平行，OO为铅垂线(O在 AB 上).

经测量，左侧曲线 AO 上任一点 D 到 MN 的距离 1h (米)与 D 到OO的距离 a(米)之间满

足关系式
2

1

1

40
h a ；右侧曲线BO上任一点F到MN的距离 2h (米)与F到OO的距离 b(米)

之间满足关系式
3

2

1
6

800
h b b   .已知点 B 到OO的距离为 40 米. 

 

（1）求桥 AB 的长度； 

（2）计划在谷底两侧建造平行于OO的桥墩 CD 和 EF，且 CE 为 80 米，其中 C，E 在

AB 上(不包括端点).桥墩 EF 每米造价 k(万元)、桥墩 CD 每米造价
3

2
k (万元)(k>0).问O E

为多少米时，桥墩 CD 与 EF 的总造价最低? 

65．（2020ꞏ江苏ꞏ统考高考真题）已知关于 x 的函数 ( ), ( )y f x y g x  与



( ) ( , )h x kx b k b  R 在区间 D 上恒有 ( ) ( ) ( )f x h x g x  ． 

（1）若    2 22 2 ( )f x x x g x x x D       ， ， ， ，求 h(x)的表达式； 

（2）若 2( ) 1 ( ) ln ( ) , (0 )f x x x g x k x h x kx k D       ， ， ， ，求 k 的取值范围； 

（3）若

       4 2 2 3 4 22 4 8 4 3 2 (0 2)f x x x g x x h x t t x t t t         ， ， ，

 , 2, 2D m n     ，求证： 7n m  ． 

66．（2020ꞏ全国ꞏ统考高考真题）设函数 3( )f x x bx c   ，曲线 ( )y f x 在点(
1

2
，f(

1

2
))

处的切线与 y 轴垂直． 

（1）求 b． 

（2）若 ( )f x 有一个绝对值不大于 1 的零点，证明： ( )f x 所有零点的绝对值都不大于 1． 

67．（2020ꞏ全国ꞏ统考高考真题）已知函数 3 2( )f x x kx k   ． 

（1）讨论 ( )f x 的单调性； 

（2）若 ( )f x 有三个零点，求 k 的取值范围． 

68．（2020ꞏ全国ꞏ统考高考真题）已知函数 ( ) ( 2)xf x e a x   . 

（1）当 1a  时，讨论 ( )f x 的单调性； 

（2）若 ( )f x 有两个零点，求 a 的取值范围. 

69．（2020ꞏ全国ꞏ统考高考真题）已知函数 2( ) exf x ax x   . 

（1）当 a=1 时，讨论 f（x）的单调性； 

（2）当 x≥0 时，f（x）≥
1

2
x3+1，求 a 的取值范围. 

70．（2020ꞏ全国ꞏ统考高考真题）已知函数 f（x）=2lnx+1． 

（1）若 f（x）≤2x+c，求 c 的取值范围； 

（2）设 a>0 时，讨论函数 g（x）=
( ) ( )f x f a

x a




的单调性． 

71．（2020ꞏ全国ꞏ统考高考真题）已知函数 f(x)=sin2xsin2x. 

（1）讨论 f(x)在区间(0，π)的单调性； 

（2）证明：
3 3

( )
8

f x  ； 

（3）设 n∈N*，证明：sin2xsin22xsin24x…sin22nx≤
3

4

n

n
. 

72．（2019ꞏ天津ꞏ高考真题）设函数 ( ) e cos , ( )xf x x g x 为  f x 的导函数. 



（Ⅰ）求  f x 的单调区间； 

（Ⅱ）当 ,
4 2

x
     

时，证明 ( ) ( ) 0
2

f x g x x
   
 

… ； 

（Ⅲ）设 nx 为函数 ( ) ( ) 1u x f x  在区间 2 , 2
4 2

n n
     

 
内的零点，其中n N ，证

明
2

0 0

2
2 sin cos

n

nn x
x

e

x




  


. 

73．（2019ꞏ全国ꞏ高考真题）已知函数 ( ) ( 1) ln 1f x x x x    .证明： 

（1） ( )f x 存在唯一的极值点； 

（2） ( )=0f x 有且仅有两个实根，且两个实根互为倒数. 

74．（2019ꞏ全国ꞏ高考真题）已知函数  
1

1
ln

x
f x x

x


 


. 

（1）讨论 f(x)的单调性，并证明 f(x)有且仅有两个零点； 

（2）设 x0是 f(x)的一个零点，证明曲线 y=ln x 在点 A(x0，ln x0)处的切线也是曲线 exy 

的切线. 

75．（2019ꞏ全国ꞏ高考真题）已知函数 ( ) sin ln(1 )f x x x   ， ( )f x 为 ( )f x 的导数．证明： 

（1） ( )f x 在区间 ( 1, )
2


 存在唯一极大值点； 

（2） ( )f x 有且仅有 2 个零点． 

76．（2019ꞏ全国ꞏ统考高考真题）已知函数 3 2( ) 2f x x ax b   . 

（1）讨论 ( )f x 的单调性； 

（2）是否存在 ,a b，使得 ( )f x 在区间[0,1]的最小值为 1 且最大值为 1？若存在，求出 ,a b

的所有值；若不存在，说明理由. 

77．（2019ꞏ浙江ꞏ高考真题）已知实数 0a  ，设函数 ( )= ln 1, 0.f x a x x x     

（1）当
3

4
a   时，求函数 ( )f x 的单调区间； 

（2）对任意 2

1
[ , )
e

x  均有 ( ) ,
2

x
f x

a
  求a 的取值范围. 

注：e 2.71828... 为自然对数的底数. 

78．（2019ꞏ江苏ꞏ高考真题）定义首项为 1 且公比为正数的等比数列为“M－数列”. 

（1）已知等比数列{an}满足： 2 4 5 13 2, 4 4 0a a a a a a    ，求证:数列{an}为“M－数列”； 

（2）已知数列{bn}满足: 1
1

1 2 2
1,

n n n

b
S b b 

   ，其中 Sn 为数列{bn}的前 n 项和． 

① 求数列{bn}的通项公式； 

② 设 m 为正整数，若存在“M－数列”{cn}，对任意正整数 k，当 k≤m 时，都有 1k k kc b c  



成立，求 m 的最大值． 

79．（2019ꞏ江苏ꞏ高考真题）设函数 ( ) ( )( )( ), , , Rf x x a x b x c a b c     ， ( )f ' x 为 f（x）

的导函数． 

（1）若 a=b=c，f（4）=8，求 a 的值； 

（2）若 a≠b，b=c，且 f（x）和 ( )f ' x 的零点均在集合{ 3,1,3} 中，求 f（x）的极小值； 

（3）若 0,0 1, 1a b c  „ ，且 f（x）的极大值为 M，求证:M≤
4

27
． 

80．（2019ꞏ北京ꞏ高考真题）已知函数
3 21

( )
4

f x x x x   . 

（Ⅰ）求曲线 ( )y f x 的斜率为 1 的切线方程； 

（Ⅱ）当 [ 2,4]x  时，求证： 6 ( )x f x x   ； 

（Ⅲ）设 ( ) | ( ) ( ) | ( )F x f x x a a   R ，记 ( )F x 在区间[ 2,4] 上的最大值为 M（a），当

M（a）最小时，求 a 的值． 

81．（2019ꞏ全国ꞏ高考真题）已知函数 3 2( ) 2 2f x x ax   . 

（1）讨论 ( )f x 的单调性； 

（2）当 0 < < 3a 时，记 ( )f x 在区间 0,1 的最大值为M ，最小值为m，求M m 的取值

范围. 

82．（2019ꞏ天津ꞏ高考真题）设函数 ( ) ln ( 1) xf x x a x e   ，其中 a R . 

（Ⅰ）若 0a  ，讨论  f x 的单调性； 

（Ⅱ）若
1

0 a
e

  ， 

（i）证明  f x 恰有两个零点 

（ii）设 0x 为  f x 的极值点， 1
x 为  f x 的零点，且 1 0x x ，证明 0 13 2x x  . 

83．（2019ꞏ全国ꞏ高考真题）已知函数 f（x）=2sinx－xcosx－x，f′（x）为 f（x）的导数． 

（1）证明：f′（x）在区间（0，π）存在唯一零点； 

（2）若 x [0∈ ，π]时，f（x）≥ax，求 a 的取值范围． 

84．（2018ꞏ北京ꞏ高考真题）设函数  f x =[  2 4 1 4 3ax a x a    ] xe ． 

（1）若曲线  y f x 在点（1，  1f ）处的切线与 x 轴平行，求 a ； 

（2）若  f x 在 2x  处取得极小值，求a 的取值范围． 

85．（2018ꞏ北京ꞏ高考真题）设函数 2( ) [ (3 1) 3 2] xf x ax a x a e     . 



（Ⅰ）若曲线 ( )y f x 在点 (2, (2))f 处的切线斜率为 0，求 a； 

（Ⅱ）若 ( )f x 在 1x  处取得极小值，求 a 的取值范围. 

86．（2018ꞏ全国ꞏ高考真题）已知函数      22 ln 1 2f x x ax x x     ． 

（1）若 0a  ，证明：当 1 0x   时，   0f x  ；当 0x  时，   0f x  ； 

（2）若 0x  是  f x 的极大值点，求 a ． 

87．（2018ꞏ全国ꞏ高考真题）已知函数  
2 1

ex

ax x
f x

 
 ． 

（1）求曲线  =y f x 在点  0, 1 处的切线方程； 

（2）证明：当 1a  时，   e 0f x   ． 

88．（2018ꞏ浙江ꞏ高考真题）已知函数 ( ) lnf x x x  ． 

（1）若 ( )f x 在  1 2 1 2,x x x x x  处导数相等，证明：    1 2 8 8ln 2f x f x   ； 

（2）若 3 4ln 2a   ，证明：对于任意 0k  ，直线 y kx a  与曲线 ( )y f x 有唯一公共

点． 

 

89．（2018ꞏ全国ꞏ高考真题）已知函数    3 21
1

3
f x x a x x    ． 

（1）若 =3a ，求  f x 的单调区间； 

（2）证明：  f x 只有一个零点． 

90．（2018ꞏ全国ꞏ高考真题）已知函数   e 1xf x a lnx   ． 

（1）设 =2x 是  f x 的极值点．求 a ，并求  f x 的单调区间； 

（2）证明：当
1

a 
e
时，   0f x  ． 

91．（2018ꞏ江苏ꞏ高考真题）记    ,f x g x  分别为函数    ,f x g x 的导函数．若存在

0x R ，满足    0 0f x g x 且    0 0f x g x  ，则称 0x 为函数  f x 与  g x 的一个“S点”． 

（1）证明：函数  f x x 与   2 2 2g x x x   不存在“S点”； 

（2）若函数   2 1f x ax  与   lng x x 存在“S点”，求实数 a 的值； 

（3）已知函数   2f x x a   ，  
xbe

g x
x

 ．对任意 0a  ，判断是否存在 0b  ，使函

数  f x 与  g x 在区间  0, 内存在“S点”，并说明理由． 



92．（2018ꞏ全国ꞏ高考真题）已知函数   2xe xf x a  ． 

（1）若 =1a ，证明：当 0x  时，   1f x  ； 

（2）若  f x 在 (0, ) 只有一个零点，求 a 的值. 

93．（2018ꞏ天津ꞏ高考真题）已知函数   xf x a ，   logag x x ，其中 a>1. 

（I）求函数     lnh x f x x a  的单调区间； 

（II）若曲线  y f x 在点   1 1,x f x 处的切线与曲线  y g x 在点   2 2,x g x  处的切

线平行，证明：  1 2

2lnln

ln

a
x g x

a
   ； 

（III）证明：当
1

eea  时，存在直线 l，使 l 是曲线  y f x 的切线，也是曲线  y g x

的切线. 

94．（2018ꞏ全国ꞏ高考真题）已知函数
1

( ) lnf x x a x
x

   ． 

（1）讨论 ( )f x 的单调性； 

（2）若 ( )f x 存在两个极值点 1 2,x x ，证明：
   1 2

1 2

2
f x f x

a
x x


 


． 

95．（2018ꞏ天津ꞏ高考真题）设函数     1 2 3=( )f x x t x t x t   ，其中 1 2 3, ,t t t R ,且 1 2 3, ,t t t

是公差为d 的等差数列. 

（I）若 2 0, 1,t d   求曲线  y f x 在点   0, 0f 处的切线方程； 

（II）若 3d  ，求  f x 的极值； 

（III）若曲线  y f x 与直线  2 6 3y x t    有三个互异的公共点，求 d 的取值范围. 

 

五、双空题 

96．（2022ꞏ全国ꞏ统考高考真题）曲线 ln | |y x 过坐标原点的两条切线的方程为

____________，____________． 

97．（2019ꞏ北京ꞏ高考真题）设函数 f（x）=ex+ae−x（a 为常数）．若 f（x）为奇函数，则

a=________；若 f（x）是 R 上的增函数，则 a 的取值范围是___________． 



参考答案： 

1．B 

【要点分析】根据题意可知 ( )1 2f = - ，  1 0f   即可解得 ,a b，再根据  f x 即可解出． 

【答案详解】因为函数  f x 定义域为  0,  ，所以依题可知， ( )1 2f = - ，  1 0f   ，而

  2

a b
f x

x x
   ，所以 2, 0b a b    ，即 2, 2a b    ，所以   2

2 2
f x

x x
    ，因此函数  f x

在  0,1 上递增，在  1, 上递减， 1x  时取最大值，满足题意，即有   1 1
2 1

2 2
f       ． 

故选：B. 

 

2．D 

【要点分析】利用导数求得  f x 的单调区间，从而判断出  f x 在区间 0,2π 上的最小值和

最大值. 

【答案详解】      sin sin 1 cos 1 cosf x x x x x x x        ， 

所以  f x 在区间
π

0,
2

 
 
 

和
3π

, 2π
2

 
 
 

上 ( ) 0f x¢ > ，即  f x 单调递增； 

在区间
π 3π

,
2 2

 
 
 

上   0f x  ，即  f x 单调递减， 

又    0 2π 2f f  ，
π π

2
2 2

f     
 

，
3π 3π 3π

1 1
2 2 2

f            
   

， 

所以  f x 在区间 0,2π 上的最小值为
3π

2
 ，最大值为

π
2

2
 . 

故选：D 

 

3．A 

【要点分析】由
1

4tan
4

c

b
 结合三角函数的性质可得c b ;构造函数

   21
cos 1, 0,

2
f x x x x      ,利用导数可得b a ,即可得解. 

【答案详解】[方法一]：构造函数 

因为当
π

0, , tan
2

x x x
   
 

 

故
1

4 tan 1
4

c

b
  ，故 1

c

b
 ，所以c b ； 

设
21

( ) cos 1, (0, )
2

f x x x x     ， 



( ) sin 0f x x x     ，所以 ( )f x 在 (0, ) 单调递增， 

故
1

(0)=0
4

f f
   
 

，所以
1 31

cos 0
4 32
  ， 

所以b a ，所以c b a  ，故选 A 

[方法二]：不等式放缩 

因为当
π

0, ,sin
2

x x x
   
 

， 

取
1

8
x = 得：

2
21 1 1 31

cos 1 2sin 1 2
4 8 8 32

      
 

，故b a  

1 1 1
4sin cos 17 sin

4 4 4
    

 
，其中 0,

2

   
 

，且
1 4

sin ,cos
17 17

    

当
1 1

4sin cos 17
4 4
  时，

1

4 2

  ，及
1

2 4

    

此时
1 4

sin cos
4 17

  ，
1 1

cos sin
4 17

   

故
1 1

cos
4 17


4 1 1
sin 4sin

4 417
   ，故b c  

所以b a ，所以c b a  ，故选 A 

[方法三]：泰勒展开 

设 0.25x  ，则
231 0.25

1
32 2

a    ，
2 41 0.25 0.25

cos 1
4 2 4!

b     ， 

2 4
1

sin1 0.25 0.2544sin 1
14 3! 5!
4

c      ，计算得 c b a  ，故选 A. 

[方法四]：构造函数 

因为
1

4 tan
4

c

b
 ，因为当

π
0, ,sin tan

2
x x x x

    
 

，所以
1 1

tan
4 4
 ,即 1

c

b
 ，所以c b ；设

21
( ) cos 1, (0, )

2
f x x x x     ， ( ) sin 0f x x x     ，所以 ( )f x 在 (0, ) 单调递增，则

1
(0)=0

4
f f
   
 

,所以
1 31

cos 0
4 32
  ，所以b a ,所以c b a  ， 

故选：A． 

[方法五]：【最优解】不等式放缩 

因为
1

4 tan
4

c

b
 ，因为当

π
0, ,sin tan

2
x x x x

    
 

，所以
1 1

tan
4 4
 ,即 1

c

b
 ，所以c b ；因

为当
π

0, ,sin
2

x x x
   
 

，取
1

8
x = 得

2
21 1 1 31

cos 1 2sin 1 2
4 8 8 32

      
 

，故b a ，所以c b a  ． 



故选：A． 

【整体点评】方法 4：利用函数的单调性比较大小，是常见思路，难点在于构造合适的函数，

属于通性通法； 

方法 5：利用二倍角公式以及不等式
π

0, ,sin tan
2

x x x x
    
 

放缩，即可得出大小关系，属

于最优解． 

 

4．C 

【要点分析】设正四棱锥的高为 h，由球的截面性质列方程求出正四棱锥的底面边长与高的

关系，由此确定正四棱锥体积的取值范围. 

【答案详解】∵ 球的体积为36 ，所以球的半径 3R  , 

 

[方法一]：导数法 

设正四棱锥的底面边长为 2a ，高为 h， 

则 2 2 22l a h  ， 2 2 23 2 (3 )a h   , 

所以 26h l ， 2 2 22a l h   

所以正四棱锥的体积
4 2 6

2 2 41 1 2 1
4 ( ) =

3 3 3 36 6 9 36

l l l
V Sh a h l l

 
         

 
， 

所以
5 2

3 31 1 24
4

9 6 9 6

l l
V l l

         
   

， 

当3 2 6l  时， 0V   ，当 2 6 3 3l  时， 0V   ， 

所以当 2 6l  时，正四棱锥的体积V 取最大值，最大值为
64

3
， 

又 3l  时，
27

4
V  ， 3 3l  时，

81

4
V  , 



所以正四棱锥的体积V 的最小值为
27

4
， 

所以该正四棱锥体积的取值范围是
27 64

4 3
 
  

， . 

故选：C. 

[方法二]：基本不等式法 

由方法一故所以       3

2 2 12 24 2 1 1 64
6 12 2 (

3 3 3 3 3 3

h h h
V a h h h h h h h

   
        

 
„ 当且

仅当 4h  取到 )， 

当
3

2
h  时，得

3 3

2
a  ，则 2 2

min

1 1 3 3 3 27
( ) ;

3 3 2 42
V a h     

当 3 3l  时，球心在正四棱锥高线上，此时
3 9

3
2 2

h    ， 

2 3 3 3 3

2 2 2
a a   ，正四棱锥体积 2 2

1

1 1 3 3 9 81 64
( )

3 3 2 4 32
V a h     ，故该正四棱锥体积的取

值范围是
27 64

[ , ].
4 3

 

 

5．C 

【要点分析】构造函数 ( ) ln(1 )f x x x   ， 导数判断其单调性，由此确定 , ,a b c 的大小. 

【答案详解】方法一：构造法 

设 ( ) ln(1 ) ( 1)f x x x x     ，因为
1

( ) 1
1 1

x
f x

x x
    

 
， 

当 ( 1,0)x  时， ( ) 0f x  ，当 ,( )0x  时 ( ) 0f x  ， 

所以函数 ( ) ln(1 )f x x x   在 (0, ) 单调递减，在 ( 1,0) 上单调递增， 

所以
1

( ) (0) 0
9

f f  ，所以
10 1

ln 0
9 9
  ，故

1 10
ln ln 0.9

9 9
   ，即b c ， 

所以
1

( ) (0) 0
10

f f   ，所以
9 1

ln + 0
10 10

 ，故
1

109
e

10


 ，所以

1

101 1
e

10 9
 ， 

故a b ， 

设 ( ) e ln(1 )(0 1)xg x x x x     ，则    2 1 e 11
( ) +1 e

1 1

x

x
x

g x x
x x

 
   

 
, 

令 2( ) e ( 1)+1xh x x  ， 2( ) e ( 2 1)xh x x x    ， 

当0 2 1x   时， ( ) 0h x  ，函数 2( ) e ( 1)+1xh x x  单调递减， 

当 2 1 1x   时， ( ) 0h x  ，函数 2( ) e ( 1)+1xh x x  单调递增， 



又 (0) 0h  ， 

所以当0 2 1x   时， ( ) 0h x  ， 

所以当0 2 1x   时， ( ) 0g x  ，函数 ( ) e ln(1 )xg x x x   单调递增， 

所以 (0.1) (0) 0g g  ，即 0.10.1e ln 0.9  ，所以a c  

故选：C. 

方法二：比较法 

解： 0.10.1a e  ， 
0.1

1 0.1
b 


 ， ln(1 0.1)c     ，  

①  ln ln 0.1 ln(1 0.1)a b     ，  

令 ( ) ln(1 ), (0, 0.1],f x x x x      

则 
1

( ) 1 0
1 1

x
f x

x x


    

 
 ，  

故 ( )f x  在 (0, 0.1]  上单调递减，  

可得 (0.1) (0) 0f f   ，即 ln ln 0a b   ，所以 a b  ；  

②  0.10.1 ln(1 0.1)a c e     ，  

令 ( ) ln(1 ), (0,0.1],xg x xe x x      

则     1 1 11
'

1 1

x
x x x x e

g x xe e
x x

  
   

 
 ，  

令 ( ) (1 )(1 ) 1xk x x x e     ，所以 2( ) (1 2 ) 0xk x x x e      ，  

所以 ( )k x  在 (0,0.1]  上单调递增，可得 ( ) (0) 0k x k   ，即 ( ) 0g x   ，  

所以 ( )g x  在 (0,0.1]  上单调递增，可得 (0.1) (0) 0g g   ，即 0a c   ，所以 .a c   

故 .c a b   

 

6．D 

【要点分析】由函数的奇偶性可排除 A、B，结合导数判断函数的单调性可判断 C，即可得

解. 

【答案详解】对于 A，     21
sin

4
y f x g x x x     ，该函数为非奇非偶函数，与函数图

象不符，排除 A； 

对于 B，     21
sin

4
y f x g x x x     ，该函数为非奇非偶函数，与函数图象不符，排除 B； 

对于 C，     2 1
sin

4
y f x g x x x    

 
，则

2 1
2 sin cos

4
y x x x x     

 
， 



当
4

x


 时，
22 1 2

0
2 2 16 4 2

y
  

       
 

，与图象不符，排除 C. 

故选：D. 

7．D 

【要点分析】先考虑函数的零点情况，注意零点左右附近函数值是否变号，结合极大值点的

性质，对 进行分类讨论，画出 图象，即可得到 ,a b所满足的关系，由此确定正确选

项. 

【答案详解】若 a b ，则    3
f x a x a  为单调函数，无极值点，不符合题意，故 a b¹ . 

 f x 有 x a 和 x b 两个不同零点，且在 x a 左右附近是不变号，在 x b 左右附近是变

号的.依题意， 为函数 的极大值点，在 x a 左右附近都是

小于零的. 

当 a<0时，由 x b ，   0f x  ，画出  f x 的图象如下图所示： 

 

由图可知b a ， a<0，故 2ab a . 

当 0a  时，由 x b 时，   0f x  ，画出  f x 的图象如下图所示： 



 

由图可知b a ， 0a  ，故 2ab a . 

综上所述， 2ab a 成立. 

故选：D 

【名师点睛】本小题主要考查三次函数的图象与性质，利用数形结合的数学思想方法可以快

速解答. 

 

 

 

8．D 

【要点分析】解法一：根据导数几何意义求得切线方程，再构造函数，利用导数研究函数图

象，结合图形确定结果； 

解法二：画出曲线 xy e 的图象，根据直观即可判定点  ,a b 在曲线下方和 x 轴上方时才可以

作出两条切线. 

【答案详解】在曲线 xy e 上任取一点  , tP t e ，对函数 xy e 求导得 exy  ， 

所以，曲线 xy e 在点 P 处的切线方程为  t ty e e x t   ，即  1t ty e x t e   ， 

由题意可知，点  ,a b 在直线  1t ty e x t e   上，可得    1 1t t tb ae t e a t e      ， 

令    1 tf t a t e   ，则     tf t a t e   . 

当 t a 时，   0f t  ，此时函数  f t 单调递增， 

当 t a 时，   0f t  ，此时函数  f t 单调递减， 

所以，    max

af t f a e  ， 



由题意可知，直线 y b 与曲线  y f t 的图象有两个交点，则  max

ab f t e  ， 

当 1t a  时，   0f t  ，当 1t a  时，   0f t  ，作出函数  f t 的图象如下图所示： 

 

由图可知，当0 ab e  时，直线 y b 与曲线  y f t 的图象有两个交点. 

故选：D. 

解法二：画出函数曲线 xy e 的图象如图所示，根据直观即可判定点  ,a b 在曲线下方和 x 轴

上方时才可以作出两条切线.由此可知0 ab e  . 



 

故选：D. 

【名师点睛】解法一是严格的证明求解方法，其中的极限处理在中学知识范围内需要用到指

数函数的增长特性进行估计，解法二是根据基于对指数函数的图象的清晰的理解与认识的基

础上，直观解决问题的有效方法. 

 

 

 

9．D 

【要点分析】根据导数的几何意义设出直线 l的方程，再由直线与圆相切的性质，即可得出

答案. 

【答案详解】设直线 l在曲线 y x 上的切点为  0 0,x x ，则 0 0x  ， 

函数 y x 的导数为
1

2
y

x
  ，则直线 l 的斜率

0

1

2
k

x
 ， 

设直线 l的方程为  0 0

0

1

2
y x x x

x
   ，即 0 02 0x x y x   ， 

由于直线 l与圆
2 2 1

5
x y  相切，则

0

0

1

1 4 5

x

x


 ， 



两边平方并整理得
2
0 05 4 1 0x x   ，解得 0 1x  ， 0

1

5
x   （舍）， 

则直线 l的方程为 2 1 0x y   ，即
1 1

2 2
y x  . 

故选：D. 

【名师点睛】本题主要考查了导数的几何意义的应用以及直线与圆的位置的应用，属于中档

题. 

10．B 

【要点分析】求得函数  y f x 的导数  f x ，计算出  1f 和  1f  的值，可得出所求切线

的点斜式方程，化简即可. 

【答案详解】   4 32f x x x  ，   3 24 6f x x x   ，  1 1f   ，  1 2f    ， 

因此，所求切线的方程为  1 2 1y x    ，即 2 1y x   . 

故选：B. 

【名师点睛】本题考查利用导数求解函图象的切线方程，考查计算能力，属于基础题 

11．C 

【解析】先判断 0a  时， 2 2 2 0x ax a   在 ( ,1] 上恒成立；若 ln 0x a x  在 (1, ) 上恒

成立，转化为
ln

x
a

x
 在 (1, ) 上恒成立． 

【答案详解】∵ (0) 0f  ，即 0a  ， 

（1）当0 1a  时， 2 2 2 2( ) 2 2 ( ) 2 2 (2 ) 0f x x ax a x a a a a a a a            ， 

当 1a  时， (1) 1 0f   ， 

故当 0a  时， 2 2 2 0x ax a   在 ( ,1] 上恒成立； 

若 ln 0x a x  在 (1, ) 上恒成立，即
ln

x
a

x
 在 (1, ) 上恒成立， 

令 ( )
ln

x
g x

x
 ，则 2

ln 1
'( )

(ln )

x
g x

x


 ， 

当 ,x e 函数单增，当0 ,x e  函数单减， 

故    
min

g x g e e  ，所以 a e ．当 0a  时， 2 2 2 0x ax a   在 ( ,1] 上恒成立； 

综上可知， a 的取值范围是[0, ]e ， 

故选 C． 

【名师点睛】本题考查分段函数的最值问题，关键利用求导的方法研究函数的单调性，进行
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