[image: ]专题训练01 集合与常用逻辑用语
一、单选题











1．已知椭圆的两焦点为，，x轴上方两点A，B在椭圆上，与平行，交于P.过P且倾斜角为的直线从上到下依次交椭圆于S，T.若，则“为定值”是“为定值”的（    ）
A．充分不必要条件	B．必要不充分条件
C．充要条件	D．既不必要也不充分条件
【答案】D









【分析】先求出的轨迹，其轨迹方程为，取，结合特殊情形可得“当取定值， 是定值”是错误的；再由 是定值可得，从而可判断当取定值， 是定值”是错误的，从而可得正确的选项.



【详解】设为椭圆上的动点，为椭圆的半焦距，


故，故

，




设直线，则到该直线的距离为，故，





如图，设直线的倾斜角为，过作的垂线，垂足为，
[image: ]



则，故，设，


故，同理.




设的倾斜角为，则，，


因为，故，

所以，


所以，同理，

故，



故的轨迹为以为焦点的椭圆，其长半轴长为，

短半轴长为，



故的轨迹方程为：，其中.


取，,



而，故不是定值即不是定值.


故“当取定值， 是定值”是错误的.


又直线的参数方程为：，

设，

由整理得到：

，

故，


而，故，

所以，


若为定值，则为定值，

而，


故当变化时，始终为定值，

又






故且，


但，故，

所以

，


但此时随的变化而变化，不是定值，


故“当取定值，是定值”是错误的.
故选：D.
【点睛】思路点睛：对于圆锥曲线中的动态问题，注意利用圆锥曲线的几何性质去研究动点的轨迹，对于是否为定值的问题，注意构建不同变量之间的关系，结合特例来处理是否为定值的问题.




2．已知数列为正项等比数列，且，则“”是“”的（    ）
A．必要而不充分条件		B．充分而不必要条件	
C．充要条件		D．既不充分也不必要条件
【答案】A





【分析】取特殊值易证不具有充分性，由，及得，判断的符号可得具有必要性.




【详解】，，当时，，所以不具有充分性；


，所以，



又，则，所以，


所以，不妨设


因为数列为正项数列，所以设公比为，则，

，







当时，，，所以，，



当时，，；





当时，，，所以，，

所以，所以具有必要性，


综上，是的必要不充分条件.
故选：A.



【点睛】作差判断与大小关系，将式子写成指数式，注意正项等比数列公比大于0，根据公比与1的大小进行分类讨论.




















3．若集合且，则称构成的一个二次划分.任意给定一个正整数，可以给出整数集的一个次划分，其中表示除以余数为的所有整数构成的集合.这样我们得到集合，称作模的剩余类集.模的剩余类集可定义加减乘三种运算，如，（其中为除以的余数）.根据实数中除法运算可以根据倒数的概念转化为乘法，因此要定义除法运算只需通过定义倒数就可以了，但不是所有中都可以定义除法运算.如果该集合还能定义除法运算，则称它能构成素域.那么下面说法错误的是（    ）



A．能构成素域当且仅当是素数	B．


C．是最小的素域（元素个数最少）	D．
【答案】D
【分析】先证明出A选项正确，从而说明C选项正确，BD选项根据定义求解即可.


【详解】能构成素域当且仅当是素数，理由如下：




当为素数时，除0外，均与互素，此数记作，


对于，考虑，



若，则为的倍数，





而为素数，故，故为的倍数，即，


故存在，使得即可定义除法.



当能构成素域，若是不素数，则，





故对于，存在，使得，故为的倍数，



故存在整数，使得，故，




但，且为非零的整数，故不成立，故是素数.


综上：能构成素域当且仅当是素数，A正确；


因为，所以，B正确；


根据A选项，由于2为最小的素数，有2个元素，元素个数最少，所以是最小的素域（元素个数最少），C正确；


因为，所以，D错误；
故选：D.
【点睛】集合新定义，需要先读懂题干信息，正确理解，再此基础上举一反三，进行求解，本题中A选项的证明是解题的关键.







4．设集合，集合是集合的非空子集，中最大元素和最小元素的差称为集合的长度，那么集合所有长度为的子集的元素个数之和为（    ）




A．	B．	C．	D．
【答案】A





















【分析】先考虑最小元素为，最大元素为的情况：只有一种情况；，且，共有种情况；，且，共有种情况；以此类推，有种情况，所以此类满足要求的子集元素个数之和，计算可得：，再考虑可以分为，，， ，等类，可得本题答案


【详解】当最小元素为，最大元素为时，集合有如下情况：



集合中只含个元素；，只有种情况；





集合中含有个元素；，且，共有种情况；





集合中含有个元素；，且，共有种情况；

以此类推 



集合中含有个元素；，有有种情况；
所以此类满足要求的子集元素个数之和：

 ①

  ②


， 
②两式相加可得：

 

 





同理可得：，， ，，所有子集元素个数之和都是 




集合所有长度为的子集的元素个数之和为.
故选：A


5．设集合，，下列说法正确的是（    ）




A．	B．	C．	D．
【答案】D










【分析】利用因为与互为反函数，所以，互相关于对称，得到，进而得出集合的范围；对于集合，化简得，设，进而利用导数求出的最值，得出集合的范围，即可求解







【详解】对于集合，因为与互为反函数，所以，互相关于对称，而，所以，只需要即可，因为，所以，




，得，设，得，所以，






，，单调递增；，，单调递减，所以，



，得到，所以，；





对于集合，化简得，设，，因为，




可设，，







单调递减，又，所以，当时，，，，单调递减，利用洛必达法则，


时，，


所以，，所以，；


由于，，所以，D正确
故选：D
二、多选题





6．设数集满足下列两个条件：（1）；（2），若则. 则下论断正确的是（    ）

A．中必有一个为0
B．a，b，c，d中必有一个为1



C．若且，则


D．，使得
【答案】BCD










【分析】根据（1）（2）得到，，A错误，B正确；再分，，两种情况，经过推理得到C正确；在C选项的分析基础上，得到若，此时求出，，使得，若，推理出中至少有2个相同，这与集合中元素的互异性矛盾，得到D正确.

【详解】由（1）得：数集中必有1或0，


由（2）得：，故，A错误，B正确；



由（1）知：，故等于中的一个，




不妨设，因为，所以，故，
下面证明C正确，




因为，若，则，由（1）知：，满足要求，




同理若，则，满足要求，若，则，满足要求，


若，因为，


若，则，满足要求，





若，则中某个等于1，不妨设，由得，






由（1）知：，又因为，，所以，，故，



同理可得，所以相乘得，解得：，



因为，所以，故取，满足要求，



综上：若且，则，C正确；
下面证明D正确；



由（1）知：，故等于中的一个，




不妨设，因为，所以，故，






若，则，因为中某个等于1，不妨设，由得，



根据C选项的分析可知：，，，






则，故，故，，若，，



此时，，使得，D正确；




若，则，，由（1）知：，


若，则，不可能，


若，则，不可能，


若，则，不可能，



所以，故，同理可得：，

因为的平方根有且只有2个，

所以中至少有2个相同，这与集合中元素的互异性矛盾，


故不存在即的情况，


故，使得，D正确.
故选：BCD
【点睛】关键点点睛：集合新定义问题，命题新颖，且存在知识点交叉，常常会和函数的性质，包括单调性，值域等进行结合，很好的考虑了知识迁移，综合运用能力，对于此类问题，一定要解读出题干中的信息，正确理解问题的本质，转化为熟悉的问题来进行解决.
三、解答题










7．已知集合，若集合，且对任意的，存在，，使得（其中），则称集合为集合的一个元基底．


(1)分别判断下列集合是否为集合的一个二元基底，并说明理由；


①，；


②，．




(2)若集合是集合的一个元基底，证明：；







(3)若集合为集合的一个元基底，求出的最小可能值，并写出当取最小值时的一个基底．



【分析】（1）利用二元基底的定义加以验证，可得不是的一个二元基底.，

是的一个二元基底.．




（2）设，计算出的各种情况下的正整数个数并求出它们的和，结合题意得，即．









（3）由（2）可知，所以，并且得到结论“基底中元素表示出的数最多重复一个”．再讨论当时，集合的所有情况均不可能是的4元基底，而当时，的一个基底，由此可得 的最小可能值为5．


【详解】（1）①不是的一个二元基底.

理由是；


②是的一个二元基底.

理由是，

.

（2）不妨设，则



形如 的正整数共有个；



形如 的正整数共有个；



形如 的正整数至多有个；



形如 的正整数至多有个.





又集合含个不同的正整数，为集合的一个元基底.


故，即.


（3）由（2）可知，所以.


当时，，即用基底中元素表示出的数最多重复一个. *


假设为的一个4元基底，


不妨设，则.




当时，有，这时或.


如果，则由，与结论*矛盾.






如果，则或.易知和都不是的4元基底，矛盾.






当时，有，这时，，易知不是的4元基底，矛盾.






当时，有，这时，，易知不是的4元基底，矛盾.






当时，有，，，易知不是的4元基底，矛盾.






[bookmark: _GoBack]当时，有，，，易知不是的4元基底，矛盾.






当时，有，，，易知不是的4元基底，矛盾.






当时，有，，，易知不是的4元基底，矛盾.



当时，均不可能是的4元基底.



当时，的一个基底；或{3,7,8,9,10}；或{4,7,8,9,10}等，只要写出一个即可.

综上，的最小可能值为5.
【点睛】方法点睛：新定义题型的特点是：通过给出一个新概念，或约定一种新运算，或给出几个新模型来创设全新的问题情景，要求考生在阅读理解的基础上，依据题目提供的信息，联系所学的知识和方法，实现信息的迁移，达到灵活解题的目的：遇到新定义问题，应耐心读题，分析新定义的特点，弄清新定义的性质，按新定义的要求，“照章办事”，逐条分析、验证、运算，使问题得以解决.







8．给定整数，由元实数集合定义其相伴数集，如果，则称集合S为一个元规范数集，并定义S的范数为其中所有元素绝对值之和.


(1)判断、哪个是规范数集，并说明理由；




(2)任取一个元规范数集S，记、分别为其中最小数与最大数，求证：；


(3)当遍历所有2023元规范数集时，求范数的最小值.



注：、分别表示数集中的最小数与最大数.


【分析】（1）根据元规范数集的定义，只需判断集合中的元素两两相减的差的绝对值，是否都大于等于1即可；





（2）利用元规范数集的定义，得到，从而分类讨论、与三种情况，结合去绝对值的方法即可证明；










（3）法一：当时，证得，从而得到；当时，证得，从而得到；当时，分类讨论与两种情况，推得，由此得解；
法二：利用规范数集的性质与（2）中结论即可得解.

【详解】（1）对于集合A：因为，所以集合A不是规范数集；

对于集合B：因为，






又，，，，，，


所以B相伴数集，即，故集合B是规范数集.


（2）不妨设集合S中的元素为，即，




因为S为规范数集，则，则，且，使得，

当时，


则，


当且仅当且时，等号成立；

当时，


则，


当且仅当且时，等号成立；

当时，

则，

当且仅当时，等号成立；

综上所述：.
（3）法一：

不妨设，




因为S为规范数集，则，则，且，使得，

当时，


则当时，可得，

当且仅当时，等号成立，

则范数，

当且仅当时，等号成立，


又，

当且仅当时，等号成立，



故，即范数的最小值；

当时，


则当时，可得，


当且仅当时，等号成立，则，


则范数，

当且仅当时，等号成立，


又，

当且仅当时，等号成立，



故，即范数的最小值；



当，使得，且，



当，即，即时，


则当时，可得，

当且仅当时，等号成立，


则当时，可得，

当且仅当时，等号成立，

则范数









；


对于，其开口向上，对称轴为，

所以，


所以范数的最小值为；



当，即，即时，


则当时，可得，

当且仅当时，等号成立，


则当时，可得，

当且仅当时，等号成立，

则范数









；


对于，其开口向上，对称轴为，

所以，

所以范数；


综上所述：范数的最小值.
法二：

不妨设，




因为S为规范数集，则，则，且，使得，



所以对于，同样有，则，



由（2）的证明过程与结论可得，，当且仅当时，等号成立，



即，，……，

所以范数

，

当且仅当时，等号成立，


所以范数的最小值.


【点睛】关键点睛：本题解决的关键是理解元规范数集的定义，得到，再将集合中的元素进行从小到大排列，利用分类与整合的思想进行讨论分析，从而得解.

9．我们称为“花式集合”，如果它满足如下三个条件：

（a）；


（b）的每个元素都是包含于中的闭区间（元素可重复）；


（c）对于任意实数中包含的元素个数不超过1011.






对于“花式集合”和区间，用表示使得的对的数量.求的最大值.

【答案】

【分析】先构造一个特例，再根据逐步调整法和数学归纳法可证的取值范围，从而可求其最大值.

【详解】答案是.






先给出取得最大值的构造：易于验证，当由1011个以及1011个组成､由1011个以及1011个组成时，符合题意.
再给出最优性的证明：分成两步进行.
第一步，调整集合.






断言一：对于中区间，如果，则将中的替换为
不改变原结果，称之为“切换”.
这是因为:


①如果中的一个区间与相交，那么它最初和现在都与两个区间相交，成立；





②如果中的一个区间与不相交，则它要么与和都不相交，要么恰与中一个相交.因此，如果它与其中之一相交，则在替换区间后仍会与其中之一相交，也成立.


断言二：总能在有限次“切换”后，使得对于中任意两个区间，它们要么不交，要么一个包含另一个，对于亦然.






为此，考虑一个以区间为顶点的图，两顶点之间连边当且仅当它们对应的两区间交集非空（特别地，仍算作非空）.将每个连通分支的顶点对应的区间划分为一组，记为，使得如果，则.显然此分组方式唯一且不改变图的连通性.



下面，我们固定并对进行归纳.归纳基础为，显然成立.




对每个，考虑中左端点位于最左边的区间（注意稍后可能会变化）.





则对于其它任何区间，我们有.另外，若，则称包含.


对其它区间执行操作，那么总是包含操作后的区间.




因此，与中的每个区间最多相交一次.只要存在区间且，操作过程就不会结束.










当操作终止时，中必然不存在满足的区间，并且对于不与中的任何区间相交.因此，，且包含中的所有区间.此时，我们去掉，对应用归纳假设即可.
第二步，加强归纳.


设集合为“-好的”集合，

如果：1）；


2）的每个元素都是包含在中的闭区间；



3）对于任意实数中包含的元素个数不超过.








定义为可以取得的最大值，其中是“-好的”集合且是“-好的”集合.下证加强的命题：，原题即时的特例.

对此，我们采用归纳法，归纳基础为.















此时，再对使用归纳法.如果，显然成立；否则，设为中最左边的两个区间（注意到，因此我们能够比较这两个区间的位置）､为中最左边的两个区间.此时不难得到：或两者之一，与另一个集合中最多一个区间有非空交集.这是因为，若对某个与的交集非空，则.因此，对于所有与交集为空.不妨设


以上内容仅为本文档的试下载部分，为可阅读页数的一半内容。如要下载或阅读全文，请访问：https://d.book118.com/557201154020006054
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