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基于规划模型与智能算法的货物装运策略研究
摘要

随着航空货运业发展，如何充分利用飞机货舱装载空间和实现经济利益最大化成为

进出口公司关注的焦点，因此，研究货运飞机配载优化问题具有一定的实际应用价值。

针对问题一，本文以货运飞机货舱装载货物后留下的空隙尽可能小为目标，在给定

不同种类飞机数量和货源数量的前提下，求解最优的货物装运策略。首先，进行数据预

处理。用 python 求解矩阵各元素的平均值作为给定的货源数量，分别求出不同机型不

同货舱的容积以及 10 种货物的体积和平均密度，通过对比分析得出在题设条件下可以

暂不考虑体积影响只考虑重量约束。然后，以达到最大载重量时所有货物总体积的最大

值作为目标函数，将每个货舱受到最大载重量的限制并且每种飞机三个货舱中实际载重

必须与其最大载重成比例等要求作为约束条件，建立混合整数线性规划模型并用 Lingo

求解得出，在采用最优策略时，装运货物的总体积为 626.5572 3m ，货物与货舱之间的

空隙为 8831.1768 3m 。最后，本文修改了题设条件使其更具有一般性，并以此为前提对

模型进行改进和推广，用改进的贪心算法通过 MATLAB 求解得到最优装运策略。

针对问题二，由于不同类型的集装箱有数量的限制，并且集装箱自身具有重量和体

积，考虑到多目标规划的方法和可调节高度的柔性航空集装箱会给模型求解带来难度，

本文在问题一整数规划模型的基础上调整参数设置，增加或修改决策变量和约束条件。

先根据定序原则、定位原则、空间分割与合并原理对问题进行化简，借助启发式算法与

混合遗传算法，分析小体积货物的装箱问题，再建立单目标的整数规划模型求解集装箱

与大体积货物的机舱装载问题，将以集装箱和箱内货物之间的空隙之和尽量小以及使货

舱和集装箱、箱外货物之间的空隙之和尽量小为目标的多目标规划转换为单目标规划，

求解最合适的机型以及架次和各架次具体装运方案。

针对问题三，本文具体的研究了货物运输成本与其销售后所得收入之间的关系，从

货物的种类与数量上改进装运方案，先通过对数值的判断比对确定各不同供给-需求条

件下获得最佳利润的运送量和销售方法，再利用正态分布拟合等方法模拟需求量，得到

可能的各需求量下的最优运载货物信息，最终利用各需求量所占总体的概率，加权计算

期望，求得最佳利润所对应的货物信息。

针对问题四，根据问题三得出的销售数量服从正态分布的结论，求出各类货物不同

销售数量的概率矩阵，并将分布函数与可靠性结合，以满足可靠性条件下的运送数量为

决策变量，根据销售额、运输成本、生产成本以及相应销量下的概率确定期望收益的目

标函数，建立整数规划模型并求解。最终得出 HW1 到 HW6 的运输量为平均销售数量，HW7

到 HW10 的运输量为平均销售数量的 70%左右，最终的总期望利润为 755.27 万元，与实

际情况较为符合。

针对问题五，本文在问题四的基础上，将可靠性由 95%改为 70%，进一步探究最大

销售量、最大利润、装运策略的变化，分析可靠性与最大利润的关系。

最后，本文对模型和算法进行评价与推广，得出具有高效的全局搜索能力，可根据

实际情况自定义交叉变异概率等优点以及运行速度较慢、缺乏定性因素的考虑等缺点。
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一、问题重述

1.1 问题背景

随着全球化程度的提高，航空货运业已成为世界贸易主要推动力。如何节约货运飞

机装载空间和实现货物销售利润最大化成为进出口公司亟待解决的问题，从现实约束的

角度研究货运飞机配载优化这一问题具有一定的实际应用价值。

1.2 基本信息

货运飞机有大、中、小三种类型，每一种飞机均有前、中、后三个货舱，每种货物

可以在一个或多个货舱中任意分布，多种货物可以混装。有 HW1-HW10 等 10 种销售货物，

每件货物均为长方体。下一个周期货物的销售量是随机的，销售价格是已知的。

✱每个货舱受到最大容积、最大载重量的限制。

✱每种飞机三个货舱中实际载重必须与其最大载重成比例。

✱所有货物在装运飞机之前的所有成本为货物销售价格的 40%，如果一个周期内，
产品如果不能销售出去，则按照销售价的 30%清仓甩卖。

➽附件一分别给出了大、中、小三种飞机前、中、后三个货舱的长、宽、高以及最

大载重量。

➽附件二给出了不同货物的尺寸、体积（立方米）、重量（吨）、运输单价和前 50

个周期的每种货物的销售量以及下一个周期的销售价格。

➽附件三给出了不同型号集装箱的外部尺寸、数量和自重。

1.3 问题提出

1.3.1 问题 1的提出：

按照前 50 个周期各种货物销售量的平均值来组织货源。假设只有大、中、小三种类

型的货运飞机各一架，所有货物可以直接装入飞机。如何装运可以使得货运飞机尽量不

留空隙？

1.3.2 问题 2的提出：

按照前 50 个周期各种货物销售量的平均值来组织货源。体积在 32m 以下的货物必须

用厚度为 5厘米的封闭的长方体塑料集装箱装载（数据见附件 3），且集装箱和货运飞

机都尽量不留空隙。请分析：使用哪种机型最为合适？至少需要多少架次？各架次的具

体装运方案是什么？

1.3.3 问题 3的提出：

以集装箱尽量不留空隙、货运飞机尽量不留空隙作为货物装运的思路会影响进口公

司的经济效益。为满足经济期望，应该如何调整装运方案？最佳利润是多少？

1.3.4 问题 4的提出：

市场需求的不确定性导致一个周期内组织货源数量的风险性。安全起见，在可靠性

为 95%的前提下，可以实现的最大利润值是多少？对应的货运装运策略是什么？

1.3.5 问题 5的提出：

基于问题四，将可靠性 95%改为 70%，最大利润值和装运策略将如何改变？
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二、问题分析

2.1问题 1的分析

问题一要求以货运飞机货舱装载货物后留下的空隙尽可能小为目标，在给定不同种

类飞机数量和货源数量的前提下，求解最优的货物装运策略。首先，用 python 求解得

出附件二中各种货物前 50 个周期销量的矩阵各元素的平均值作为给定的货源数量。其

次，分别求出不同机型不同货舱的容积以及 10 种货物的体积和平均密度，通过对比分

析得出在题设条件下可以暂不考虑体积影响只考虑重量约束。最后，将达到最大载重量

时所有货物总体积的最大值作为目标函数，以货物种类、飞机种类、货舱种类等作为决

策变量，将每个货舱受到最大载重量的限制并且每种飞机三个货舱中实际载重必须与其

最大载重成比例等要求作为约束条件，建立混合整数线性规划模型并用 Lingo 求解。此

外，还可以使用贪心法以及改进的贪心法通过 MATLAB 得到最优装运策略。

2.2问题 2的分析

问题二要求在货源数量与问题一相同，所有货源都需要装运，不限制各类型飞机数

量，全过程只能使用一种机型，并且体积在 32m 以下的货物必须用厚度为 5厘米的封闭

的长方体塑料集装箱装载的基础上，以集装箱和货运飞机都尽量不留空隙为目标，求解

最合适的机型以及架次和各架次具体装运方案。首先，本题有 2个目标函数，分别是使

集装箱和箱内货物之间的空隙之和尽量小以及使货舱和集装箱、箱外货物之间的空隙之

和尽量小，是多目标规划问题。其次，由于不同类型的集装箱有数量的限制，并且集装

箱自身具有重量和体积，需要在问题一整数规划模型的基础上调整参数设置，增加或修

改决策变量和约束条件。最后，考虑到多目标规划的方法和可调节高度的柔性航空集装

箱会给模型求解带来难度，可以转化为单目标规划，分为两步来求解。先根据定序原则、

定位原则、空间分割与合并原理对问题进行化简，借助启发式算法与混合遗传算法，分

析小体积货物的装箱问题，再建立单目标的整数规划模型求解集装箱与大体积货物的机

舱装载问题。

2.3问题 3的分析

前两问中，以集装箱尽量不留空隙、货运飞机尽量不留空隙为货物装运的原则。本

问侧重考虑货物装运与经济效益之间的关系。首先，将装运方案看作两个步骤：确定需

运载的货物信息，装入集装箱或飞机。据附件材料，可以看到经济利润只与货物信息有

关，与使用集装箱、飞机的个数无关，与装箱方式无关。因此上述原则与得到最佳经济

效益并不冲突。本问货源已知且与前问相同，即购买货物数量和所需的固定成本确定，

决策中将其视为沉没成本，无需考虑。本问具体的研究了货物运输成本（变动成本）与

其销售后所得收入之间的关系，对装运方案主要从货物的种类与数量上进行改进，先通

过对数值的判断比对确定各不同供给-需求条件下获得最佳利润的运送量和销售方法，

再利用正态分布拟合等方法模拟需求量，得到可能的各需求量下的最优运载货物信息，

最终利用各需求量所占总体的概率，加权计算期望，求得最佳利润所对应的货物信息。

2.4问题 4的分析

问题四规定市场对产品的需求是不确定的，本环节基于前文对销量分布的检验，进

一步考虑其分布的特征，可能服从正态分布，或有时间序列规律，以题目要求的 95%可

靠度为条件，结合分布函数，求出在此分布下的期望收益，对于利润、销量、运输方案
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之间的关系，整体直接求解，复杂度较高，因此考虑将利润与销量、销量与运输方案两

组关系分别建模，前者需要综合运输成本、货物成本、销售额等因素，建立优化模型，

后者可结合问题 3中的模型改进后求解。

2.5问题 5的分析

问题五以问题 4 为背景，可靠性要求降低为 70%，继续使用问题 4 中的模型求出结

果，进一步探究最大销售量、最大利润、装运策略的变化，分析可靠性与最大利润的关

系，为企业平衡风险与收益，制定最优的运输决策提供科学支持。

三、模型假设

1、题目中给出的十种货物相互之间没有影响，每种货物可以在一个或多个货舱中

任意分布，多种货物可以混装。

2、每种货物在运输过程中对货舱环境没有特殊要求，不考虑温度等外界因素对货

物质量和体积的影响。

3、在货舱容积允许的情况下，货物尽可能较平均地放置在货舱中，忽略货物在货

舱中的摆放方式对货舱分区载荷限重的影响。

4、假设飞机的重心符号重心包线限制，即飞机的起飞重心、无油重心和着陆重心

都不得超过对应的安全重心范围。

5、不考虑弯矩、扭矩作用对货运飞机装载的影响。

6、忽略在集装单元的装卸和运输过程中货运系统受到的重压、磨损、冲击、油污

侵蚀以及因未及时更换而造成的部件老化等问题对货舱容积的影响。

7、三个货舱中实际载重必须与其最大载重成比例，但不要求完全严格成比例，允

许某些班次存在误差。

8、货物固定牢固，不会出现货物在集装箱中滑落导致其他货物损坏的情况。

9、不严格要求单个集装箱、机舱内的货物重心位置。

10、货物可以保持其形状和尺寸,不会由于堆叠而变形,不是危险品等特殊货物。

11、不考虑途中货物的加载与卸载。

12、假设货物可以储存在货仓，不被运输。



5

四、符号和变量说明

表 1 符号和变量说明表

符号 说明 量纲

( 1, 2, ,10)k k   货物种类 种

( 1, 2,3)n n  飞机种类 种

( 1, 2,3)m m  货舱种类 种

( 1, 2, ,7)s s   集装箱种类 种

( 1, 2,3, 4)i i  体积小于
32m 的货物的种类 种

t 飞机的班次 次

( 1, 2,3)nt n  第n种飞机的班次 次

, ,s m nN 第 s个集装箱的使用数量 个

, ,k m nN 在第 n种飞机m种货舱中第 k种货物的数量 箱

, ,
t
k m nN 在第 n种飞机第 t班次m种货舱中第 k种货物的数量 箱

,
t
k mN 在第 t班次m种货舱中第 k种货物的数量 箱

,
t
s mN 在第 t班次m种货舱中第 s种集装箱的数量 个

,s iN 第 s种集装箱中第 i种体积小于
32m 的货物的数量 箱

sN 第 s种集装箱的最大数量 个

( 1, 2, ,10)kT k   第 k种货物的数量 箱

( 1, 2,3, 4)iT i  第 i种体积小于
32m 的货物的数量 箱

V 货物的总体积 3m
( 1, 2, ,10)kV k   第 k种货物的体积 3m
( 1, 2,3)nV n  第n种飞机的容积 3m

( 1, 2, ,7)sV s   第 s个集装箱的体积 3m
( 1, 2,3, 4)iV i  第 i种体积小于

32m 的货物的体积
3m

( 1, 2,3, 4)iw i  第 i种体积小于
32m 的货物的重量 吨

, ( , 1, 2,3)m nw m n  第 n种飞机m种货舱的最大载重量 吨

( 1, 2, ,10)kw k   第 k种货物的单位重量 吨/箱

( 1, 2,3, 4)il i  第 i种体积小于
32m 的货物的长 m

( 1, 2,3, 4)ir i  第 i种体积小于
32m 的货物的宽 m

( 1, 2,3, 4)ih i  第 i种体积小于
32m 的货物的高 m

( 1, 2, ,7)sL s   第 s种集装箱的长 m
( 1, 2, ,7)sR s   第 s种集装箱的宽 m
( 1, 2, ,7)sH s   第 s种集装箱的高 m
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五、模型建立与求解

5.1 问题一的分析与求解

5.1.1 模型准备和建立

（一）数据预处理

本文首先对附件一中大、中、小三种飞机前、中、后三个货舱的长、宽、高以及最

大载重量等数据进行分析。求解各机型前、中、后三个货舱的体积以及载重体积比，结

果如下表所示，可以得出大型飞机的后舱最大载重量与容积的比值最小，小型飞机的中

舱最大载重量与容积的比值最大。
表 2 不同机型、不同货舱数据表

飞机类型 大型 中型 小型

前舱最大载重/容积 0.0049 0.0095 0.0512

中舱最大载重/容积 0.0064 0.0091 0.0568

后舱最大载重/容积 0.0047 0.0087 0.0379

前舱尺寸（长*宽*高,m3） 2038.14 838.44 117.30

中舱尺寸（长*宽*高,m3） 2501.20 1321.78 140.76

后舱尺寸（长*宽*高,m3） 1703.52 691.03 105.57

前舱最大载重 t 10 8 6

中舱最大载重 t 16 12 8

后舱最大载重 t 8 6 4

接着，本文将附件二中不同货物的尺寸、体积（立方米）、重量（吨）、运输单价

和前 50 个周期的每种货物的销售量以及下一个周期的销售价格等数据重新整理，用

python 分别计算 10 个5 10 的矩阵个元素的平均值并四舍五入作为货源数量，并根据货

物的长、宽、高分别求出 HW1-HW10 的体积和密度，最后将单个货物的货源数量分别乘

以单个重量得到每种货物的总质量并将不同货物的总质量求和，最终结果如下表。
表 3 货物 HW1—HW10 相关数据表

货物名称 销货量平均值
销货量平均值
(四舍五入)

体积 m3 重量 (t) 密度 总质量（t）

HW1 119.32 119 7.59 2.1 0.28 249.90

HW2 367.54 368 1.16 0.2 0.17 73.60

HW3 361.10 361 5.71 0.7 0.12 252.70

HW4 364.32 364 5.07 1.8 0.36 655.20

HW5 247.38 247 2.41 1.3 0.54 321.10

HW6 307.34 307 0.71 0.3 0.42 92.10

HW7 611.18 611 0.21 0.23 1.07 140.53

HW8 2993.14 2993 2.47 1.2 0.49 3591.60

HW9 617.40 617 2.87 0.9 0.31 555.30

HW10 1225.26 1225 1.50 0.3 0.20 367.50

6299.53

从表中可以看出，单个重量最小的货物为 HW2，单个重量最大的货物为 HW1；密度最
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小的货物为 HW3，密度最大的货物为 HW7；所有货物的总质量之和为 6299.53t。通过观

察附件二中不同货物的长、宽、高，可以得出只有个别种类的货物如 HW2 的形状为正方

体，其余均为长方体。

在问题一中，由于货物的体积和货舱的容积以及货物的质量和货舱的最大载重量已

知，可以通过比较分析两两之间的相互数量关系来粗略估计建模的方向。根据密度的定

义可以得出在载重量一定的条件下，密度越小，所占空间的体积越大，反之亦然。飞机

货舱的最大载重与容积的比值越大，说明在载重量相同的情况下，此货舱需要更小的容

积，反之亦然。首先，假设将密度最小的货物 HW3 放入最大载重与容积的比值最大的小

型飞机中舱；其次，分别计算达到最大载重量与最大容积时所需货物 HW3 的体积和质量，

最后得出达到最大载重只需 11 个货物 HW3 和 1 个货物 HW6，根据表 2和表 3，此时货物

总体积为 35.71 11 0.71 1 63.52m    ，远小于 3140.76m ，而达到最大容积至少需要 24 个

货物 HW3。因此，在问题一的假设条件下，无论何种货物、何种货舱，重量对装配空间

的影响远大于体积，可以暂时将体积忽略不计。

（二）混合整数线性规划模型

假设共有 k种货物，则 1,2, ,10k   。假设用 n来代表飞机种类，用m来代表货舱

种类，则可得到公式（1）和（2）：

1
2
3

n

 



， 大型飞机

， 中型飞机

， 小型飞机

(1)

1
2
3

m

 



， 飞机前舱

， 飞机中舱

， 飞机后舱

(2)

接着，本文用 , ,k m nN 表示第 k 种货物在第 n 种飞机 m 种货舱的数量，用

( 1, 2, ,10)kT k   表示第 k种货物的数量，用 ( 1, 2, ,10)kV k   表示第 k种货物的体积，用

, ( , 1, 2,3)m nw m n  表示第种 n飞机m种货舱的最大载重量。

（1）约束条件

由于每个货舱受到最大容积、最大载重量的限制，可以得到约束条件①：
10

, , ,
1
( ) ( , 1, 2,3)k m n k m n

k
N w w m n



   (3)

由于每种飞机三个货舱中实际载重必须与其最大载重成比例，可得约束条件②：
10 10 10

,1, ,2, ,3,
1 1 1

1, 2, 3,

( ) ( ) ( )
( 1, 2,3)

k n k k n k k n k
k k k

n n n

N w N w N w
n

w w w
  

  
  

  
(4)

由于每种货物的累计数量小于每种货物的总数，可得约束条件③：

3 3

, ,
1 1

( 1, 2, ,10)k m n k
m n

N T k
 

   (5)
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因为第 k种货物在第 n种飞机m种货舱的数量必为正整数，可得约束条件④：

, ,k m nN Z (6)

（2）目标函数

通过数据预处理中的对比分析得出在题设条件下可以暂不考虑体积影响只考虑重量

约束，为了使货物与货舱之间的空隙尽可能小，将达到最大载重量时所有货物总体积的

最大值作为目标函数：

10 3 3

, ,
1 1 1

max ( )k m n k
k m n

z N V
  

  (7)

（3）建立模型

10 3 3

, ,
1 1 1

10

, , ,
1

10 10 10

,1, ,2, ,3,
1 1 1

1, 2, 3,

3 3

, ,
1 1

, ,

max ( )

( ) ( , 1, 2,3)

( ) ( ) ( )
( 1,2,3). .

( 1, 2, ,10)

0

k m n k
k m n

k m n k m n
k

k n k k n k k n k
k k k

n n n

k m n k
m n

k m n

z N V

N w w m n

N w N w N w
ns t w w w

N T k

N

  



  

 

 


  




  
   



 

 





  

 

且为整数

(8)

5.1.2 模型的求解

利用 lingo 软件求解得到结果整理如下（边框加粗的部分为结果）：
表 4 问题一的结果

求和项:数量 货物种类
总计 质量

机型与舱型 HW1 HW2 HW3 HW4 HW5 HW6 HW7 HW8 HW9 HW10

前舱 0 3 33 0 0 0 0 0 0 1 37 24

大型飞机 0 1 14 0 0 0 0 0 0 0 15 10

中型飞机 0 0 11 0 0 0 0 0 0 1 12 8

小型飞机 0 2 8 0 0 0 0 0 0 0 10 6

中舱 0 7 49 0 0 0 0 0 0 1 57 36

大型飞机 0 3 22 0 0 0 0 0 0 0 25 16

中型飞机 0 4 16 0 0 0 0 0 0 0 20 12

小型飞机 0 0 11 0 0 0 0 0 0 1 12 8

后舱 0 3 24 0 0 0 0 0 0 2 29 18

大型飞机 0 0 11 0 0 0 0 0 0 1 12 8

中型飞机 0 2 8 0 0 0 0 0 0 0 10 6

小型飞机 0 1 5 0 0 0 0 0 0 1 7 4

总计 0 13 106 0 0 0 0 0 0 4 123 78
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最优化后得出当三种类型的飞机只有一架并且只允许一个班次时，使空隙最小的的

装运方法是只装货物 HW2、HW3、HW10，具体分配细节见上表。结合上文的表二，可以看

出货物 HW2、HW3、HW10 是十种货物中密度最小的，恰好验证了前文的假设和推论。

5.1.3 模型的改进与推广

由于题目一中要求只装 3个货机，不考虑将货物装完，即只装入部分货物。而在现

实生活中往往会遇到给定运货总量求解空隙最小的装运方案的情况，此时需要计算至少

需要多少班次以及各个班次的装运方式。因此，可以在前文所建模型的基础上进一步改

进和推广，假设其它条件不变，大、中、小机型的飞机只能有一辆，可以飞多个班次，

货源数量与问题一相同并且要求全部装运，2种改进和推广的算法和模型如下。

（一）改进的贪心算法

为了更简单、迅速地得到最优解，本文采用贪心算法，在求解最小空隙时，每一次

都选择使当前班次货物装运后留下空隙最小的货物装运方法，不从整体最优上加以考

虑，即每一次都得到某种意义上的局部最优解。货运飞机货舱装载货物后留下的空隙尽

可能小的整体最优解可通过一系列局部的最优解的选择达到，并且每次的选择可以依赖

以前作出的选择，但不依赖于后面要作出的选择。

此算法的特点是一步一步地进行，常以当前情况为基础根据某个优化测度作最优选

择，而不考虑各种可能的整体情况，省去了为找最优解要穷尽所有可能而必须耗费的大

量时间。本文采用自顶向下的方法，即从大型飞机到中型飞机再到小型飞机，从前舱到

中舱再到后舱，从第一个班次开始，逐步往后，以迭代的方法做出相继的贪心选择。所

谓“贪心的选择”，在本文中主要指先装密度小的货物。所有机型的所有货舱最大载重

量给定，货物的密度越小，载重达到上限时货物所占空间就越大，因此从局部来看，每

次都先装运当前密度最小的货物是最好的选择。每做一次贪心选择，就将所求问题简化

为一个规模更小的子问题，通过每一步贪心选择，可得到问题一的一个最优解。

但是由于本题中的货物不可以无限细分，使用常规的贪心算法得到的结果存在一定

误差，还未达到最优，仍然存在进一步优化的空间。如下表所示，以密度最小的货物

HW3为例，按照贪心算法的原则，最开始在大型飞机的前舱不断加入 HW3（单个重量

0.7t）直至达到载重上限 10t。然而，在装完 14个 HW3时，实际载重已达 9.8t。此时不

可能再增加 HW3，但是还有 0.2t的载重剩余空间，因此，本文使用改进的贪心算法，

用 HW2（单个重量 0.2t）补充，使最终的实际重量刚好等于货舱最大载重量。

表 5 改进贪心法数据例表（部分）

货物数量 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

增加数量 0.7 0.7 0.7 0.7 0.7 0.7 0.7 0.7 0.7 0.7 0.7 0.7 0.7 0.7 0.2

累积重量 0.7 1.4 2.1 2.8 3.5 4.2 4.9 5.6 6.3 7 7.7 8.4 9.1 9.8 10

下图为改进的贪心算法的流程图。基于货物信息 F和飞机信息M，本文首先将各类

货物的重量按照需求量展开，将不同种类的货物按照平均密度从低到高进行排序，密度

低的先装入货舱，如果无法完全达到最大载重量还有微量的剩余载重空间，则优先填充
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质量较小的货品直到实际载重等于或无限接近于货舱的最大载重量，最后输出飞机运载

结果的矩阵。

图 1 改进的贪心算法流程图

根据改进的贪心算法，计算得出至少需要 83 次才能将所有货物运完。

（二）推广的混合整数线性规划模型

推广到大、中、小机型的飞机只能有一辆，可以飞多个班次的情况：货源数量与问

题一相同，货物的体积不变，货舱的容积随着班次的增加而增加，要使货舱与货舱内货

物的空隙之和尽可能小，需尽可能减小运输的班次。因此，优化的目标是使所有班次所

有飞机全部货舱容积的总和与总货物的体积之差最小。

设V 为货物的总体积， ( 1, 2,3)nt n  为第 n种飞机的班次， ( 1, 2,3)nV n  为第 n种飞机

的容积，修改后的目标函数如下：

3

1
min ( )n n

n
z t V V



   (9)

10

1
( )k k

k
V V T



  (10)

将上文的公式（5）稍作修改，得到新的约束条件：

3 3

, ,
1 1

( 1, 2, ,10)k m n k
m n

N T k
 

   (11)
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整理后，建立优化模型如下：
3 10

1 1

10

, , ,
1

10 10 10

,1, ,2, ,3,
1 1 1

1, 2, 3,

3 3

, ,
1 1

, ,

min ( ) ( )

( ) ( , 1, 2,3)

( ) ( ) ( )
( 1,2,3). .

( 1, 2, ,10)

0

n n k k
n k

k m n k m n
k

k n k k n k k n k
k k k

n n n

k m n k
m n

k m n

z t V V T

N w w m n

N w N w N w
ns t w w w

N T k

N

 



  

 

   


  




  
   



 

 

 



  

 

且为整数

(12)

根据推广的混合整数线性规划模型，可以得出至少需要 81 次才能将所有货物运完，

且 81 个班次无先后顺序要求，可以任意交换顺序。将装运方式进行整理得到下表：

表 6 不同货物组合装运数据表

组合序号 组合方式 组合数量 数量求和 组合重量

1 HW3+HW6 307 307 1

2 HW2+HW4 364

422 23 HW3+HW5 54

4 HW2+2HW9 4

5 HW1+HW9 119

976 36 2HW8+2HW10 612

7 HW8+2HW9 245

8 HW5+2HW8+HW10 1 1 4

9 2HW5+2HW8 96 96 5

10 5HW8 266 266 6

11 HW7 611 611 0.23

根据上表，在 81 个班次的运输过程中：有 78 次是以 1-10 的组合方式装配运输的，

每个货舱均达到达到载重上限，且每个班次的每架飞机实际载重与其各个货舱的最大载

重完全严格成比例；有 3次情况较为特殊。
表 7 第 79 班次实际载重数据

大型飞机 中型飞机 小型飞机

前舱实际载重 9.20 7.36 5.52

中舱实际载重 14.72 11.04 7.36

后舱实际载重 7.36 5.52 3.68

表 8 第 80 班次实际载重数据

大型飞机 中型飞机 小型飞机

前舱实际载重 8.05 7.36 4.83

中舱实际载重 12.88 11.04 6.44

后舱实际载重 6.44 5.52 3.22
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如表 7和表 8所示，这 2种装载方式特殊的原因不但满足每架飞机实际载重与其各

个货舱的最大载重完全严格成比例，并且这 2个班次所有的货物都是组合之后剩下的单

个重量为 0.23t 的货物 HW7。

表 9 第 81 班次实际载重数据分解

如上表所示，这种装载方式特殊的原因是它由 1-11 的组合方式装配货舱，并不是

完全严格成比例，有 0.01t 的误差，载重比是10 :8 : 6 :16 :12 :8 :8 : 6 : 3.99。

5.2 问题二的分析与求解

问题二要求货源为 50 次销售的平均值， 32m 以下的货物全部装入集装箱，将所有

货物通过一种飞机多班次运输。根据表 3，单位体积小于 32m 的货物只有 4个，分别为

HW2、HW6、HW7、HW10。若直接求解，约束条件过多，时间复杂度必然较高，体积小于 32m
货与其他货物，并无较强联系，因此本文将问题分解为：





小体积货物的装箱问题

集装箱与大体积货物的机舱装载问题

5.2.1 基于混合遗传算法的三维装箱模型

（一）模型建立

（1）目标函数：

装箱问题目标可以选用一个或者多个，不同目标之间也存在着相互的联系，通常有

体积利用率最高、载重利用率最高、运输成本最低、重量平衡等目标。本文中的目标函

数为集装箱体积利用率最优：

4

1
7

1

( )
max

( )

i i
i

s s
s

V T
z

V N













(13)

其中分子为小于 32m 货物的总体积，分母为使用的集装箱货物总体积。第 s种集装

箱的体积表示为 ( 1, 2, ,7)sV s   ，第 s种集装箱的使用数量表示为 sN ，第 i种体积小于
32m 的货物的体积表示为 ( 1, 2,3,4)iV i  ，第 i种体积小于 32m 的货物的数量表示为

( 1, 2,3, 4)iT i  。

（2）约束条件：

在此问题中，货物尺寸、重量、形状、数量以及集装箱的规格等可能是不同的，这

在一定程度上增加了集装箱装载的复杂性。针对以上对集装箱装载问题分类以及复杂性

的讨论，集装箱装载的约束做如下：

大型飞机 中型飞机 小型飞机 大型飞机 中型飞机 小型飞机

前舱实际载重 10*1t 8*1t 2*3t 10 8 6

中舱实际载重 5*3t+1t 4*3t 8*1t 16 12 8

后舱实际载重 8*1t 2*3t 1*1t+13*0.23t 8 6 3.99
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①货物总体积约束：

集装箱装载货物的过程中，空间不断缩小，集装箱体积与货物体积是装载可行性的

主要标准。

4

,
1
( ) ( 1, 2, 7)s i i s

i
N V V s



   ， (14)

其中 ,s iN 表示第 s种集装箱中第 i种体积小于 32m 的货物的数量。

②货物装载三维尺寸约束：

,

,

,

0
0 ( 1,2, 7)
0

i s i s

i s i s

i s i s

x l L
y r R s
z h H

   


   
   

， (15)

其中， ( 1, 2,3, 4)il i  为第 i种体积小于 32m 的货物的长； ( 1, 2,3,4)ir i  为第 i种体积

小于 32m 的货物的宽； ( 1, 2,3, 4)ih i  为第 i种体积小于 32m 的货物的高； ( 1, 2, ,7)sL s   为

第 s种集装箱的长； ( 1, 2, ,7)sR s   为第 s种集装箱的宽； ( 1, 2, ,7)sH s   为第 s种集装

箱的高； ,i sx 、 ,i sy 、 ,i sz 为在第 s种集装箱中第 i种体积小于 32m 的货物摆放位置参考

坐标。

③货物总数量约束：

7

,
1

( 1, 2,3,4)s i i
s
N T i



  (16)

（3）模型结果：

4

1
7

1

4

,
1

,

,

,

7

,
1

( )
max

( )

( )

0
. . 0 ( 1,2, 7)( 1,2,3,4)

0

i i
i

s s
s

s i i s
i

i s i s

i s i s

i s i s

s i i
s

V T
z

V N

N V V

x l L
s t y r R s i

z h H

N T















 


   


    
   













，

(17)

（二）模型求解

三维装箱问题本身具有一定的复杂性，同时为了满足实际应用中的需求，必须使用

启发式算法来生成有效的装载方案。优秀的启发式算法应具备在较短的时间内生成高质

量的解，同时还应具有适应不同需求的灵活性。本文基于以下原则为最优解的生成过程，

一定程度上能够提高收敛速度，提高适应度。
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（1）定序规则

在此规则包括体积递减、最长边递减。以货物最长边递减规则为例，首先比较货物

最长边，如果最长边相同则比较次长边，然后沿着集装箱的长度方向进行装载；如果货

物的最长边和次长边都相同，依照降序的规则进行装填。

（2）定位规则

在待装载货物遵循一定的先后次序逐个装箱的过程中，需要相应的定位规则确定其

摆放位置。定位规则包含多种方法，首先将货物放置在集装箱的一角，然后沿着边依次

装载，最后再填满中心的另一角，同时也符合实际问题中的装箱过程。因此本文采用占

角策略开展装载研究。

（3）空间合并规则

在实际编写算法的过程中，会存在一些无法利用的零散空间，所以要以一定的方法

进行整合。空间合并是为了充分利用零散空间而形成更大的待装载空间。这样不但可以

提高集装箱的空间利用率，同时也将改善货物的装载效果。题目中 HW7 与集装箱质量的

精度为 0.01t，而其他货物质量的精度均为 0.1t，考虑到若集装箱装箱后的质量精度若

为 0.01t，不利于第二部分装仓过程的质量组合，同时 HW7 的体积较小，所以本文首先

将集装箱与少量的 HW7 相组合，使装箱后总质量精度为 0.1t。

图 2 货物合并示意图

（4）启发式算法步骤：

根据三空间分割启发式算法的设计理念，结合定序规则、定位规则、空间分割规则

以及空间合并规则，使货物的装载过程有序可控。算法具体步骤如下：

step 1 导入集装箱与货物基本数据，通过函数变量定义货物种类数、货物数量总数、

集装箱序号，根据空间编码规则，初始化集装箱剩余空间。

step 2 对货物的摆放位置进行编码： C = (i,j,x,y,z,l,w,h) 其中，i为集装箱的箱

号，j 为货物的种类号，x,y,z 为货物放置的起始坐标点，l,w,h 为货物的长、宽、高。

step 3 对待放入集装箱货物的尺寸与集装箱最大承载量进行判断，货物的长、宽、高

小于集装箱剩余空间的长、宽、高，货物重量之和小于集装箱的最大承载量。

step 4 当货物满足上述装载要求时，按照上述的编码方式进行装载。装载完毕后，根

据空间分割规则产生三个子空间，分别为前空间、右空间和上空间。每次生成剩余空间

集合后，都要根据空间合并规则对空间进行合并操作。

step 5 对剩余空间中的 Z 坐标进行排序，进而确定空间的高低，确保货物是从下往

上进行装载。

step 6 返回步骤 3，依次加载后续货物，直至货物序列集合为空。

step 7 当集装箱剩余空间不能满足货物装载，就要用下一个集装箱。

step 8 最后得出装载结果和剩余空间的数据。
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根据以上步骤说明，三空间分割启发式算法流程图如下图所示。

图 3 启发式算法流程图

（三）结果分析

图 4 适应度曲线
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对题目中所给数据进行测试，通过上图适应度曲线可以看出，本文设计的遗传算法

能够在较快的时间内搜索到全局最优解，迭代 200 次左右，从而证明此算法具有很强的

收敛性。 使用 Y4 集装箱，所有货物装运完成后，其最大装箱体积利用率为 71.57%，具

体结果如下表所示。

表 10 集装箱使用列表

序号 装法数量货物总数货物重量货物体积体积利用率（%）
货物数量

HW10HW7HW6HW2
装法 1 25 29 7.58 13.44 85.05 1 16 12 0
装法 2 1 31 7.76 12.68 80.21 2 22 7 0
装法 3 10 24 5.54 11.48 72.66 2 18 0 4
装法 4 1 16 3.77 11.06 69.97 3 7 0 2
装法 5 162 7 1.90 9.82 62.11 5 0 0 2
装法 6 60 6 1.80 9.00 56.95 6 0 0 0
装法 7 1 5 1.50 7.50 47.46 5 0 0 0

由于下一个集装箱是在当先集装箱满载后才进行装载，因此其装载结果不能对本文

算法说明问题，如果考虑更多货物数据情况下，能够满足第二个集装箱全部装满，可能

会得到一个较好的体积利用率。通过 VFD 可视化工具，本文将货物的摆放位置进行了可

视化展示，下图即为本次得出的部分三维装载图示，完整结果见附录。

图 5 集装箱装载三维图
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5.2.2 基于整数规划的货舱装运模型

上一环节中，得到 4种货物的装箱数据，将集装箱视为组合后的新商品，与其余的

六种货物共同装入飞机中，将问题转化为 7种货物的机场装仓，基于问题 1的求解过程，

引入周期变量，建立整数规划模型，用 lingo 求解。

（一）模型建立

（1）目标函数：

0min t (18)

（2）约束条件：

当选择大飞机时，将上一环节中的装法 1、3、5、6定义为第 7、8、9、10 种货物，

大飞机的每个货舱都有最大载重量的限制，由此得到约束条件①：
10

, 1, 0
1
( ) ( 1, 2,3) ( 1,2, , )t

k m k m
k

N w w m t t


     (19)

飞机的每个货舱实际载重量要与最大载重量成比例，由此得到约束条件②：
10 10 10

'' '' ''
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1 1 1
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  
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飞机所有班次各个货舱装载的货物总量之和等于总的货物数量，得到约束条件③：

0 3
'

,
1 1

( 1, 2, ,7)
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t
k m k

t m

N T k
 

   (21)

使用的所有集装箱的数量之和不能超过集装箱的总数，可得到约束条件④：
10 3

,
7 1

t
k m

k m
N N

 

 (22)

在第 t班次m种货舱中第 s种集装箱的数量是正整数，得到约束条件⑤：

, 0,t
k mN  且为整数 (23)

（3）模型建立
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(24)
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（二）模型求解

通过 Lingo 软件进行求解，得出各个货舱每班次运送的货物重量小于限重，满足重

量比例约束，部分货物需要完全装入集装箱中，求解出总的空间利用率为 65.34%的运

输方案，完成运送任务至少需要约 432 架次中型飞机。

5.3 问题三的分析与求解

5.3.1 模型准备

问题三将求解的目标由集装箱尽量不留空隙、货运飞机尽量不留空隙转移到经济利

益最大化，将附件三中的数据整理后得到下表:
表 11 不同机型不同货舱最多可以装下不同尺寸集装箱的个数

航空集装箱名称 外部尺寸/m
大飞机 中飞机 小飞机

前舱 中舱 后舱 前舱 中舱 后舱 前舱 中舱 后舱

Y1 Y2 Y4 Y5 2.991*2.438*2.438 90 108 75 40 60 30 4 4 3

Y7 2.235*2.743(货物高度≤2.0) 144 180 126 50 72 36 5 6 4

Y3 Y6 1.456*2.438*1.9 252 320 200 100 168 80 10 12 8

由上表可得，Y1、Y2、Y4、Y5 的外部尺寸相同，Y3、Y6 的外部尺寸相同，大飞机的

前舱最多可以装下 90 个外部尺寸为 2.991*2.438*2.438 的集装箱，小飞机的后舱最多

可以装下 8个外部尺寸为 1.456*2.438*1.9 的集装箱。

5.3.2 模型的建立

第三问中，有公式：利润=正常销售收入+倾销收入-变动成本(VC)-固定成本。其中，

货源即各货物的种类数量确定（固定成本确定）。本目中变动成本为运输价格，只与待

运输的各货物的种类和数量有关，即 ( )( 1, 2, ,10)kVC f T k   ， kT 不确定故 VC不确定。

本问对货源与待运输货物量进行了区分，认为待运输货物量是小于等于货源的任意

整数，这与前二问中，货源全部被运输不同。设想，若二者相等，则有固定成本、变动

成本均确定。购买者的需求量一旦被确定，该利润固定，且很可能是非最大利润。需结

合各可能的销售额被选中为确定的销售额的概率，合理的选择待运输的货物数量。

根据正态性检验，假设货物需求量分布是基于相对应历史数据的正态分布函数，且

需求量不确定。对各种货物而言，均可能出现以下 2种情况：

1、需求量>=待运输货物数，货物供不应求（供求相等），所有运输货物全部被销售，

取得该运输量下的最大利润（利润随运输量单调递增）。因而，此种情况下，待运输货

物数应在货源允许的范围内尽可能的增多，与需求量之差尽可能的小，力求二者相等。

2、需求量<待运输货物数，货物供过于求，存在待运输货物数与需求量之差个货物需要

倾销。

图 6 单个货物可能出现的情况
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对于单件货物而言，有正常销售，倾销，未被运载三种情况。毋庸置疑，正常销售

会使得这单件货物的利润最大。但由于需求量在一定范围内都有相应存在的概率。货品

往往不能被正常销售。此情况下，依据利益最大原则，应在倾销和未被运载两种情况中，

选择损失最小的。计算各种货物单件的（倾销收入-变动成本），暂记为 P，下表：

表 12 倾销收入-变动成本

种类 HW1 HW2 HW3 HW4 HW5 HW6 HW7 HW8 HW9 HW10
P -400 0 150 -460 60 80 0 140 150 100

可以看出，部分种类货物只要被销售，就会有利可图（不考虑固定成本）。故认为

这样种类的商品的全部货源应被运载销售。而部分种类货物的运输成本（变动成本）较

大，运载后倾销得不偿失，部分此类商品可能不被运载。

5.3.3 模型的求解

图 7 问题三的求解思路
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准备工作：

1.利用单样本正态分布 Lilliefors 检验，Jarque-Bera 检验，Anderson-Darling 检验，

检验每种货物历史需求量是否满足正态性假设，对比这三个结果，可以得出该数据与正

态分布较为吻合。

2.对每种货物历史需求量进行置信度为 0.05的正态分布拟合，求得均值μ和方差σ

的估计值及置信区间。

3.认为[[μ-4*σ]，[μ+4*σ]]（其中内层中括号代表向外取整）包含的 n个整数为

可能取到的需求量 X=(x1,x2,...,xn)’。
依下述流程，得到各个需求量下对应的，使得利润最大的运载量构成的矩阵

Z=(z1,z2,...,zn)’。根据各需求量发生的概率不同，计算对应的运载量的期望 E(Z)，以此作

为使得总利润最大的运载方式。

E(Z) =
i=1

n

P(xi)zi� ，其中 P(x) = f(x|μ, σ) =
1

σ 2π
e−(x−μ) 2

2σ2 (25)

图 8 正态概率图

图 9 HW4 前 50个周期销量分布柱状图
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对 E(Z)附近的一些值进行枚举，进一步求解，减少误差。待运载数量代入问题 2中

模型，即可求解运送方案。

5.3.4 结果分析

结果如下：
表 13 问题三的结果

货物种类 HW1 HW2 HW3 HW4 HW5 HW6 HW7 HW8 HW9 HW10
货源数量 119 368 361 364 247 307 611 2993 617 1225
待运载

数量
119 368 361 363 247 307 595 2993 617 1225

最大的

利润期望
235,
809

164，
831

968，
240

788，
605

323,
830

134,
484

79,
270

3,
727,
280

645,
167

738,
859

总的最大的利润期望为：7806825 元。将将待运载数量代入问题 2 中模型，即可求

解运送方案。

5.4 问题四的分析与求解

5.4.1 模型准备

题目中的可靠性要求，定义为供货数量大于等于销售数量的概率，跟据前 50 次销售

数据的统计，需求量服从正态分布，在可靠性 95%的条件下，可得到需求量向量为：以

次向量为供货数量，结合销售数据的正态分布，可以得到收益的期望。利润与货物的运

输方案无直接关系，运输利润与销售数量直接相关，因此本文首先以最大期望利润为目

标，确定每种货物运输的数量，再结合优化模型确定装机方案。

5.4.2 模型的建立和求解

（1）确定货物数量的优化模型

由问题 1种的分析，货物销量数据服从正态分布 ( , )i iN   ，以样本均值、样本方差

的修正值作为参数的无偏估计，下图为第 i种货物销售数量的概率分布图：

图 10 第 i 种货物销售数量的概率分布图

假设第 i种货物的供给量（即运送量）为 1
ix
，根据正态分布的3 法则，满足 95%可

靠性条件下，分布函数在区间 1( , 3 )i
i ix   内的值小于等于 95%，即图中阴影部分面积满

足：

1

3
( ) 95%i i

i ix
f x xdx

 
  (26)
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设第 i种货物的市场需求为 ， 为其概率，通过正态分布函数图像，以及数量

为整数的限制条件，积分区间长度为 1，计算得：

0.5

0.5
( )

i
N

i
N

xi
N ix
P f x xdx




  (27)

则需求量为 时的收益为：

40% ( ) 30% ( )

40% ( )

i i
N c p p p N c p N

i
p c p p p N

x p x pf x x x p x x
r

x p x pf x x x

          
     

(28)

其中， pf 为此种货物的运输价格， cp 为次种货物的售价，当运输量大于需求时

( )p Nx x ，收益组成的第 1项为销售收益，第 2项为运输成本，第 3项为货物生产成本，

第 4项为剩余货物甩卖收益，当运输量大于需求时 ( )p Nx x ，区别在于销售数量为运输

数量，且没有剩余货物。

从而得到次运输数量下的期望收益为：

( 3 , 3 )i i i
N i i

i
i N

x

R r P
     

  (29)

最终将所有货物的期望收益求和，得到总体期望收益 totalR 。以总体收益的期望为目

标函数：max( )totalR ，决策变量为每种货物的运输数量： 1
ix （ 1

ix 为整数），建立无约

束优化模型。

5.4.3 结果分析

表 14 问题四最大期望收益下的运送数量表

maxN i maxi N 

HW1 数量 119 119 0

HW2 数量 368 368 0

HW3 数量 361 361 0

HW4 数量 363 364 1

HW5 数量 247 247 0

HW6 数量 307 307 0

HW7 数量 595 611 16

HW8 数量 2947 2993 46

HW9 数量 572 617 45

HW10 数量 720 1225 505

模型计算得到每种货物运输数量在其均值上下3 范围内的的期望收益，上表中展

示了部分结果，将最大期望利润时运送数量 maxN 与前 50 次平均销售数量 i ，以及两者

之差，整理在下表中，其中 HW1 到 HW6 的 maxN , i 几乎相同，即航运公司倾向于多选择
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