
重难点突破 06 恒成立与能成立问题

1．恒成立问题的转化：  a f x 恒成立  maxa f x ；    mina f x a f x  恒成立

2．能成立问题的转化：  a f x 能成立  mina f x ；    maxa f x a f x  能成立

3 ． 恰 成 立 问 题 的 转 化 ：  a f x 在 M 上 恰 成 立   a f x 的 解 集 为 M

 
  R

a f x M

a f x C M

  


在 上恒成立

在 上恒成立

另一转化方法：若 AxfDx  )(, 在 D 上恰成立，等价于 )(xf 在 D 上的最小值

Axf )(min ，若 ,Dx  Bxf )( 在 D 上恰成立，则等价于 )(xf 在 D 上的最大值

Bxf )(max ．

4．设函数  xf 、  xg ，对任意的  bax ,1  ，存在  dcx ,2  ，使得    21 xgxf  ，

则    xgxf minmin 

5．设函数  xf 、  xg ，对任意的  bax ,1  ，存在  dcx ,2  ，使得    21 xgxf  ，则

   xgxf maxmax 

6．设函数  xf 、  xg ，存在  bax ,1  ，存在  dcx ,2  ，使得    21 xgxf  ，则

   max minf x g x

7．设函数  xf 、  xg ，存在  bax ,1  ，存在  dcx ,2  ，使得    21 xgxf  ，则

   min maxf x g x

8．设函数  xf 、  xg ，对任意的  bax ,1  ，存在  dcx ,2  ，使得    21 xgxf  ，

设  xf 在区间[a，b]上的值域为 A，  xg 在区间[c，d]上的值域为 B，则 AB．

9．若不等式    f x g x 在区间 D 上恒成立，则等价于在区间 D 上函数  y f x 和图象

在函数  y g x 图象上方．



10．若不等式    f x g x 在区间 D 上恒成立，则等价于在区间 D 上函数  y f x 和图

象在函数  y g x 图象下方．

恒成立问题的基本类型

在数学问题研究中经常碰到在给定条件下某些结论恒成立的命题．

函数在给定区间上某结论成立问题，其表现形式通常有：①在给定区间上某关系恒成立；②

某函数的定义域为全体实数R；③某不等式的解为一切实数；④某表达式的值恒大于a等等…

恒成立问题，涉及到一次函数、二次函数的性质、图象,渗透着换元、化归、数形结合、函

数与方程等思想方法，有利于考查学生的综合解题能力，在培养思维的灵活性、创造性等方

面起到了积极的作用。因此也成为历年高考的一个热点．

恒成立问题在解题过程中大致可分为以下几种类型：

①一次函数型；②二次函数型；③变量分离型；④根据函数的奇偶性、周期性等性质；⑤直

接根据函数的图象．

二、恒成立问题解决的基本策略

大家知道，恒成立问题分等式中的恒成立问题和不等式中的恒成立问题．等式中的恒成立

问题，特别是多项式恒成立问题，常简化为对应次数的系数相等从而建立一个方程组来解

决问题的．

（一）两个基本思想解决“恒成立问题”

思路 1． max)]([)( xfmDxxfm  上恒成立在

思路 2． min)]([)( xfmDxxfm  上恒成立在

如何在区间 D 上求函数 f(x)的最大值或者最小值问题，我们可以通过习题的实际,采取合理

有效的方法进行求解，通常可以考虑利用函数的单调性、函数的图像、二次函数的配方法、

三角函数的有界性、均值定理、函数求导等等方法求函数 ( )f x 的最值．
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1．（2023 春•海淀区期末）已知函数
1( )f x alnx
x

  ．

（Ⅰ）当 2a  时，求曲线 ( )y f x 在点 (1， f （1） )处的切线方程；

（Ⅱ）当 2a  时，求函数 ( )f x 的零点个数；

（Ⅲ）若对任意的 [1x  ， ) ，都有 ( )f x x„ ，求实数 a的最大值．



2．（2023•青羊区校级模拟）已知函数 ( ) ( ) sin
4

f x aln x x
   ，其中 a为实数．

（1）若 ( )f x 在区间
3( , )

4 4
 

上单调递增，求 a的取值范围；

（2）求证：对任意的实数 a，方程 ( ) cosf x x 均有解．



3．（2023 春•通州区期末）已知函数 2( ) 1f x x mx   ， ( ) 1g x xlnx  ．

（Ⅰ）若 ( )f x 在区间 ( 2,1) 上恰有一个极值点，求实数m 的取值范围；

（Ⅱ）求 ( )g x 的零点个数；

（Ⅲ）若 1m  ，求证：对于任意 (0, )x   ，恒有 ( ) ( )f x g x… ．



4．（2023 春•渝中区校级期末）（1）不等式 1lnx mx „ 对任意的 0x  恒成立，求m 的取值范

围．

（2）当 (0,1)a  ，求证： 2 1( )
3

xe x a x lnx    （参考数据： 2 7.4e  ， 3 20.1)e  ．



5．（2023•宜章县二模）已知函数
2

( ) 2
2
xf x lnx ax   ， a为常数，且 0a  ．

（1）判断 ( )f x 的单调性；

（2）当 0 1a  时，如果存在两个不同的正实数 m ， n且 ( ) ( ) 1 4f m f n a   ，证明：

2m n  ．



6．（2023•河南开学）已知函数 ( ) | 2 | | 2 |f x x x a    ， a R ．

（1）当 2a  时，求不等式 ( ) 6f x  的解集；

（2）当 4a   时，若存在 2x „ ，使得 ( ) 4f x x „ 成立，求 a的取值范围．



7．（2023 春•西城区期末）已知函数 21( )
2

f x x x alnx   ，其中 a R ．

（Ⅰ）当 2a  时，求函数 ( )f x 的单调区间；

（Ⅱ）若函数 ( )f x 存在两个不同的极值点 1x ， 2x ，证明： 1 2
5( ) ( )
4

f x f x   ．



8．（2023 春•东城区校级月考）设函数 2( ) ( 3 )f x x x x a   ， a R ．

（1）当 9a   时，求函数 ( )f x 的单调增区间；

（2）若函数 ( )f x 在区间 (1,2)上为减函数，求 a的取值范围；

（3）若函数在区间 (0,2) 内存在两个极值点 1x ， 2x ，且 1 2 1 2| ( ) ( ) | | ( ) ( ) |f x f x f x f x   ，求 a

的取值范围．



9．（2023 春•朝阳期末）已知函数 2( ) ( 1) ( )f x ln x a x a R    ．

（1）讨论函数 ( )f x 的单调区间；

（2）若函数 ( )f x 在 2x  处取得极值，对 (1, )x   ，
1( ) 1xf x bx ln

x


 „ 恒成立，求实

数b 的取值范围．



10．（2023 春•大连期末）已知函数 ( ) 2cos (1 ) 1f x x ln x    ．

（1）判断函数 ( )f x 在区间 (0, )
2


上零点和极值点的个数，并给出证明；

（2）若 0x… 时，不等式 ( ) 1f x ax „ 恒成立，求实数 a的取值范围．



11．（2023 春•滨海新区校级月考）已知函数 （a∈R）．

（1）a＝0 时，求函数 f（x）的单调性；

（2）a≠0 时，讨论函数 f（x）的单调性；

（ 3 ） 若 对 任 意 的 a∈[ ﹣ 2 ， ﹣ 1 ）， 当 x1 ， x2∈[1 ， e] 时 恒 有

成立，求实数 m 的取值范围．



12．（2023 春•咸阳期末）已知函数 ( ) ( 1) af x a lnx x
x

    ，其中 a R ．

（1）若 1a  ，求曲线 ( )y f x 在点 (2 ， f （2） )处的切线方程；

（2）若对于任意 (1x  ， ]e ，都有 ( ) 0af x
x

  成立，求 a的取值范围．
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