习题一
1、数系扩展的原则是什么？有哪两种扩展方式？（P9——P10） 答：设数系A 扩展后得到新数系为B，则数系扩展原则为：
（1） A  B
（2）A 的元素间所定义的一些运算或几本性质，在B 中被重新定义。而且对于A 的元素来说，重新定义的运算和关系与 A 中原来的意义完全一致。
（3） 在A 中不是总能实施的某种运算，在B 中总能施行。

（4） 在同构的意义下，B 应当是 A 的满足上述三原则的最小扩展， 而且有A 唯一确定。
数系扩展的方式有两种：

（1） 添加元素法。

（2） 构造法。
2、对自然数证明乘法单调性：设a,b,c  N , 则
（1） 若a  b,则ac  bc;
（2） 若a  b,则ac  bc;
（3） 若a  b,则ac  bc；
证明：（1）设命题能成立的所有 C 组成集合M。
[image: ]a  b,a  a 1,b  b1,	（P13规定）
a 1 b1
1M
假设cM ,即ac  bc
[image: ]ac  a(c 1) ac  a,bc  b(c 1) bc  b

[image: ]又	ac  bc, a  b
ac a  bc b
ac bc
cM .
由归纳公理知， M  N , 所以命题对任意自然数成立。
（2） 若a  b,则有b  a  k,k  N.	（P17 定义 9） 由（1）有bc  (a  k )c
 ac  kc
ac  bc	（P17.定义 9）
或： 若a  b,则有b  a  k,k  N.	bc  (a  k)c  ac  kc
ac  ac  kc  (a  k )c  bc
ac  bc.
（3） 若a  b,则有a  b  k,k  N.
ac  (b  k)c  bc  kc.
ac  bc


3、对自然数证明乘法消去律： 设a,b,c N,则
（1） 若ac  bc,则a  b;
（2） 若ac  bc，则a  b；
（3） 若ac  bc，则a  b。证明（1）（用反证法）
假设a  b,则有a  b或a  b.
若a  b,有ac  bc和ac  bc矛盾。

若a  b,有ac  bc,也和ac  bc矛盾。
故假设a  b不真，所以a  b.
（2） 方法同上。

（3） 方法同上。


4、依据序数理论推求：
（1）3  5，	（2）35
解：（1）先求3 1，3 1  3  4，
（P16.例 1） 再求3 2，3 2  31  (31)  4  5,
再求3  3，3  3  3  2 （3  2）  5  6，
如此等等，直至3  5  3  4 （3  4）  7  8.
（2）先求31，3 1  3，
再求32，32  31  31 3  6，
再求33，33  32  3 2  3  6  3  9，
如此等等，直至35  34  34  3 12  3 15.
5、设nN ，证明4n 15n 1是 9 的倍数。
证明： ①当n 1时，41 151118是9的倍数,故n 1时命题成立。
② 假设当n  k时，命题成立。即4k 15k1是9的倍数。
则当n=k+1 时：

4k1 1（5 k 1）1
 （4 4k 15k 1） 315k 18 。
 （4 4 k  15k 1） 9(5k  2)

 (
4
k 
15
k
)9是9的倍数，9(5k  2)是9的倍数

（4 4k  15k 1）-（9 5k 2）是9的倍数
4k1 15(k 1)1是9的倍数
当n  k 1时，命题成立。由①，②知，对于任一自然数n 成立。
6、用数学归纳法证明下式对于任意自然数都成立：


（1-4）（1-4）（1-
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[image: ]证明：
当n 1时，左边 1-4
[image: ]1


 -3，右边  1 21  -3.左边 右边。
[image: ]
1-2	1


故当n 1时，等式成立。
假设当n  k时，等式成立，即：
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[image: ]则当n  k 1时，有：
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[image: ][image: ]当n  k 1时，命题也成立.。
由?、?知，对任意自然数n 命题成立。

[image: ][image: ]设  3	13，  3- 13，A

 n   n

(n 1,2...)

 (
13
)7、	2	2	n

（1）以、为根作一元二次方程；

 (
（2）
)证明A
n2

 3A	A
 (
;
)n1	n

 (
3-
 
13
2
) (
2
) (
3n
)（3） 用数学归纳法证明A 解：（1）	    3	13 

是10的倍数。
 3，  



3- 13  -1 2

 (
3
13
2
)[image: ]以，为根的一元二次方程为：x2 3x 1 0.
（2）以，代入以上方程，得：2  3 1， 2  3 1.

 A
n2

 n2   n2

 n 2   n  2

 n (3 1)  n (3 1)


 (
13
) (
13
) (
13
) (
13
) (
13
) 3n1  n1 n  n

 (
.
) 3A	A
n1	n

（3）当n 1时，A
3

 3A
2

 A  32   2
 (
13
)1

  

10.



 (
13
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假设当n  k时，命题成立，即A
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是10的倍数.

则当n  k 1时，有：
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证明：
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9.证明整数集具有离散性. 证明：
（反证法）假设整数集不具有离散性，即在相邻整数 a 和a+1 之间存在b	,使a	b	a 1。
依据加法单调性， a	(1 a) b	(1 a) a 1 (1 a) ，
即 1 1 (b	a) 2
 (
1
 
（b
)a）	.这就和自然数集具有离散性相矛盾。

10、证明：有理数乘法满足结合律。
证明：设a,b,cQ,要证：（ab）c  a(bc)	（1）
当 a,b,c 中至少有一个为零。（1）显然成立。设 a,b,c 都不为

零。
因为算术数乘法满足结合律，故（[image: ]a[image: ][image: ]b[image: ]）[image: ]c[image: ] [image: ]a[image: ]([image: ]b[image: ][image: ]c[image: ])。故（1）两边的绝对值相等。如果 a,b,c 中有一个或三个都是负数，则（1）两边
都为负数；如果 a,b,c 中没有负数或有两个负数，则（1）两边都是正数，说明（1）两边的符号相同。因此（1）成立。

11、指出下列集合中可以畅通无阻的算术运算，并且判断哪些集合构成数环：
[image: ]（1）0；	（2）1； （3）	；	（4）	0 ； （5）Q	；


（6） 奇数集合 ；（7）偶数集合 ；答：
（1） 加，乘，成环

（2） 乘，除

（3） 加，乘

（4） 加，乘

（5） 加，乘，除

（6） 乘

（7） 加，乘，成环

（8） 加，乘，成环

（8）0， 3， 6，, 3n。



12、设有 n 个正分数
a	a	a	a
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（分母为正分数）
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13. 近似计算：
11.2104 +1.53103  5003.6
243.26  0.3824
332.2642.13
42.63103  2.43564
解：解法一：
(1)	1.2104 1.53103  5003.6
=12103 1.53103  5.0036103
=(12+1.53+5.0036)103
 (121.5  5.0)103
=18.5103  19103
=1.9104
解法二：
1.2104 1.53103  5003.6
=1.2103  0.153104  0.50036104
 (1.2 0.153 0.50036)104
 (1.2 0.15  0.50)104
=1.85104
1.9104
(2)43.26  0.3824
 43.26  0.382
 42.878
 42.88
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