
重难点突破 07  函数零点问题的综合应用 
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1、函数零点问题的常见题型：判断函数是否存在零点或者求零点的个数；根据含参函数零点情况，

求参数的值或取值范围.

求解步骤：

第一步：将问题转化为函数的零点问题，进而转化为函数的图像与 x 轴(或直线 y k )在某区间上的

交点问题；

第二步：利用导数研究该函数在此区间上的单调性、极值、端点值等性质，进而画出其图像；

第三步：结合图像判断零点或根据零点分析参数.

2、函数零点的求解与判断方法：

(1)直接求零点：令 f(x)＝0，如果能求出解，则有几个解就有几个零点．

(2)零点存在性定理：利用定理不仅要函数在区间[a，b]上是连续不断的曲线，且 f(a)·f(b)＜0，还必须

结合函数的图象与性质(如单调性、奇偶性)才能确定函数有多少个零点．

(3)利用图象交点的个数：将函数变形为两个函数的差，画两个函数的图象，看其交点的横坐标有几个

不同的值，就有几个不同的零点．

3、求函数的零点个数时，常用的方法有：一、直接根据零点存在定理判断；二、将  f x 整理变形成

     f x g x h x  的形式，通过    ,g x h x 两函数图象的交点确定函数的零点个数；三、结合导数，求函

数的单调性，从而判断函数零点个数.

4、利用导数研究零点问题：

（1）确定零点的个数问题：可利用数形结合的办法判断交点个数，如果函数较为复杂，可用导数知

识确定极值点和单调区间从而确定其大致图像；

（2）方程的有解问题就是判断是否存在零点的问题，可参变分离，转化为求函数的值域问题处理.可

以通过构造函数的方法，把问题转化为研究构造的函数的零点问题；

（3）利用导数研究函数零点或方程根，通常有三种思路：①利用最值或极值研究；②利用数形结合

思想研究；③构造辅助函数研究.

题型一：判断或讨论函数零点的个数 

【典例 1-1】（2024·河南·三模）函数 ( ) e 4sin 2xf x x     的图象在 0x  处的切线为 3,y ax a a   R.



(1)求 的值；

(2)求 ( )f x 在 (0, ) 上零点的个数.

【典例 1-2】（2024·河南·模拟预测）已知函数    
2

0,
ex
axf x a a   R ．

(1)求  f x 的极大值；

(2)若 1a  ，求     cosg x f x x  在区间
π , 2024π
2

   
上的零点个数．

【变式 1-1】（2024·湖南长沙·三模）已知函数    e 1, ln ,xf x x g x x mx m    R .

(1)求  f x 的最小值；

(2)设函数      h x f x g x  ，讨论  h x 零点的个数.

【变式 1-2】已知 a，b 是实数，1 和 1 是函数   3 2f x x ax bx   的两个极值点

(1)求 a，b 的值.

(2)设函数  g x 的导函数 ( ) ( ) 2g x f x   ，求  g x 的极值点.

(3)设 ( ) ( ( ))h x f f x c  ，其中  2,2c   ，求函数  y h x 的零点个数.

题型二：根据零点个数求参数范围 

【典例 2-1】（2024·广东茂名·一模）设函数   e sinxf x a x  ，  0,x   .

(1)当 1a   时，   1f x bx  在 0,  上恒成立，求实数b 的取值范围；

(2)若  0,a f x 在 0,  上存在零点，求实数 a的取值范围.



【典例 2-2】（2024·湖北·模拟预测）已知函数   e lnxf x x a   ，    e lnxg x x a   ，其中 a 为整数且

1a  .记 0x 为  f x 的极值点，若  f x 存在两个不同的零点 1x ，  2 1 2x x x ，

(1)求 a 的最小值；

(2)求证：    1 2ln ln 0g x g x  ；

【变式 2-1】（2024·全国·模拟预测）已知函数 1( ) ln( ) ( 1)e xf x b x a x     ，曲线 ( )f x 在点 (1, (1))f 处的切线

平行于直线 2 0x y  ．

(1)当 1a  时，求 b 的值；

(2)当 0b  时，若 ( )f x 在区间 (0,1), (1, ) 各内有一个零点，求 a 的取值范围．

【变式 2-2】（2024·江西吉安·模拟预测）已知函数    1exf x ax a a    R .

(1)当 2a  时，求曲线  y f x 在 1x  处的切线方程；

(2)若函数  f x 有 2 个零点，求 a的取值范围.

题型三：证明函数零点的个数

【典例 3-1】（2024·全国·模拟预测）已知函数 2( ) ( 1) exf x x ax   ，且曲线 ( )y f x 在点 (0, ( ))f x 处的切线

方程为 2y x b   ．

(1)求实数 a，b 的值；

(2)证明：函数 ( )f x 有两个零点．



【典例 3-2】（2024·全国·模拟预测）已知函数 ( ) cos ln(1 )f x x x   ．

(1)求证： ( )f x 在
π1,
2

  
 

上有唯一的极大值点；

(2)若 ( ) 1f x ax  恒成立，求 a 的值；

(3)求证：函数 ( ) ( )g x f x x  有两个零点．

【变式 3-1】（2024·全国·模拟预测）已知函数 2( ) 2 lnf x x ax x   ．

(1)求函数 ( )f x 的单调区间；

(2)若函数 ( )f x 的两个极值点分别为 1 2,x x ，证明：
   1 2

1 2

8
2

f x f x a
x x a


 


；

(3)设 ( ) sin lnh x x x  ，求证：当 [1, 2]a  时， ( ) 2 ln ( )f x x xh x  有且仅有 2 个不同的零点．

（参考数据：
π π 3π 3πln 1.119, π ln π 1.997, ln 3.162, 2 ln 2π 4.445
2 2 2 2

        ）

【变式 3-2】（2024·上海闵行·二模）已知定义在 0  （ , ）上的函数 ( )y f x 的表达式为   sin cosf x x x x  ，

其所有的零点按从小到大的顺序组成数列 nx （ 1, Nn n  ）.

(1)求函数  y f x 在区间  0, π 上的值域；

(2)求证：函数  y f x 在区间   π, 1 πn n  （ 1, Nn n  ）上有且仅有一个零点；

题型四：证明函数零点的性质 

【典例 4-1】（2024·全国·一模）已知   2 2ln xf x x a
x

  

(1)若   0f x  ，求实数 a的取值范围；

(2)设 1 2,x x 是  f x 的两个零点（ 1 2x x ），求证：①
1 2

11
x x

 ；② 1 2
1 2

2 x x
x x

  .



【典例 4-2】（2024·全国·模拟预测）已知函数
1

( ) e ( 0)xf x x a x   ，且 ( )f x 有两个相异零点 1 2,x x ．

(1)求实数 a 的取值范围．

(2)证明： 1 2
2
e
ax x  ．

【变式 4-1】（2024·江苏扬州·模拟预测）已知函数      ln 0f x mx x m   ．

(1)若   0f x  恒成立，求m 的取值范围；

(2)若  f x 有两个不同的零点 1 2,x x ，证明 1 2 2x x  ．

【变式 4-2】（2024·山东临沂·二模）已知函数      ln 1 exf x ax a x    .

(1)当 1a  时，求证：  f x 存在唯一的极大值点 0x ，且  0 2f x   ；

(2)若  f x 存在两个零点，记较小的零点为 1x ，t 是关于 x 的方程   1ln 1 3 2 cosx ax x    的根，证明：

1e 1 2ext   .

【变式 4-3】（2024·高三·河南鹤壁·期中）已知函数    2e Rxf x ax a   ，其中 e 为自然对数的底数．

(1)若函数  f x 在  0,  上有 2 个极值点，求 a 的取值范围；

(2)设函数     1 2e e cosx xg x f x ax x     ，  0,2πx  ），证明：  g x 的所有零点之和大于 2π．

【变式 4-4】（2024·四川眉山·三模）已知函数 2( ) ln 2f x x x ax x   .



(1)若过点 (1,0)可作曲线 ( )y f x 两条切线，求 a的取值范围；

(2)若 ( )f x 有两个不同极值点 1 2,x x .

①求 a的取值范围；

②当 1 24x x 时，证明：
2 3

1 2 16ex x  .

题型五：最值函数的零点问题 

【典例 5-1】（2024·湖北黄冈·三模）已知函数    2sin cos , ln
π
xf x x x x ax g x x    ．

(1)当 0a  时，求函数  f x 在 π, π 上的极值；

(2)用  max ,m n 表示 ,m n中的最大值，记函数       max , ( 0)h x f x g x x  ，讨论函数  h x 在  0,  上

的零点个数．

【典例 5-2】（2024·四川南充·三模）已知函数
21( ) sin cos

2
f x x x x ax   ， ( ) ln

π
xg x x ．

(1)当 0a  时，求函数 ( )f x 在[ , ]  上的极值；

(2)用max{ , }m n 表示m ，n中的最大值，记函数 ( ) max{ ( ), ( )}( 0)h x f x g x x  ，讨论函数 ( )h x 在 (0, ) 上

的零点个数．

【变式 5-1】（2024·四川南充·三模）已知函数  
2

e 2x
ax xf x x   ，   lng x x 其中 e为自然对数的底数.

(1)当 1a  时，求函数  f x 的极值；

(2)用  max ,m n 表示m ，n中的最大值，记函数       max , ( 0)h x f x g x x  ，当 0a  时，讨论函数

 h x 在  0,  上的零点个数.



【变式 5-2】（2024·江西九江·二模）已知函数 2( ) e ( R)xf x ax a   ，   1g x x  ．

(1)若直线  y g x 与曲线  y f x 相切，求 a 的值；

(2)用  min ,m n 表示 m，n 中的最小值，讨论函数 ( ) min{ ( ), ( )}h x f x g x 的零点个数．

题型六：同构法妙解零点问题 

【典例 6-1】已知函数 1( ) ( ) 2( 0)x

axf x x ln ax a
e      ，若函数 ( )f x 在区间 (0, ) 内存在零点，求实

数 a的取值范围

【典例 6-2】已知 2( ) 1
2
af x xlnx x   ．

（1）若函数 ( ) ( ) cos sin 1g x f x x x x xlnx     在 (0, ]
2


上有 1 个零点，求实数 a的取值范围．

（2）若关于 x 的方程 2( ) 1
2

x a axe f x x ax     有两个不同的实数解，求 a的取值范围．

【变式 6-1】已知函数 ( ) ( 1) 1xf x ae ln x lna     ．

（1）若 1a  ，求函数 ( )f x 的极值；

（2）若函数 ( )f x 有且仅有两个零点，求 a的取值范围．



【变式 6-2】（2024·上海嘉定·一模）已知
ln( ) , ( )

ex

x xf x g x
x

  ．

(1)求函数 ( ) ( )y f x y g x 、 的单调区间和极值；

(2)请严格证明曲线 ( ) ( )y f x y g x 、 有唯一交点；

(3)对于常数
10,
e

a   
 

，若直线 y a 和曲线 ( ) ( )y f x y g x 、 共有三个不同交点      1 2 3, , ,x a x a x a、 、 ，其

中 1 2 3x x x  ，求证： 1 2 3x x x、 、 成等比数列．

【变式 6-3】（2024·四川·三模）已知函数  
ex
axf x  和函数   ln xg x

x
 ，且  f x 有最大值为

1
ea
．

(1)求实数 a 的值；

(2)直线 y＝m 与两曲线  y f x 和  y g x 恰好有三个不同的交点，其横坐标分别为 1x ， 2x ， 3x ，且

1 2 3x x x  ，证明：
2

1 3 2x x x ．

【变式 6-4】（2024·河北邯郸·二模）已知函数    e , lnxf x mx g x x m x    ．

(1)是否存在实数m ，使得  f x 和  g x 在  0,  上的单调区间相同？若存在，求出m 的取值范围；若不

存在，请说明理由．

(2)已知 1 2,x x 是  f x 的零点， 2 3,x x 是  g x 的零点．

①证明： em  ，

②证明：
3

1 2 31 ex x x  ．

题型七：零点差问题 

【典例 7-1】



（2024·重庆·模拟预测）牛顿在《流数法》一书中，给出了代数方程的一种数值解法——牛顿法．具体做

法如下：如图，设 r 是 ( ) 0f x  的根，首先选取 0x 作为 r 的初始近似值，若 ( )f x 在点 0 0( , ( ))x f x 处的切线与

x 轴相交于点 1( ,0)x ，称 1x 是 r 的一次近似值；用 1x 替代 0x 重复上面的过程，得到 2x ，称 2x 是 r 的二次近

似值；一直重复，可得到一列数： 0 1 2, , , , ,nx x x xL L ．在一定精确度下，用四舍五入法取值，当

 *
1, Nn nx x n  近似值相等时，该值即作为函数 ( )f x 的一个零点 r ．

(1)若 3 2( ) 3 3f x x x x    ，当 0 0x  时，求方程 ( ) 0f x  的二次近似值（保留到小数点后两位）；

(2)牛顿法中蕴含了“以直代曲”的数学思想，直线常常取为曲线的切线或割线，求函数 ( ) e 3xg x   在点

(2, (2))g 处的切线，并证明： 2
3ln3 1
e

  ；

(3)若 ( ) (1 ln )h x x x  ，若关于 x 的方程  h x a 的两个根分别为 1 2 1 2, ( )x x x x ，证明： 2 1 e ex x a   ．

【典例 7-2】（2024·河南·模拟预测）已知 0b  ，函数      lnf x x a x b   的图象在点   1, 1f 处的切线

方程为 ln 2 ln 2 0x y   .

(1)求 a，b 的值;

(2)若方程   1
e

f x  （e 为自然对数的底数）有两个实数根 1 2,x x ，且 1 2x x ，证明： 2 1
1 11
e eln2

x x   

【变式 7-1】（2024·陕西西安·模拟预测）已知函数    e 1xf x ax a    R ．

【变式 7-2】（2024·重庆·模拟预测）已知函数 3

1( ) (ln 1) ( 0)f x a x a
x

    ．

(1)求证：1 ln 0x x  ；



(2)若 1 2,x x 是 ( )f x 的两个相异零点，求证： 2 1
11x x
a

   ．
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