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摘 要

随着经济社会的不断发展，物流行业也随之飞速发展，巨大的物流订单席卷而来，于是

货运装配问题就显得日益重要．而传统的人工规划经验型货运配送逐渐凸显出其难以达到最

优化配送和成本难以控制的缺陷，于是这就要求我们思考如何进一步地考虑如何设计数学模

型对货机装配这一过程进行最优化方案设计．本文设计多种装配规则，同时设计了如何最大

化空间分割以提高货舱空间利用率的方案，且进一步地考虑了市场的风险性与不确定性从而

对货运装配的供货量进行有效把控，取得了良好效果．

针对问题一的经典三维装箱问题 (3D­KLP)，我们以货舱的体积利用率最大作为目标函数，
设置重量约束、体积约束、三维尺寸摆放约束、重量平衡约束等多个约束条件．其次，对于

货物的摆放规则，我们首先提出了占角策略的定位规则和密度升序的定序规则，其次设计了

在空间编码的前提下针对剩余空间的三空间分割原则，然后利用 python进行编程进行问题求
解．最终我们得到了三架不同类型的货机的最优货运方案并进行了可视化，在保证体积利用

率最大的前提下合理最大化地利用有限的货舱空间．

针对问题二，我们以集装箱与货舱的空间利用率为目标函数．首先对小型货物的集装箱

装载进行设计，通过对集装箱的初筛，我们选取柔性航空集装箱，随后我们建立二维装箱模

型，对同构同向的货物进行摆放，求解不同集装箱的空间利用率，最终确定将四种小型货物

HW2,HW6,HW7,HW10均采用Y7柔性集装箱进行装配，并求解出集装箱货物的摆放方式，同
时对货物数据进行更新．其次，我们改进第一问所建模型，通过增加约束条件条件，比较不

同的定序规则，再次利用 python编程求解，最终确定选取小型货机作为所选机型，且按照最
长边递减的定序规则进行摆放，所需架次为 370架，货机的空间利用率约为 13.9%．
针对问题三，为考虑经济效益，我们不再以空间利用率为目标函数，而是对货运的利润

进行分析，我们引入了三种机型的附加成本 A，B，C，选取第二问中所需架次最少的货机配
送方案，建立模型以控制货机运送成本最小，以得到实际的利润最大值，并确定出最终的货

运运输方案．

针对问题四，我们首先绘制出每种货物历史需求量的 Q­Q图，判断出其近似符合正态分
布．通过观察所给 95％和 70％与正态分布 3𝜎 原则中概率的相似性，给出可靠性的定义为货

物历史需求量的可靠性，即实际运输时的每种货物需求量，只能取自 (𝜇 − 2𝜎,𝜇 + 2𝜎)的历史
数据．我们再将实际需求量和货运总量离散化，假定为 𝜇 − 2𝜎,𝜇,𝜇 + 2𝜎三种数值，并根据 3𝜎

原则，给出实际需求量为这三种数值的概率．最后建立模型通过计算经济期望，比较得出最

优经济期望下的装运方案、机型选择以及所需架次．

针对问题五，我们沿用了第四问的思路和方法进行求解，并得出最优经济期望下的装运

方案、机型选择以及所需架次．
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一、问题的提出

1.1 问题背景

随着物流行业的飞速发展，伴随着大批量物流订单的到来，货运配送问题引起了许多人

的关注与思考．随着生产的多样化与不确定性和行业竞争激烈加剧，这对货物在飞机上的装

配也提出了更高的要求，如何使空间利用率和载重利用率最大化，同时保障飞机的平稳飞行，

同时还需考虑如何设计使得经济效益最大化，这都是目前研究的热点问题．

而目前货物的实际装载大多依靠人工的技能和经验，对于大规模的货物装载问题处理还

亟待提升，研究三维装箱问题，对提高运输效率，降低运输成本，提升企业盈利能力等都有

着十分积极的现实意义．而一般来说，包装问题是十分复杂的，有许多约束条件限制，重量、

体积、材料等都加剧了问题的难度．

货物装箱方案的设计可以归纳为装箱问题．但装箱问题不仅可以用于车厢装载、物流运

输方面的问题,同样也适用于求解加工业中的板材切割、成品包装,印刷业中的排版设计,房屋
建筑中的设施布局规划,甚至管理业中的生产调度、资源分配等问题．研宄装箱问题,不仅有
利于物流业的发展,也对其他行业的发展有着重要影响,具有突出的实际应用意义．
同时,三维装箱问题属于组合优化的问题中 NP­hard问题,需要针对装箱过程中的边界约

束、重量约束、体积约束和稳定性约束等众多种约束进行优化求解,因此研究三维装箱也具有
重要的理论价值．

1.2 问题重述

(1) 问题一要求我们按照前 50 个周期各种货物销售量的平均值来组织货源，然后利用大、
中、小三种类型的货运飞机进行货运配送，设计出合适方案使得货运飞机尽量不留空

隙．

(2) 问题二要求我们继续按照第一问同样的货源进行组织货源，同时将体积小于 2𝑚3 的货

物用集装箱装载，建立模型使得集装箱与货运飞机都尽量不留空隙，确定使用的机型，

所需要的架次以及具体的装运方案．

(3) 问题三在问题二的基础上，调整以集装箱、飞机尽量不留空隙为基础的思路，进一步地
考虑经济效益，从而尝试提出新的货运方案，满足公司的经济期望，并计算最佳利润．

(4) 问题四要求我们进一步考虑市场的不确定性与风险性，尝试在可靠性未 95%下得到最
大利润值，同时给出相应的货运装运策略．

(5) 问题五将问题四中的可靠性从 95%变为 70%，要求我们重新计算最大利润值，并给出
新的装运策略．

二、问题分析

2.1 问题一的分析

问题一是经典三维装箱问题（3D­KLP），我们以飞机货舱尽量不留空隙为目的，建立数
学模型求解．我们选择货舱的体积利用率作为目标函数，求解目标函数的最大值，并得出相
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应的摆放情况．为建立模型，我们首先对货舱进行建系，同时对空间进行编码处理．由于单

个货物的重量较大，货舱运载量的主要限制条件为载重限制，故我们采用“密度递增”的定

序规则和“占角策略”的定位规则，将密度最小的货物第一个放入原点所在的角落，之后再

利用三空间分割规则对剩余空间划分，重复此过程，在货物摆放过程中，我们又设定了重量

约束，货舱重量平衡约束，体积约束等约束条件，直到剩余空间不再支持继续放入货物，从

而得出空间利用率以及货物摆放情况．

2.2 问题二的分析

第二问是三维装箱问题，我们仍是选择将集装箱和货舱空间利用率作为目标函数，求解

目标函数的最大值，并得出相应的摆放情况，以及所需的飞机架次．集装箱非一次性用品，可

循环使用，故不考虑其数量限制．我们首先通过比较选择柔性航空集装箱，将小于 2m³的进
行装箱，为运输方便，每种货物仅装填一种集装箱．我建立模型求解同构同向二维装箱问题，

选择合适的集装箱，并计算新集装箱的体积、数量、重量，以代替原货物的指标．我们进而

将问题一的模型进行改进，仍是考虑“密度递增”的定序规则，将集装箱和体积大于 2m³的
货物一并装入飞机，货物装尽时，计算空间利用率和飞机的架次．

2.3 问题三的分析

在第三问中，要求调整之前的货运策略，使得经济效益提高，以达到经济期望．于是在

第一、二问的基础上，我们通过不同的定序规则把货物或集装箱进行摆放，例如最长边递减

规则、密度规则、体积规则等等，来得到不同的货运方案．由于货物的数量不变，那么我们

假设货物能够全部运走且货物的经济效益能够发挥到最大，即货物的利润为一个定值，则更

多的经济效益要依赖于飞机所带来的的成本大小．由于飞机在空中的飞行成本由货物的运输

成本决定，与飞机的选择无关．因此我们假定大、中、小三种类型的飞机由于装卸货、起降

带来的附加成本为 A、B、C(A>B>C)，依靠于未定的 A、B、C值和更少的飞机架次来确定最
少成本．进而利用利润＝销售额­货物成本­运输成本­附加成本算出最大利润．

2.4 问题四的分析

针对问题四，我们首先对附件 2中的每个货物的历史需求量进行分析，我们分析每种货
物历史需求量的正态分布性，画出每种货物历史需求量的 Q­Q图，发现每种货物的历史需求
量均符合正态分布．同时，我们观察到问题四与问题五中可靠性 95%、70%与正态分布中 3σ
原则中的概率 95.45%和 68.27%具有较大的相似性，因此我们定义可靠性 95%的含义是指附
件二中各种货物历史数据仅有 95％的数据可代表实际的运输情形，即实际的运输时的每种货
物需求量，只能取自 (𝜇𝑖 − 2𝜎𝑖,𝜇𝑖 + 2𝜎𝑖)的历史数据，其中 𝜇为历史数据的均值，𝜎为历史数

据的标准差，𝑖 为不同的货物种类．我们将每种货物的实际需求量离散化，假定为三种数值，

分别为 𝜇𝑖 − 2𝜎𝑖，𝜇𝑖，𝜇𝑖 + 2𝜎𝑖，分别设定其概率分布，同时，我们将所有货物的装运总量也只

分为三种情况：每种货物的货运量分别为 𝜇𝑖 − 2𝜎𝑖，𝜇𝑖，𝜇𝑖 + 2𝜎𝑖 件，建立模型计算经济期望．

再通过比较，得出在最优经济期望下的装货方式、机型的选择以及所需架次．
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2.5 问题五的分析

我们仍是按照问题四的思路，首先确定可靠性 70％的含义，即货物历史数据仅有 70％的
数据可代表实际的运输情形，即实际运输时的每种货物需求量，只能取自 𝜇𝑖 − 𝜎𝑖,𝜇𝑖 + 𝜎𝑖 的

历史数据．我们仍是将每种货物的实际需求量离散化，假定为三种数值，分别为 𝜇𝑖 − 𝜎𝑖，𝜇𝑖，

𝜇𝑖 + 𝜎𝑖(𝑖 为货物种类)，设定其概率分布．同时，我们将所有货物的装运总量也只分为三种情
况：每种货物均只装 𝜇𝑖 − 𝜎𝑖，𝜇𝑖，𝜇𝑖 + 𝜎𝑖 件，建立模型计算经济期望．再通过比较，得出在

最优经济期望下的装货方案、机型的选择以及所需架次．

三、模型假设

1. 机舱内与集装箱内货物摆放位置无区域限制

2. 货物均为长方体型且质量分布均匀

3. 货物具有良好的可耐压性，不会由于堆叠而发生变形，且无危险品、特殊物品等货物

4. 所有装载过程认定为离线装载过程

5. 所放置货物的各边与货舱边或集装箱边正交或平行

6. 假设不会出现物资悬空的情况

7. 假设一种货物仅由一种集装箱装载．且货物按照同样的方向，以同样的姿态进行摆放

四、符号说明

符号 含义 单位

𝑥𝑖𝑐 c号集装箱内第 i个放置货物的 x坐标
𝑦𝑖𝑐 c号集装箱内第 i个放置货物的 y坐标
𝑧𝑖𝑐 c号集装箱内第 i个放置货物的 z坐标
𝑚𝑖𝑐 c号集装箱内第 i个放置货物的质量 t
𝑣𝑖𝑐 c号集装箱内第 i个放置货物的体积 𝑚3

𝑍 全体货运飞机的体积利用率

𝑀𝑐 c号货舱的载重最大限制 t
𝑉𝑐 c号货舱的体积最大限制 𝑚3

𝑙𝑖 第 i个放置货物的长度 m
𝑤𝑖 第 i个放置货物的宽度 m
ℎ𝐼 第 i个放置货物的高度 m
𝐿𝑐 c号机舱的长度 m
𝑊𝑐 c号机舱的宽度 m
𝐻𝑐 c号机舱的高度 m
𝑈𝑖𝑔 i号柔性航空集装箱对于 g类小型货物的空间利用率
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五、模型建立与求解

5.1 问题一的模型建立与求解

问题一要求我们尽可能地将三架货运飞机填充不留空隙，则问题转化为经典的三维背包

装载问题（3D­KLP），同时由于装载货物类型较多且尺寸又各不相同，则进一步认定为强异
构类装载问题．其中我们将模型中货物的价值定义为货物的体积，则目标函数转化为货机的

体积利用率达到最大，下面开始模型的建立与求解．

5.1.1 目标函数与约束条件的建立

对于本问题，我们定义 C={𝑐1,𝑐2...𝑐9}为所有可用机舱，从 1­9分别为大型货机的前中后
舱，中型货机的前中后舱，小型货机的前中后舱；定义 G={𝑔1,𝑔2,𝑔3...𝑔10}为所有可装载货物
类别．其次，对于每个长方体货舱，我们在某一角落处进行建系，最长边为 x轴，其次为 y轴，
最后为 z轴，对于摆放在其中的货物，我们定义其左后下顶点为其放置的三维坐标点．基于
以上分析，对本问题进行模型构建，目标函数与装载约束条件如下：

(1) 由于题目要求尽量使机舱剩余空隙最小，故目标函数设定为集装箱体积利用率最大：

𝑍 = max

∑9
𝑐=1

∑𝑛
𝑖=1 𝑣𝑖𝑐∑9

𝑐=1𝑉𝑐

(1)

其中，Z为机舱体积利用率,𝑣𝑖𝑐 为 c号货舱中第 i个摆放的货物的体积，𝑉𝑐 为 c号货舱
的体积．

(2) 货物总重量约束：对任一货舱须满足
𝑛∑
𝑖=1

𝑚𝑖𝑐 ⩽ 𝑀 ∀𝑐 ∈ 𝐶 (2)

其中，等式左侧为该机舱所放置的货物重量之和，等式右侧为该机舱的最大载重限制．

(3) 货物总体积约束：对任一货舱须满足：
𝑛∑
𝑖=1

𝑣𝑖𝑐 ⩽ 𝑉 ∀𝑐 ∈ 𝐶 (3)

其中，等式左侧为该机舱所放置的货物体积之和，等式右侧为该机舱的货舱体积

(4) 货物装载三维尺寸约束：对任一货舱须满足：

0 ⩽ 𝑥𝑖 + 𝑙𝑖 ⩽ 𝐿𝑐

0 ⩽ 𝑦𝑖 + 𝑤𝑖 ⩽ 𝑊𝑐

0 ⩽ 𝑧𝑖 + ℎ𝑖 ⩽ 𝐻𝑐

∀𝑐 ∈ 𝐶 (4)

其中，𝑥𝑖、𝑦𝑖、𝑧𝑖 为货物摆放的三维坐标点，𝑙𝑖、𝑤𝑖、ℎ𝑖 为货物的体积参数，L、W、H为
货舱的体积参数．
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(5) 货物装载机舱重量平衡约束：为了保证飞行过程平稳，故须保证飞机前中后舱载货量满
足最大载货量之比，而由于实际输送过程中不可能完全贴合，故我们设立了 0.1的误差
范围，对任一飞机须满足：∑𝑛

𝑖=1𝑚𝑖𝑐1∑𝑛
𝑗=1𝑚 𝑗𝑐2

− 𝑀𝑐1

𝑀𝑐2

⩽ 0.1 ∀𝑐1, 𝑐2 ∈ 𝐶 (5)

其中 𝑐1,𝑐2取自同一架飞机的货舱．

5.1.2 利用三空间分割规则进行货物摆放

下面我们进行装舱约束，对于每个货舱长方体，我们首先制定了如下的装舱规则：

(1) 定序规则

货物装载顺序将会影响集装箱空间布局的质量，在设计装载方案的过程中，为了确定货

物放入集装箱中的先后顺序，较多地采用定序规则．在此规则中常用的有体积递减、重

量递减、最长边递减等规则．在此问题中，我们按照货物密度对货物进行升序排序，优

先考虑摆放密度最小的货物．

(2) 定位规则

在待装载货物遵循一定的先后次序逐个装箱的过程中，需要相应的定位规则确定其摆放

位置．定位规则包含多种方法，首先将货物放置在集中的一角，然后沿着边依次装载，

最后再填满中心的占角策略应用较多．本文采用占角策略开展装载研究．

(3) 三空间分割规则

首先我们对空间进行编码，定义空间 S=(𝑥𝑎,𝑦𝑎,𝑧𝑎,𝑥𝑏,𝑦𝑏,𝑧𝑏),其中前三个坐标表示空间的
左后下顶点，后三个坐标表示空间的右前上顶点，所以空间的长度 L，宽度W，高度 H
表示为：

𝐿 = max(𝑥𝑏 − 𝑥𝑎, 𝑦𝑏 − 𝑦𝑎)
𝑊 = min(𝑥𝑏 − 𝑥𝑎, 𝑦𝑏 − 𝑦𝑎)
𝐻 = 𝑧𝑏 − 𝑧𝑎

(6)

定义货舱的剩余空间指装载一定的货物以后，货舱内部剩余的还可以利用的空间．在后

续不断添加货物的过程中，剩余空间的形状变得相对复杂，很难进行整体描述．为了使

货物的待装载空间表述清楚，采用三空间分割规则来对集装箱空间进行划分．当货舱中

装入一个货物时，此时货舱中的空间结构发生了变化，除去货物所占有的体积外，将剩

余空间划分成前、右、上三个部分．在不断添加货物时，陆续生成上述子空间，直至装

满集装箱或者没有待装货物为止．集装箱三空间分割布局与三维坐标系对应关系示意

图如图 1．
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图 1 三空间分割剩余空间示意图

在每次放置货物后进行三空间分割，然后在每个子空间中进行下一次的摆放，同样沿用占角

策略，此时我们对十种货物进行搜索，若满足以下约束条件以及 5.1.1中模型建立的约束条件，
则可进行放置．

𝑙𝑖 ⩽ 𝐿

𝑤𝑖 ⩽ 𝑊

ℎ𝑖 ⩽ 𝐻

(7)

假设在放置货物 𝑔𝑖(𝑙𝑖,𝑤𝑖,ℎ𝑖)后，原空间𝑉𝑖(𝑥𝑖𝑎,𝑦𝑖𝑎,𝑧𝑖𝑎,𝑥𝑖𝑏) ,𝑦𝑖𝑏,𝐻)被分为以下三个子空间，前𝑉𝑖1 ,
右 𝑉𝑖2 ,后 𝑉𝑖3 ,其分别对应的空间编码如下：

𝑉𝑖1 (𝑥𝑖𝑎 + 𝑙𝑖, 𝑦𝑖𝑎, 𝑧𝑖𝑎, 𝑥𝑖𝑏, 𝑦𝑖𝑏, 𝐻)
𝑉𝑖2 (𝑥𝑖𝑎, 𝑦𝑖𝑎 + 𝑘 𝑖, 𝑧𝑖𝑎, 𝑥𝑖𝑎 + 𝑙𝑖, 𝑦𝑖𝑏, 𝐻)
𝑉𝑖3 (𝑥𝑖𝑎, 𝑦𝑖𝑎, 𝑧𝑖𝑎 + ℎ𝑖, 𝑥𝑖𝑎 + 𝑙𝑖, 𝑦𝑖𝑎 + 𝑤𝑖, 𝐻)

(8)

至此模型建立完毕，下面开始模型的求解，我们利用 python 进行编程寻找最优的货运方案，
总求解过程的流程图如图 2所示，具体代码见附录一，得出货运结果如下：

表 1 货舱运送设计表

HW3 HW10 HW1 HW9 HW6 载重利用率 体积利用率

货舱 1 7 4 1 2 0 1.0000 0.0291
货舱 2 7 4 4 1 2 1.0000 0.0322
货舱 3 7 4 0 2 0 0.9875 0.0303
货舱 4 7 4 0 2 0 0.9875 0.0616
货舱 5 7 4 2 1 2 0.9834 0.0495
货舱 6 7 3 0 0 0 0.9667 0.0643
货舱 8 7 4 0 2 0 0.9875 0.3675
货舱 9 5 1 0 0 0 0.9500 0.2848
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图 2 货运方案算法求解流程图

图 3 大型飞机中舱的货运设计示意图

同时我们对结果进行可视化，部分结果如图 3．
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5.2 问题二的模型建立与求解

对于问题二，我们沿袭第一问的思路，选择将集装箱和货舱的空间利用率作为目标函数，

建立模型求解目标函数的最大值，并得出相应的摆放情况，以及所需的飞机架次．我们从实

际情况出发，先保证集装箱的利用率进行选定集装箱，再考虑机舱的空间利用率从而确定机

型．由于飞机架次不受限制，故我们将第一问的模型进行改进，着重体现在改变飞机的定序

规则，求解最优空间利用率下的定序规则，机型选择与飞机所需的架次．

5.2.1 选择集装箱并进行集装箱装配

我们首先进行初步考量，对于大型货机，用货物的总重量除以大型货机的总载重量，得

到大货机至少需要 6299.53/34≈185架次，数值较为庞大，对于中、小货机，同样计算出也至
少需要 242，350架．其次我们考虑到由于集装箱非一次性用品，可以反复使用，并且货机架
次多，单次飞行所需集装箱数量较少，故我们不考虑集装箱的个数限制，仅考虑集装箱的体

积限制．

(1) 集装箱的初步选择：

我们观察到：仅有货物 HW2、HW6、HW7、HW10体积小于 2m³，集装箱 Y1、Y2、Y4、
Y5外部尺寸相等，Y3、Y6外部尺寸极其相近，而 Y5、Y6为柔性集装箱，其高度可变，
可对无用体积进行高度的压缩，对于增大集装箱的体积利用率有较大作用，并且其质量

相对较轻，所以我们用 Y5、Y6柔性航空集装箱对 Y1、Y2、Y3、Y4航空集装箱进行替
代，并且同时考虑具有独特尺寸的 Y7柔性航空集装箱，故最终决定使用 Y5、Y6、Y7
三种柔性航空集装箱装载体积小于 2m³的货物．

(2) 建立同构同向货物的二维装箱模型，进行集装箱的再选择：

由于所选集装箱均为柔性航空集装箱，其高度可变，故对于集装箱的体积利用率，我们

可以将其转化为底面积的利用率．我们选取底面积利用率最高的集装箱作为该种货物

装载的集装箱．我们定义第 i种柔性航空集装箱对于第 j种货物的空间最大利用率为

𝑈𝑖 𝑗 = max
𝑎 𝑗𝑏 𝑗 ⌊ 𝐿𝑖

𝑎 𝑗
⌋ ⌊𝑊𝑖

𝑏 𝑗
⌋

𝐿𝑖𝑊𝑖

(9)

其中 𝑖 ∈ {1, 2, 3}， 𝑗 ∈ {1, 2, 3, 4}，𝑎 𝑗 ,𝑏 𝑗 是第 𝑗 种货物长宽高 𝑙 𝑗 ,𝑤 𝑗 ,ℎ 𝑗 的所有可能组合．

对每一类小型货物，我们我们通过计算 𝑈1 𝑗、𝑈2 𝑗、𝑈3 𝑗，选取其中的最大值，并将其集

装箱型号和货物摆放方式记录，作为第 j种货物填充所用的集装箱和第 j种货物的填充
状态．

我们编写相应代码进行求解得出下表结果，具体代码见附录 2，最终决定四种小型货物
均采用 Y7柔性集装箱进行装载，具体摆放的俯视图如图 4所示．
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表 2 集装箱选择比较表

U HW2 HW6 HW7 HW10

Y5柔性集装箱 0.6524 0.7499 0.8078 0.5918
Y6柔性集装箱 0.6935 0.6763 0.8242 0.629
Y7柔性集装箱 0.7815 0.8983 0.9679 0.7089

(a) Y7集装箱内 HW2摆放示意图 (b) Y7集装箱内 HW6摆放示意图

(c) Y7集装箱内 HW7摆放示意图 (d) Y7集装箱内 HW10摆放示意图

图 4 集装箱装箱示意图

(3) 对货物数据进行更新:

我们根据集装箱和填充状态，按照高度的限制，更新体积小于 2m³的货物的数据，将十
类货物中的小型货物用 Y7柔性集装箱所替代，具体更新其长度，宽度，高度，重量，供
应数量等参数，其中长度均为 2.235m，宽度均为 2.743m，通过计算更新数据如下表：
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表 3 集装箱装配设计表

小型货物 装载数量 集装箱高度 集装箱总载重量 集装箱的空间利用率 集装箱的需求量

HW2 4 1.15 0.95t 78.15% 92
HW6 12 1.82 3.75t 89.83% 26
HW7 25 1.08 5.9t 96.76% 24
HW10 4 1.6 0.95t 70.89% 306

5.2.2 选择货机机型确定具体配送方案

在进行完集装箱装配后，我们开始进行装机过程，我们对第一问中的模型进行改进，增

加了货物的数量约束条件，保证货物可以全部装机．其次改变定序规则，我们分别从按密度

递增，按体积递减，按最长边递减三种定序规则对三种机型分别进行了求解，最终选定空间

利用率最大的选择作为最终的机型选择与摆放方案．我们利用 python进行求解，具体代码见
附录 3，得出下表结果：

表 4 机型与定义规则选择表

定序规则 机型 所需架次 货机空间体积利用率

密度递增 大型货机 194 0.015472
中型货机 305 0.021586
小型货机 375 0.137183

体积递减 大型货机 193 0.015564
中型货机 303 0.021689
小型货机 372 0.138449

最长边递减 大型货机 192 0.015640
中型货机 299 0.021981
小型货机 370 0.139084

根据题目要求，为使货舱尽量不留空隙，则要求空间体积利用率最大，故选择小型货机进

行配送，需要 370架次飞机，具体运送方案见支撑材料 small_cargo_length.xlsx.表中 J2,J6,J7,J10
即代表运送 HW2,HW6,HW7,HW10货物的集装箱，自上而下为按前中后舱排列的装配方案．

5.3 问题三的模型建立与求解

通过对大中小飞机体积利用率的比较，我们发现小飞机在体积利用率上明显高于大中型

飞机，若仍以集装箱尽量不留空隙、货运飞机尽量不留空隙作为货物装运的思路，即以空间

利用率尽可能高作为货物装运的思路，不考虑飞机的其它成本，确实会影响经济效益．我们

考虑到在实际生活中，货物运输的利润不仅仅是只依靠于货物本身的价值，同样也取决于交

通运输的成本．已知整个货运过程的利润 Q等于货物总价值减去总成本 K，总成本又包括货
物置备成本、货物的空中运输成本和由于装卸货，飞机起降带来的飞机的附加成本．由于货
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源已经确定，货物数量也不再发生变化，即货物总价值 Value、货物置备成本、货物的运输成
本不发生改变，所以如果仅仅只考虑空间利用率不足以获得经济效益最大．因此在第三问中

我们引入三种机型的附加成本 A、B、C，来达到提高经济效益的目的，即：

𝑄 = 𝑉𝑎𝑙𝑢𝑒货物 − 𝐾
𝐾 = 𝐾货物 + 𝐾运输 + 𝐾附加

(10)

示意图如下：

图 5 货运利润利润图

为了更好地建立模型同时避免将问题复杂化，我们补充以下假设：

1. 货物的数量不发生改变，且其经济效益能够发挥到最大

2. 每架大、中、小三种类型的飞机的其它成本分别是 A、B、C（万元）且恒定不变

3. 飞机的飞行架次没有限制

4. 货物的运输只选定一种类型的飞机

为了降低成本，我们则要尽量减少飞机的架次，由表 4可得，三种机型均在采用最长边递减的
定序规则下所需架次最少，分别为 192，299，370架次．则若要利润最大，就要选择成本最小的
货运方案，那么对于大、中、小三种同类型的货机，在三种定序规则下所产生的最小的飞机附

加成本分别为 192A，299B，370C．则货机运输附加成本最小值 𝐾附加=min(192𝐴, 299𝐵, 370𝐶)，
同时我们计算出货物的销售总利润 𝑉𝑎𝑙𝑢𝑒 − 𝐾货物 = 1550万元，则最大利润

𝑄 = max(1550 − 192𝐴, 1550 − 299𝐵, 1550 − 370𝐶) (11)

相应地根据不同 Q的取值选择大、中、小飞机进行运输，均按照最长边递减的定序规则进行
装配，具体的货物摆放设计表见支撑文件 big_cargo_length.xlsx,middle_cargo_length.xlsx,sma­
ll_cargo_length.xlsx.
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