
2024 年全国高中数学联赛北京赛区预赛一试试卷

考试时间: 8:00 - 9:20

填空题 (1-8 题每题 8 分， 第 9 题 16 分，第 10，11 题每题 20 分，共 120 分)

1. 设 整 数 集 合
 1 2 3 4 5A a a a a a ， ， ， ，

 ， 若 A 中 所 有 三 元 子 集 的 三 个 元 素 之 积 组 成 的 集 合 为

 30, 15, 10, 6, 5, 3,2 6,10,15B        ，
 ，则集合 A  __________________.

2. 已知函数 

 
2 0
1ln 1 0
2

x x
f x

x x

 
       

，

，
 若关于 x  的方程   f f x m

 恰有三个不相等的实数根 1 2 3, ,x x x  

且满足 1 2 3x x x   ，则  
1

2

2 9
ln 4

x
x


  的取值范围是__________________.

3. 从1,2, , 2024L 中任取两个数
 a b a b，

，则3 7a b 值中，个位数字为 8 的数有__________个.

4. 设复数 z 满足
3 2i 6z  

，令

2

1
10 74
5 7i

z zz
z
 


  ，则 1z 的最大值是__________________.

5. 已知函数

  *

,
1 , , , N , , ,

x x
f x q qx p q p q p q

p p


    

若 为无理数

若 其中 且 互质

，则函数
 f x

在区间

8 9,
9 10

 
 
  上 最大值

为__________________.

6. 对于 0c   ，若非零实数 a b，  满足 
2 24 2 4 0a ab b c     ，且使 2a b  最大，则 

3 4 2
a b c

 
 的最小值

为__________________.

7. 已知函数
  4 4cos sin sin4f x x x a x b   

，且

π
6

f x  
 为奇函数. 若方程𝑓(𝑥) +𝑚 = 0在 0, π

上有四个不

同 实数解 1 2 3 4， ， ，x x x x  ，则

1 2 3 4

4
x x x xf    

 
   的平方值为__________________.

8. 已知
 1,2, , 2625A  L

，且 A 中任意两个数的差的绝对值不等于 4，也不等于 9，则
A

的最大值为

__________________.

9. 设多项式 

2023
2024

0
( ) i

i
f x x cx



  
 ，其中 

 1,0,1ic  
 . 记 N 为

 f x
的正整数根的个数（含重根）.若

 f x

无负整数根， N 的最大值是__________________.

10. 在棱长为 4 的正方体 1 1 1 1ABCD A B C D
中， E 为棱 1AA

上的一点，且 1 1,A E F
为截面 1A BD

上的动点，则

AF FE 的最小值等于__________________.

的

的

的



11. 数列
 na

定义如下：设

 
 

2 !
! 2024 !

n
n n 

写成既约分数后 分母为
  , nA n a

等于
 2A n

的最大质因数，则 na
的

最大值等于__________________.

2024 年全国高中数学联赛北京赛区预赛二试试卷

考试时间: 9:40-12:30

12. 设 , ,a b c 是三个正数，求证：

 
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

3 22 2 2
2 2 2 5 5 5

a b ca b c
a b c a b c a b c a b c ab bc ca

 
  

           .

13. 如图所示，锐角 ABCV 的三条高线 AD，BE，CF 交于点 H，过点 F 作 / /FG AC 交直线 BC 于点 G，设VCFG

的外接圆为 O Oe e， 与直线 AC 的另一个交点为 P，过 P 作 / /PQ DE 交直线 AD 于点 Q，连接 OD，OQ.求证:

OD OQ .

14. 有 n 个球队参加比赛，球队之间 比赛计划已经安排好了.但是每场比赛的主场客场还没有分配好.这时每个球队

都上报了自己能够接受的客场比赛的最大次数.最终组委会发现这些次数加在一起恰好是比赛的总场次，并且组委会

还发现任意挑出若干支球队，他们能够接受的客场次数之和都要大于等于他们之间的比赛总场次.请问组委会能否安

排好主客场使得每支球队都满意，请证明你的结论.

15. 设 1 2 na a aL， ， ，
为 n 个两两不同的正整数且 1 2 na a aL

恰有 4048 个质因数. 如果 1 2 na a aL， ， ，
中任意多个

数相乘均不是一个整数的 4049 次方，求 n 的最大值.

的

的



2024 年全国高中数学联赛北京赛区预赛一试试卷

考试时间: 8:00 - 9:20

填空题 (1-8 题每题 8 分， 第 9 题 16 分，第 10，11 题每题 20 分，共 120 分)

1. 设 整 数 集 合
 1 2 3 4 5A a a a a a ， ， ， ，

 ， 若 A 中 所 有 三 元 子 集 的 三 个 元 素 之 积 组 成 的 集 合 为

 30, 15, 10, 6, 5, 3,2 6,10,15B        ，
 ，则集合 A  __________________.

【答案】 2, 1,1,3,5 

【解析】

【分析】依据总的乘积，绝对值最大的乘积，绝对值最小的乘积去分析集合A 中的各元素即可.

【详解】A 中所有三元子集共有
3
5C 10 个，

A 中的每个元素在这些三元子集中均出现了
10 3 6

5


 次，

故              6
1 2 3 4 5 30 15 10 6 5 3 2 6 10 15a a a a a                 ，

1 2 3 4 5 30a a a a a  ，因为集合 B 中的元素有6 个负数 4 个正数，

故集合A 中的元素有 2 个负数3个正数，所以 1 2 3 4 5 30a a a a a  ，

不妨设 1 2 3 4 5a a a a a    ，

三个元素之积绝对值最大时， 3 4 5 30a a a   ， 1 2 1a a   ，

又A 为整数集合，所以 1 1a  ， 2 1a   或者 1 1a   ， 2 1a  ；

三个元素之积绝对值最小时， 1 2 3 2a a a  ，又 1 2 1a a   ，所以 3 2a   ， 4 5 15a a  ，

因为集合A 中的元素有 2 个负数3个正数，故 4a 、 5a 均为正整数，所以 4 3a  ， 5 5a  ，

故  2, 1,1,3,5A    .

故答案为： 2, 1,1,3,5  .

【点睛】关键点点睛：本题考查集合的子集，关键是理解题目的意思，并从“总的乘积，绝对值最大的乘积，绝

对值最小的乘积”这些不同的角度去分析集合A 中的各元素.

2. 已知函数  
2 0
1ln 1 0
2

x x
f x

x x

 
       

，

，
 若关于 x  的方程   f f x m  恰有三个不相等的实数根 1 2 3, ,x x x  

且满足 1 2 3x x x   ，则  
1

2

2 9
ln 4

x
x


  的取值范围是__________________.



【答案】
1 1,1

ln 2 2ln 2
   

【解析】

【分析】求出嵌套函数解析式

4, 2,
1( ( )) ln 2 , 2 0,
2
1 1ln ln 1 1 , 0
2 2

x x

f f x x x

x x


   
        

 
           

，作出其图象，得到0 ln 2m  ，化简得

 
1

2

1ln 22 9 22 1
ln 4 ln 2

x
x m

  
    

 

，设右边为新函数，根据其单调性得到范围.

【详解】当 2x   时，则 2 0x   ，则    2 2 4f f x x x     ，

当 2 0x   时，0 2 2x£ + < ，则     1 1ln 2 1 ln 2
2 2

f f x x x            
，

当 0x  时，    1 1ln ln 1 1
2 2

f f x x        
，

即

4, 2,
1( ( )) ln 2 , 2 0,
2
1 1ln ln 1 1 , 0
2 2

x x

f f x x x

x x


   
        

 
           

方程 ( ( ))f f x m 恰有三个不相等的实数根等价于直线 y m 与函数 ( ( ))y f f x 的图象有三个不同交点，因此

0 ln 2m  .

此时 1 4x m  且 2
1ln 2
2

x m   
 

，则 1 4x m  ，  2ln 4 ln 2x m   ，

从而  
1

2

1ln 22 9 2 1 22 1
ln 4 ln 2 ln 2

x m
x m m

   
      

 

，

设  
1ln 2
22 1

ln 2
h m

m

  
   

 

，则其在[0, ln 2)上单调递增，



因此  
1

2

2 9
ln 4

x
x


 的取值范围是

1 1,1
ln 2 2ln 2

   
.

故答案为：
1 1,1

ln 2 2ln 2
   

.

【点睛】关键点点睛：本题的关键是利用分段函数的解析式求出   y f f x 的表达式，然后利用转化法、数形

结合思想进行求解.

3. 从1,2, , 2024L 中任取两个数  a b a b， ，则3 7a b 的值中，个位数字为 8 的数有__________个.

【答案】384307

【解析】

【分析】先找出3n 个位数字，7n 个位数字，得出周期性，再找出个位数字是 8 的情形即可.

【详解】当 1,2,3,4n  时，3n 个位数字分别是7,9,3,1，7n 个位数字分别是7,9,3,1，周期都是 4.

个位数字为 8 的情形有 4 2 4 2 4 4 1 4 3 43 7 ,3 7 ,3 7m n m n m n      ，

综上，当且仅当        , 4 2,4 2 , 4 ,4 1 , 4 3,4a b m n m n m n     时，  3 7 8 mod10a b  ，

形如      4 2,4 2 , 4 ,4 1 , 4 3,4m n m n m n    的数对  ,a b 的个数分别为：

   1 505 505 1 506 506506 506 506 506 128271 127765 128271
2

,
2

,
2

    
    ，

下证这些数不重复：

因为 a b ，所以3 7 7 7 2 7a b a b b     ，

若  1 1 2 2
1 23 7 3 7a b a b b b     ，则 2 2 2 1 1 12 7 3 7 3 7 7a b a b bb      ，

故 1 2 1 2b b a a   ，

因此，不存在重复的数

故共有128271 127765 128271 384307   个.

故答案为：384307 .

4. 设复数 z 满足 3 2i 6z   ，令
2

1
10 74
5 7i

z zz
z
 


 

，则 1z 的最大值是__________________.



【答案】
586 2
3



【解析】

【分析】利用复数差的几何意义可求的最值.

【详解】因为 3 2i 6z   ，所以
2 i 2
3

z   ，

        
2 22

1

5 7i 5 7i 5 7i10 74 5 7i 5 7i
5 7i 5 7i 5 7i

z z zz zz z z
z z z

      
        

     
，

复数 z 在复平面上所对应的点在以
20,
3

 
 
 

为圆心， 2 为半径的圆上，

1z 是以
20,
3

 
 
 

为圆心， 2 为半径的圆上的点到  5,7 两点间的距离，

20,
3

 
 
 

到  5,7 的距离为  
2

2 2 5865 0 7
3 3

     
 

，

所以 1
586 5862, 2
3 3

z
 

   
 

， 1z 的最大值为
586 2
3

 .

故答案为：
586 2
3

 .

5. 已知函数   *

,
1 , , , N , , ,

x x
f x q qx p q p q p q

p p


    

若 为无理数

若 其中 且 互质
，则函数  f x 在区间

8 9,
9 10

 
 
 

上的最大值

为__________________.

【答案】
18
19

【解析】

【分析】分类讨论 x 是有理数与无理数现两种情况，结合分段函数的定义，利用换元法分析得
18( )
19

f x  ，从而得

解.

【详解】若 x 为有理数，且
8 9,
9 10

x   
 

，

设  *8 9, , N
9 10

ax a
a




      
，

由
8 9
9 10

a
a 

 


，知
10 9 9

8 9
8 8 9

a a
a

a a


 


 
    

，



①当 1  时， a 不存在；

②当 2  时，存在唯一的 17a  ，此时
17 18, ( )
19 19

x f x  ；

③当 3  时，设 8a m  ，其中1 1m    ，且𝑚 ∈ N∗，

此时
8 1( )

9
mf x

m



 




，

因为
18 8 1 10 19 ( ) (9 19) 0
19 9 19(9 ) 19(9 )

m m m
m m m

   
  
      

   
  

，

所以若 x 为有理数，则
17
19

x  时， ( )f x 取最大值
18
19

；

若 x 为无理数，且
8 9,
9 10

x   
 

时，
9 18( )

10 19
f x x   .

综上可知， ( )f x 在区间
8 9,
9 10

 
 
 

上的最大值为
18
19

.

故答案为：
18
19

.

6. 对于 0c   ，若非零实数 a b，  满足 2 24 2 4 0a ab b c     ，且使 2a b  最大，则 
3 4 2
a b c

   的最小值

为__________________.

【答案】 5

【解析】

【分析】根据等式先配方出平方和

2
215

4 16
ba b   

 
，再利用柯西不等式，凑出 2a b ，以等号成立的条件为依据，

把
3 4 2
a b c

  转化为一个变量的函数，求最值即可.

【详解】因为 2 24 2 4 0a ab b c    ，所以

2
2 2 21 15

4 2 4 16
c ba ab b a b       

 
，

由柯西不等式得，

222
22 215 6 15 62 2 2

4 16 4 415 15
b ba b a b a b

                                    
，

当 2a b 最大时，有

15
4 4

62
15

ba b
 ，所以

3
2

a b ， 210c b ，

所以

2 2

2
3 4 2 3 4 2 1 1 2 1 1 5 53 10 5 5

2
a b c b b b b bb

               
    ，

当
1 5
b

 ，即
1
5

b  时，上式取得最小值 5 .



故答案为： 5 .

【点睛】关键点点睛：本题考查柯西不等式，关键在于用柯西不等式凑出
22a b ，当反推柯西不等式时，需要

结合不等式两边已有的式子，对相同未知数的系数进行分析配凑.

7. 已知函数   4 4cos sin sin4f x x x a x b    ，且
π
6

f x  
 

为奇函数. 若方程𝑓(𝑥) +𝑚 = 0在 0, π 上有四个不

同 实数解 1 2 3 4， ， ，x x x x  ，则
1 2 3 4

4
x x x xf    

 
 

 的平方值为__________________.

【答案】
1

12
## 112

【解析】

【分析】根据降幂公式、奇函数的性质求解 ( )f x 的解析式，再根据正弦函数的性质，结合整体思想进行求解即可.

【详解】
2 21 cos 2 1 cos 2( ) ( ) ( ) sin 4

2 2
x xf x a x b 

    21 1 (cos 2 ) sin 4
2 2

x a x b   

1 1 cos 4 1 3sin 4 sin 4 cos 4
2 4 4 4

x a x b a x x b
        ，

π( )
6

f x Q 为奇函数 ( )f x 的图像关于点
π( ,0)
6

对称，

所以

3 0
4

π 2 1 2sin π cos π 0
6 3 4 3

b

f a

  
        

，所以
3 3,

12 4
a b  ，

3 1 3 π( ) sin 4 cos 4 sin(4 )
12 4 6 3

f x x x x     ，

π π 13π[0, π] 4 [ , ]
3 3 3

x x   Q ，

方程 ( ) 0f x m  ，即方程 ( )f x m  在[0, ] 上有四个不同的实数解 1 2 3 4, , ,x x x x ，

则    max
0f m f x   或    min

0f x m f   ，即
1 3
4 6

m   或
3 1

6 4
m    ，

当
1 3
4 6

m   ，即
3 1

6 4
m    时，

则 1 2 3 4
π π π π4 4 π 4 4 5π
3 3 3 3

x x x x       ， ， 1 2 3 4
7π
6

x x x x   ，

1 2 3 4 1 2 3 43 π 3 3π 3sin(4 ) sin
4 6 4 3 6 2 6

x x x x x x x xf              
 

，

的



当
3 1

6 4
m    ，即

1 3
4 6

m   时，

1 2 3 4
π π π π4 4 3π 4 4 7π
3 3 3 3

x x x x       ， ， 1 2 3 4
13π

6
x x x x    ，

1 2 3 4 1 2 3 43 π 3 5π 3( ) sin(4 ) sin
4 6 4 3 6 2 6

x x x x x x x xf      
      ，

所以 1 2 3 4 3( )
4 6

x x x xf   
  ，

1 2 3 4

4
x x x xf    

 
 

的平方值为
1

12
.

故答案为：
1

12
.

8. 已知  1,2, , 2625A  L ，且 A 中任意两个数的差的绝对值不等于 4，也不等于 9，则 A 的最大值为

__________________.

【答案】1212

【解析】

【分析】根据 2625 13 201 12   ，取  | 13 ,0 201, , 1, 4,6,9,11,12A x x t k t t Z k       ，即可满足A 中

任何两个数的差的绝对值不等于 4，也不等于 9，然后证明在1,2, 13L 中，最多有 6 个数作为余数 k 入选A ，故

6 202 1212A    .

【详解】因为 2625 13 201 12   ，取  | 13 ,0 201, , 1, 4,6,9,11,12A x x t k t t Z k       ，

即可满足A 中任何两个数的差的绝对值不等于 4，也不等于 9.

下面证明以上满足题设条件.

若    13 4t r b a    或 9，  , 1, 4,6,9,11,12a b ，并且0 201r t   ，

（1）当 2t r  时，有  13 26t r  ，而 11 11b a    ，

因此    13 4,9t r b a    ；

（2）当 1t r  时，为使    13 4t r b a    或 9，应使得  13 4b a   或 9，

进而使得 4b a   或 9 ，但  , 1, 4,6,9,11,12a b ，故满足不了，

因此    13 4,9t r b a    ；

（3）当 0t r  时，为使    13 4t r b a    或 9，应使得 4b a  或 9，



进而使得 4b a   或 9 ，但  , 1, 4,6,9,11,12a b ，故满足不了，

因此    13 4,9t r b a    ；

综上所述，    13 4,9t r b a    ，这里  , 1, 4,6,9,11,12a b ，并且0 201r t   .

故A 中任何两个数的差的绝对值不等于 4，也不等于 9，此时 6 202 1212A    .

另一方面，在模 13 下考虑，将1,5,9,0,4,8,12,3,7,11,2,6,10 排成一个首尾相连的圆圈（这里 1 和 10 首尾相

连），

任意两个相邻的数的差的绝对值均为 4 或 9，

那么从中任取 7 个数，其中必定会有两个数的差的绝对值均为 4 或 9.

因此在1,2, ,13L 中，不可能同时有 7 个数作为余数 k 入选A ，

则 6 202 1212A    .

所以 A 的最大值为 1212.

故答案为：1212.

9. 设多项式 
2023

2024

0
( ) i

i
f x x cx



    ，其中  1,0,1ic    . 记 N 为  f x 的正整数根的个数（含重根）.若  f x

无负整数根， N 的最大值是__________________.

【答案】10

【解析】

【分析】先得到  f x 的整数根只能是 1,0,1 ，并举例得到 10N  的情况，再说明 11N  时不合要求，从而得到

结论.

【详解】当 2x  时，

2023 2023
2024

0 0

| i i

i i

x x cx
 

  ，所以  f x 整数根只能是 1,0,1 ，

注意到             3 5 11 21 43 85 171 341 683 6601 1 1 1 1 1 1 1 1 1f x x x x x x x x x x x x           ，

满足条件，

此时  f x 的次数为 2024 ，且  f x 展开式后任两项的指数不同，因此每项的系数为 1,0,1 ，

且 1是  f x 的 10重根， 1 不为  f x 的根，即此时 10N  ，理由如下：

记 1iq
if x  ，其中 1 2 3 4 5 61, 3, 5, 11, 21, 43q q q q q q      ，

7 8 9 1085, 171, 341, 683q q q q    ，

的



以上内容仅为本文档的试下载部分，为可阅读页数的一半内容。如要下载或阅
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