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一次函数

（1）对于正比例函数    0f x kx k  ，与其对应的抽象函数为      f x y f x f y   ．

（2）对于一次函数    0f x kx b k   ，与其对应的抽象函数为      f x y f x f y b   m ．

二次函数

（3）对于二次函数    2 0f x ax bx c a    ，与其对应的抽象函数为

      2f x y f x f y axy c    

幂函数

（4）对于幂函数   nf x x ，与其对应的抽象函数为      f xy f x f y ．

（5）对于幂函数   nf x x ，其抽象函数还可以是
 
 

f xxf
y f y

 
 

 
．

指数函数

（6）对于指数函数   xf x a ，与其对应的抽象函数为      f x y f x f y  ．

（7）对于指数函数   xf x a ，其抽象函数还可以是    
 

f x
f x y

f y
  ．

其中 ( 0, 1)a a 

对数函数

（8）对于对数函数   logaf x x ，与其对应的抽象函数为      f xy f x f y  ．

（9）对于对数函数   logaf x x ，其抽象函数还可以是    xf f x f y
y

 
  

 
．

（10）对于对数函数   logaf x x ，其抽象函数还可以是    nf x nf x ．

其中 ( 0, 1)a a 

三角函数

（11）对于正弦函数   sinf x x ，与其对应的抽象函数为        2 2f x y f x y f x f y   

注：此抽象函数对应于正弦平方差公式：    2 2sin sin sin sin        

（12）对于余弦函数   cosf x x ，与其对应的抽象函数为     2
2 2

x y x yf x f y f f         
   



注：此抽象函数对应于余弦和差化积公式： cos cos 2cos cos
2 2

      
 

（13）对于余弦函数   cosf x x ，其抽象函数还可以是        1
2

f x f y f x y f x y     

注：此抽象函数对应于余弦积化和差公式：
   cos cos

cos cos
2

   
 

  


（14）对于正切函数   tanf x x ，与其对应的抽象函数为      
   1

f x f y
f x y

f x f y


 
m

注：此抽象函数对应于正切函数和差角公式：   tan tantan
1 tan tan

  
 


 
m

题型一：一次函数模型 

【例 1】已知       1f x y f x f y    且  1 2f  ，则      1 2f f f n  L 不等于

A．        1
1 2 1 1

2
n n

f f nf


   L B．
 1

1
2

n n
f n

 
  

 

C．
2 3

2
n n D．  1n n 

【答案】D

【解析】       1f x y f x f y   Q ，      1 1 1f x y f x f y             ，

构造函数     1g x f x  ，则      g x y g x g y   ，且    1 1 1 1g f   ，

令     1na g n f n   ，则  1 1 1 1a f   ，

令 x n ， 1y  ，得      1 1g n g n g   ，

1 1 1n n na a a a     ，即 1 1n na a   ，

所以，数列 na 为等差数列，且首项为1，公差为1，  1 1 1na n n      ，

  1f n n   ，则   1f n n  .

            22 1 3 31 2 2 3 1
2 2 2

n n n n n nf f f n n
   

          L L ，

                 1 1 1 1
1 2 1 1 1 1

2 2 2 2
n n n n n n n n

f f nf f n n
   

        L
2 3

2
n n

 ，合乎题意；



    21 1 31 1 1
2 2 2

n n n n n nf n n
   

       
 

，合乎题意；

故选 D.

【变式 1-1】已知函数  f x 的定义域为R ，且
1 0
2

f    
 

，若 ( ) ( ) ( ) 4f x y f x f y xy   ，则下列结论错误

的是（    ）

A．
1 0
2

f    
 

B．
1 2
2

f     
 

C．函数
1
2

f x  
 

是偶函数 D．函数
1
2

f x  
 

是减函数

【答案】C

【解析】对于 A，令
1
2

x  、 0y  ，则有    1 1 10 1 0 0
2 2 2

f f f f f                      
，

又
1 0
2

f    
 

，故  1 0 0f  ，即  0 1f   ，

令
1
2

x  、
1
2

y   ，则有
1 1 1 1 1
2 2 2 2 2

14
2

f f f  
 

               
 


    

，

即   11 10
2 2

f ff         
  




，由  0 1f   ，可得 01 1
2 2

f f       
   

，

又
1 0
2

f    
 

，故
1 0
2

f    
 

，故 A 正确；

对于 C，令
1
2

y   ，则有  1 1 14
2 2 2

f x f x f x               
     

，

则
1 2
2

f x x    
 

，故函数
1
2

f x  
 

是奇函数，故 C 错误；

对于 D，有  11 2 1 2 2
2

f x x x         
 

，即
1 2 2
2

f x x     
 

，

则函数
1
2

f x  
 

是减函数，故 D 正确；

对于 B，由
1 2
2

f x x    
 

，令 1x  ，有
1 2 1 2
2

f        
 

，故 B 正确.

故选：C

【变式 1-2】（2024·河南新乡·一模）已知定义在R 上的函数  f x 满足 ,x y  R，

       2 1 2 3f xy f x f y f y x      ，  0 1f   ，则不等式   3 2xf x   的解集为（    ）

A．  1, B．  1,  C．  ,1 D．  , 1 

【答案】A



【解析】令 0x y  ，得 ( 1) (0) (0) (0) 3 3f f f f       .

令 0y  ，得 ( 1) ( ) (0)f f x f  (0)f  2 3x  ，解得 ( ) 2 1f x x  ，

则不等式 ( ) 3 2xf x   转化为 2 2 4 0xx    ，

因为 y  2 2 4xx   是增函数，且 12 1 2 4 0    ，

所以不等式 ( ) 3 2xf x   的解集为 (1, ) .

故选：A

【变式 1-3】已知定义在R 上的单调函数  f x ，其值域也是R ，并且对于任意的 , Rx y  ，都有

  f xf y xy ，则  2022f 等于（    ）

A．0 B．1 C． 22022 D． 2022

【答案】D

【解析】由于  f x 在R 上单调，且值域为R ，则必存在 0 Ry  ，使得  0 1f y  ，

令 0y y 得，   0 0f xf y xy ，即   0f x y x ，

于是 ,x y  R，        2
0 0 0 0f xf y f xy y y xy y y xy xy    ，则 0 1y   ，

从而  f x x  ，有  2022 2022f  .

故选：D

题型二：二次函数模型 

【例 2】（2024·高三·河北保定·期末）已知函数 ( )f x 满足： x ， y  Z，

( ) ( ) ( ) 2 1f x y f x f y xy     成立，且 ( 2) 1f   ，则   *2f n n N （    ）

A． 4 6n  B．8 1n  C． 24 2 1n n  D． 28 2 5n n 

【答案】C

【解析】令 0x y  ，则      0 0 0 1f f f   ，所以  0 1f   ，

令 1x y   ，则        2 1 1 2 1 2 1 3 1f f f f           ，

所以  1 1f    ，

令 1, 1x y   ，则        0 1 1 2 1 1 2 1f f f f         ，所以  1 1f  ，

令 *, 1,x n ny   N ，则        1 1 2 1 2 2f n f n f n f n n        ，

所以    1 2 2f n f n n    ，

则当 2n  时，    1 2f n f n n   ，

则                1 1 2 2 1 1f n f n f n f n f n f f f          L



     22 4 1
2 2 2 4 1 1 1

2
n n

n n n n
 

          L ，

当 1n  时，上式也成立，

所以    2 *1f n n n n    N ，

所以    2 *2 4 2 1f n n n n    N .

故选：C.

【变式 2-1】（2024·山东济南·三模）已知函数  f x 的定义域为 R，且      yf x xf y xy x y   ，则下

列结论一定成立的是（    ）

A．  1 1f  B．  f x 为偶函数

C．  f x 有最小值 D．  f x 在 0,1 上单调递增

【答案】C

【解析】由于函数  f x 的定义域为 R，且      yf x xf y xy x y   ，

令 1y  ，则      1 1f x xf x x   ，得    2 1 1f x x f x     ，

1x  时，    21 1 11f f     恒成立，无法确定  1 1f  ，A 不一定成立；

由于  1 1f  不一定成立，故    2 1 1f x x f x     不一定为偶函数，B 不确定；

由于    2 1 1f x x f x     的对称轴为  11 1
2

x f      与 0,1 的位置关系不确定，

故  f x 在 0,1 上不一定单调递增，D 也不确定，

由于    2 1 1f x x f x     表示开口向上的抛物线，故函数  f x 必有最小值，C 正确，

故选：C

【变式 2-2】（2024·陕西西安·模拟预测）已知函数 ( )f x 的定义域为R ，且满足

( ) ( ) ( ) 2 2, (1) 2f x f y f x y xy f      ，则下列结论正确的是（    ）

A． (4) 12f  B．方程 ( )f x x 有解

C．
1
2

f x  
 

是偶函数 D．
1
2

f x  
 

是偶函数

【答案】C

【解析】对于 A，因为函数 ( )f x 的定义域为R ，且满足 ( ) ( ) ( ) 2 2, (1) 2f x f y f x y xy f      ，

取 1x y  ，得 (1) (1) (2) 2 2f f f    ，则 (2) 4f  ，

取 2x y  ，得 (2) (2) (4) 8 2f f f    ，则 (4) 14f  ，故A 错误；

对于 B，取 1y  ，得 ( ) (1) ( 1) 2 2f x f f x x     ，则 ( 1) ( ) 2f x f x x   ，

所以 ( ) ( 1) 2( 1), ( 1) ( 2)f x f x x f x f x        2( 2), , (2) (1) 2x f f  L ，



以上各式相加得
  22( 1) 2 ( 1)

( ) (1)
2

x x
f x f x x

   
    ，

所以 2( ) 2f x x x   ，

令 2( ) 2f x x x x    ，得 2 2 2 0x x   ，此方程无解，故 B 错误.

对于 CD，由B知 2( ) 2f x x x   ，

所以
2

21 1 1 72
2 2 2 4

f x x x x                 
     

是偶函数，

21 1 1 2
2 2 2

f x x x                
     

2 112
4

x x  不是偶函数，故 C 正确，D 错误.

故选：C.

【变式 2-3】（2024·河南·三模）已知函数  f x 满足：  1 3f ≥ ，且 ,x y  R，

      6f x y f x f y xy    ，则  
9

1i
f i


 的最小值是（    ）

A．135 B．395 C．855 D．990

【答案】C

【解析】由       6f x y f x f y xy    ，得        2 2 23 3 3f x y x y f x x f y y       ，令

    23g x f x x  ，得      g x y g x g y   ，

令 , 1x n y  ，得      1 1g n g n g   ，

故                      1 1 2 2 1 1 1g n g n g n g n g n g g g ng              ，又     23g n f n n  ，

所以      2 23 3 1 3f n g n n n f n       ，

所以      
9 9 9

2

1 1 1
3 1 3 855 45 1 3

i i i
f i i f i f

  

              ，因为  1 3f ≥ ，当  1 3f  时，  
9

1i
f i


 的最小值

为 855．

故选：C．

题型三：幂函数模型

【例 3】已知函数  f x 的定义域为    ,0 0, U ，且      1 1xf x y f y   ，则（    ）

A．   0f x  B．  1 1f  C．  f x 是偶函数 D．  f x 没有极值点

【答案】D

【解析】令    g x xf x ，则      1 1 1g y y f y    ，

所以    1g x g y  ，且 , 1x y  为定义域内任意值，故  g x 为常函数.



令  g x k ，则   kf x
x

 ，为奇函数且没有极值点，C 错，D 对；

所以   0f x  不恒成立，  1 1f  不一定成立，A、B 错.

故选：D

【变式 3-1】（2024·河北·模拟预测）已知定义在    ,0 0, U 上的函数  f x 满足

      1f x f y
f xy

y x xy
 

   ，则（    ）

A．  f x 是奇函数且在  0,  上单调递减

B．  f x 是奇函数且在  ,0 上单调递增

C．  f x 是偶函数且在  0,  上单调递减

D．  f x 是偶函数且在  ,0 上单调递增

【答案】A

【解析】令 1x y   ，则    1 2 1 1f f   ，所以   11
3

f  ，

令 1x y  ，则    1 2 1 1f f   ，所以   11
3

f    ，

令 1y   ，则          1 1 1 1 2
3 3

f
f x f x f x f x

x x x x x
               ，

所以   1
3

f x
x

   ，

令 1y  ，则      1 1 1 1 1 1
3 3 3

f
f x f x

x x x x x x


         ，所以   1
3

f x
x

 ，

因为    1
3

f x f x
x

     ，且定义域关于原点对称，所以函数  f x 是奇函数，

由反比例函数的单调性可得函数   1
3

f x
x

 在  0,  上单调递减.

故选：A.

题型四：指数函数模型 

【例 4】（多选题）（2024·山西晋中·三模）已知函数  f x 的定义域为R ，满足

         f x y f x f y f x f y    ，且  0 1f   ，  1 1f   ，则下列说法正确的是（    ）

A．  0 0f  B．  f x 为非奇非偶函数

C．若  1 1f  ，则  4 15f  D．   1f x   对任意 *x  N 恒成立

【答案】ACD



【解析】我们有恒等式：                1 1 1 1f x y f x f y f x f y f x f y         .

对于 A，由恒等式可得        0 1 0 1 0 1f f f    ，而  0 1f   ，故  0 1 0f   ，所以  1 0 1f  ，即

 0 0f  ，故 A 正确；

对于 B，由于   0f x  满足条件且是偶函数，所以  f x 有可能是偶函数，故 B 错误；

对于 C，由恒等式可得        1 1 1 1 1f x f x f     ，故

                2 4
4 1 3 1 1 1 2 1 1 1 1 1f f f f f f         .

若  1 1f  ，则     4 44 1 1 1 2 1 15f f      ，故 C 正确；

对于 D，由恒等式可得        1 1 1 1 1f x f x f     .

而  1 1 0f   ，故  1 1f x   和   1f x  同号（同为正数，或同为负数，或同为 0），

从而再由  1 1 0f   可知    *1 0f x x   N ，即    *1f x x   N ，故 D 正确.

故选：ACD.

【变式 4-1】已知函数  f x 满足，        , 1 3f p q f p f q f    ，则

   
 

   
 

   
 

   
 

   
 

2 2 2 2 21 2 2 4 3 6 4 8 5 10
1 3 5 7 9

f f f f f f f f f f
f f f f f

    
    的值为（    ）

A．15 B．30 C．60 D．75

【答案】B

【解析】                  , , 1 3 1 311 nf p q f p f q f n f f f n nf f          Q Q

  13 3 3n nf n    

因此
   

 
   

 
   

 
   

 
   

 

2 2 2 2 21 2 2 4 3 6 4 8 5 10
1 3 5 7 9

f f f f f f f f f f
f f f f f

    
   

2 2 4 4 6 6 8 8 10 10

3 5 7 9
3 3 3 3 3 3 3 3 3 3=

3 3 3 3 3
    

   

=6 6 6 6 6 30    

故选：B

【变式 4-2】如果      f a b f a f b  且  1 2f  ，则
 
 

 
 

 
 

2 4 6
1 53

f f f
f f f

  （    ）

A．
12
5

B．
37
5

C．6 D．8

【答案】C

【解析】  1 2f Q ，      f a b f a f b  ，

     2 1 1f f f  ，      34 1f f f ，      6 5 1f f f ，



 
   2

1
1

f
f

f
  ，

 
   4

1
3

f
f

f
 ，

 
   6

1
5

f
f

f
 ，

 
 

 
 

 
   2 4 6

3 1 6
1 3 5

f f f
f

f f f
     ，

故选：C．

【变式 4-3】已知函数  f x 对一切实数 ,a b满足      f a b f a f b   ，且  1 2f  ，若

   
   

2

*2
N

2 1n

f n f n
a n

f n
    


，则数列 na 的前n项和为（    ）

A．n B． 2n C． 4n D．8n

【答案】C

【解析】∵函数  f x 对一切实数 ,a b满足      f a b f a f b   ，且  1 2f 

∴        1 1 2f n f n f f n   =

∴数列   f n 是等比数列，首项为 2，公比为 2

∴   *2 Nnf n n ，

所以
   

 

2
2 2

2 1

2 2 2 4
2 1 2

n n

n n

f n f n
a

f n 

      


所以数列 na 的前n项和为 4n．

故选：C．

题型五：对数函数模型 

【例 5】（多选题）已知函数  f x 的定义域为R ，      2 2f xy y f x x f y  ，则（    ）．

A．  0 0f  B．  1 0f 

C．  f x 是偶函数 D． 0x  为  f x 的极小值点

【答案】ABC

【解析】方法一：

因为 2 2( ) ( ) ( )f xy y f x x f y  ，

对于 A，令 0x y  ， (0) 0 (0) 0 (0) 0f f f   ，故A 正确.

对于 B，令 1x y  ， (1) 1 (1) 1 (1)f f f  ，则 (1) 0f  ，故 B 正确.

对于 C，令 1x y   ， (1) ( 1) ( 1) 2 ( 1)f f f f      ，则 ( 1) 0f   ，

令 21, ( ) ( ) ( 1) ( )y f x f x x f f x       ，

又函数 ( )f x 的定义域为R ，所以 ( )f x 为偶函数，故C 正确，



对于 D，不妨令 ( ) 0f x  ，显然符合题设条件，此时 ( )f x 无极值，故D 错误.

方法二：

因为 2 2( ) ( ) ( )f xy y f x x f y  ，

对于 A，令 0x y  ， (0) 0 (0) 0 (0) 0f f f   ，故A 正确.

对于 B，令 1x y  ， (1) 1 (1) 1 (1)f f f  ，则 (1) 0f  ，故 B 正确.

对于 C，令 1x y   ， (1) ( 1) ( 1) 2 ( 1)f f f f      ，则 ( 1) 0f   ，

令 21, ( ) ( ) ( 1) ( )y f x f x x f f x       ，

又函数 ( )f x 的定义域为R ，所以 ( )f x 为偶函数，故C 正确，

对于 D，当 2 2 0x y  时，对 2 2( ) ( ) ( )f xy y f x x f y  两边同时除以 2 2x y ，得到 2 2 2 2
( ) ( ) ( )f xy f x f y

x y x y
  ，

故可以设 2
( ) ln ( 0)f x x x
x

  ，则
2 ln , 0

( )
0, 0
x x x

f x
x

 
 


，

当 0x  肘， 2( ) lnf x x x ，则   2 12 ln (2 ln 1)x x x x
x

f xx      ，

令   0f x  ，得
1
20 ex


  ；令 ( ) 0f x¢ > ，得

1
2ex


 ；

故 ( )f x 在
1
20,e

 
 
 

上单调递减，在
1
2e ,

 
 

 
上单调递增，

因为 ( )f x 为偶函数，所以 ( )f x 在

1
2 ,0e

 
 

 
上单调递增，在

1
2, e

 
 





 上单调递减，

显然，此时 0x  是 ( )f x 的极大值，故 D 错误.

故选：ABC .

【变式 5-1】已知定义在  0,  上的函数  f x ，满足      1f xy f x f y   ，且
1 0
2

f    
 

，则  112f 

（    ）

A．1 B．11 C．12 D． 1

【答案】C

【解析】令 1x y  ，则      1 1 1 1f f f   ，解得  1 1f  ，

令
12,
2

x y  ，则     11 1 2
2

f f f      
 

，解得  2 2f  ，



令 2x y  ，则      22 1 2 2f f f   ，解得  22 3f  ，

令 22 , 2x y  ，则      3 22 1 2 2f f f   ，解得  32 4f  ，

，

依次类推可得  112 12f  。

故选：C

【变式 5-2】（2024·四川凉山·三模）已知  f x 为定义在 R 上且不恒为零的函数，若对 ,x y  R，都有

     f xy xf y yf x  成立，则下列说法中正确的有（    ）个．

①    0 1 0f f  ；

②若当 1x  时，   0f x  ，则函数    f x
g x

x
 在  0,  单调递增；

③对 *n  N ，    1n nf x nx f x ；    

④若
1 1
2 2

f     
 

，则
 

1

2
2 2

in
n

i

f
i

  .

A．1 B．2 C．3 D．4

【答案】C

【解析】令 0x y  有  0 0f  ，令 1x y  有  1 0f  . 所以①正确.

1 20 x x  ，因为    f x
g x

x
 ，所以                f xy xf y yf x f x f y

g xy g x g y
xy xy x y


      ，

所以    2 2
2 1 1

1 1

x xg x g x g x g
x x

   
      

   
，又因为

2

1

1x
x

 ，且当 1x  时，   0f x  ，

所以    
2

12
2 1

21

1

0

xf
xxg x g x g xx

x

 
        

 
. 所以②正确.

当 0x  时由①可得③成立；

当 0x  时，由②得      1n ng x g x g x   ，所以      1n ng x g x g x   ，

所以          1 1 2n n n ng x g x g x g x g x       ……    2g x g x  ，

累加得          1ng x g x n g x ng x    ，即
   n

n

f x f x
n

x x
  ，所以    1n nf x nx f x ，所以③正确．

令
1
2

x  ， 2y  ，由①得    1 12 2 1 0
2 2

f f f    
 

，又因为
1 1
2 2

f     
 

，所以  2 2f  ，

由③得
   1

n
n

f x
x f x

n
 ，所以

   1
2

2 2 2
n

n n
f

f
n

  ，



 所以   11 1
2 3 1

2 2 22 2 2 2 ...... 2 2 2
1 2

i ni i
i n n

n n

f
i

 


          


，所以④错误．

故选：C

【变式 5-3】（2024·山西·一模）已知函数  f x 是定义在 0x x ∣ 上不恒为零的函数，若

     
2 2

f x f y
f xy

y x
  ，则（    ）

A．  1 1f  B．  1 1f  

C．  f x 为偶函数 D．  f x 为奇函数

【答案】C

【解析】令 1x y  ，则    1 2 1f f ，故  1 0f  ，A 选项错误；

令 1x y   ，则    1 2 1f f  ，故  1 0f   ，B 选项错误；

令 1y   ，则 ( ) ( ) ( ) ( )2

1f
f x f x f x

x
-

- = + = ，故  f x 为偶函数，C 选项正确；

因为  f x 为偶函数，又函数  f x 是定义在 0x x ∣ 上不恒为零的函数，D 选项错误.

故选：C

题型六：正弦函数模型 

【例 6】（多选题）（2024·辽宁·模拟预测）已知函数 ( )f x 的定义域为 R，且

2 2( ) ( ) ( ) ( ), (1) 2, (2) 0f x y f x y f x f y f f      ，则下列说法中正确的是（   ）

A． ( )f x 为偶函数 B． (3) 2f   C． ( 1) (5)f f  D．
2024

2
( ) 2

k
f k



 

【答案】BD

【解析】令 0x y  ，则  2 0 0f    0 0f  .

另令 0x  ，则      2f y f y f y   ，由  1 2f  ，所以   0f y  不成立，

所以    f y f y   ，所以函数  f x 为奇函数，故 A 错误；

令 2x  ， 1y  ，则        2 23 1 2 1f f f f    3 2f   ，故 B 正确；

令 3x  ， 2y  ，则        2 25 1 3 2f f f f    5 2f  ，

又    1 1 2f f     ，所以    1 5f f   ，故 C 错；

令 2y  得          2 2 22 2 2f x f x f x f f x     .且  1 2f  ，  3 2f   ，  5 2f  .

所以      27 3 5f f f   7 2f   ；      29 5 7f f f   9 2f  ；      211 7 9f f f   11 2f  

L



所以    2 1 1 2kf k     ，又  0 0f  ，  2 2f  ，

所以      26 2 4f f f   4 0f  ；      28 4 6f f f   6 0f  L

所以  2 0f k  ；

所以                1 2 3 4 5 6 7 8f f f f f f f f        L

       4 1 4 2 4 3 4 4 0f k f k f k f k       

所以      
2024 2024

2 1

1
k k

f k f k f
 

    0 1f  2  ，故 D 正确.

故选：BD

【变式 6-1】（多选题）（2024·全国·模拟预测）已知函数  f x 的定义域为R ，且

2 2( ) ( ) ( ) ( ), (1) 1, (2) 0f x y f x y f x f y f f      ，则下列说法中正确的是（    ）

A． ( )f x 为偶函数 B． (3) 1f   C． ( 1) (5)f f   D．
2023

1
( ) 1

k
f k





【答案】BC

【解析】方法一：先介绍正弦平方差公式： 2 2sin sin sin( )sin( )A B A B A B    ．

证明过程如下：

2 2sin sin (sin sin )(sin sin )A B A B A B   

sin sin sin sin
2 2 2 2 2 2 2 2

A B A B A B A B A B A B A B A B                                  
          

2sin cos 2sin cos
2 2 2 2

A B A B A B A B        
  

2sin cos 2sin cos
2 2 2 2

A B A B A B A B        
  

sin( )sin( )A B A B   ．

由题意，可以令
π( ) sin
2

f x x ，因为
π( ) sin
2

f x x 为奇函数，故选项 A 错误．

因为 (3) 1f   ，故选项 B 正确．

因为 ( 1) 1 (5)f f     ，故选项 C 正确．

因为 4,2023 4 505 3T    L L ，故
2023

1
( ) (1) (2) (3) 0

k
f k f f f



    ，故选项 D 错误．

方法二：对于选项 A，因为 ( )f x 的定义域为R ，

令 0x y  ，则 2 2(0) (0) (0) (0)f f f f  ，故 2(0) 0f  ，则 (0) 0f  ，

令 0x  ，则 2 2( ) ( ) (0) ( )f y f y f f y   ，

又 ( )f y 不恒为 0，故 ( ) ( )f y f y   ，

所以 ( )f x 为奇函数，故 A 错误．



对于选项 B，令 2, 1x y  ，则 2 2(3) (1) (2) (1)f f f f  ．

而 (1) 1, (2) 0f f  ，所以 (3) 1f   ，故选项 B 正确．

对于选项 C，由选项 B 可知， (3) 1f   ，

令 3, 2x y  ，则 2 2(5) (1) (3) (2)f f f f  ，所以 (5) 1f  ．

又因为 ( )f x 为奇函数，所以 ( 1) (1) 1f f     ，故 C 正确．

对于选项 D，由选项 B 以及 2( 2) ( 2) ( )f x f x f x   ，可得 (7) 1, (9) 1, (11) 1f f f     ，

所以 (2 1) ( 1)kf k    ，同理可得 (2 ) 0f k  ．

因为 2023 4 505 3  L L ，故
2023

1
( ) (1) (2) (3) 0

k
f k f f f



    ，故 D 错误．

故选：BC

题型七：余弦函数模型 

【例 7】（多选题）已知定义域为R 的函数  f x 满足 ( ) ( ) ( ) (2 ) (2 )f x y f x f y f x f y      ，且

   0 0, 2 0f f   ，则（    ）

A．  2 1f 

B．  f x 是偶函数

C． 2 2[ ( )] [ (2 )] 1f x f x  

D．        1 2 3 2024 1f f f f    L

【答案】BC

【解析】A.          2 2f x y f x f y f x f y       ，

令 0, 2x y  ，则          2 0 2 2 0 0f f f f f     ，故 A 错误；

令 0x y  ，则              0 0 0 2 2 0 0f f f f f f f      ，又  0 0f  ，所以  0 1f  ，

令 2y  ，则            2 2 2 0 2f x f x f f x f f x         ，

所以函数  f x 关于  2,0 对称，

令 2x y  ，则          4 2 2 0 0 1f f f f f      ，

令 4y  ，且  2 0f   ，则              4 4 2 2f x f x f f x f f x f x            ，所以    =f x f x ，

又函数  f x 的定义域R ，所以函数  f x 为偶函数，故 B 正确；

令 y x  ，则          0 2 2f f x f x f x f x       ，

又          0 1, , 2 2f f x f x f x f x       ，所以    2 2] 2 ] 1f x f x     ，故 C 正确；



因为    4f x f x   ，所以      8 4f x f x f x     ，所以函数  f x 的一个周期为 8，

令 2, 1x y  ，则            3 2 1 0 1 1f f f f f f      ，所以    3 1 0f f  ，

所以    3 1 0f f    ，所以        5 7 3 1 0f f f f      ，

         6 2 2 0, 8 0 1f f f f f      ，

所以                1 2 3 4 5 6 7 8f f f f f f f f      

                 1 3 5 7 2 4 6 8 0 0 0 1 0 1 0f f f f f f f f                 ，

所以                1 2 3 2024 253 1 2 3 8 0f f f f f f f f            L L ，故 D 错误.

故选：BC

【变式 7-1】（多选题）（2024·辽宁·二模）已知定义城为 R 的函数  f x ．满足

         1 1f x y f x f y f x f y     ，且  0 0f  ，  1 0f   ，则（    ）

A．  1 0f  B．  f x 是偶函数

C．    2 2
1 1f x f x         D．  

2024

1
i

f i  

【答案】ABC

【解析】对于 A 项，由          1 1f x y f x f y f x f y     ，

令
1
2

x y  ，则  
2 2

1 11 0
2 2

f f f                    
，故 A 项正确；

对于 B 项，令 0x y  ，则        2 2 2
0 0 1 0f f f f             ，

因  0 0f  ，故  0 1f  ，

令 1y  ，则            1 1 1 0 1f x f x f f x f f x       ①，

所以函数  f x 关于点  1,0 成中心对称，

令 1x y  ，则      2 2
2 1 0 1f f f          ，

令 2y  ，则            2 2 1 1f x f x f f x f f x       ②，

由①可得：    2f x f x    ③，由②③可知：    f x f x  ，

且函数  f x 的定义域为R ，则函数  f x 是偶函数，故 B 项正确；

对于 C 项，令 y x  ，则          0 1 1f f x f x f x f x     ，

因为  0 1f  ，    f x f x  ，    1 1f x f x    ，代入上式中得，

故得：    2 2
1 1f x f x         ，故 C 项正确；

对于 D 项，由上可知：    2f x f x   ，则      4 2f x f x f x     ，
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