
定理 2.8设 𝑎和 𝑏为凸体 𝐾 ⊂ R2的非钝顶点.若某个坐标轴平行于 𝑎𝑏,则 𝐾 为阶

梯连通集.

定理 2.9在 R2中,每个凸体可以经过旋转成为阶梯连通集.

定理 2.10 R2中任意有限多个钝的凸体的连通并为正交连通集.

定理 2.11 R2中有限多个钝的凸体的并的凸包为阶梯连通集.

定理 2.12任意多个交非空的平行矩形的并集为阶梯连通集.

定理 2.13若任意多个平行矩形的连通并满足正交凸性,则这个并集为阶梯连通集.

定理 2.14设 𝐴 ⊂ R2为正常的并且竖直凸.则 𝐴为阶梯连通集当且仅当 𝑓+和−𝑓−

都为单峰的.

定理 2.15设𝑀 ⊂ R2为一个有界的连通开集的闭包.点 𝑎为阶梯连通集𝑀 的一个

𝑠-极点,当且仅当或者 ℎ𝑤𝑎(𝑀) ̸= 0,或者 𝑣𝑤𝑎(𝑀) ̸= 0.

对于 R2中几何图的阶梯连通性,得到了如下结论:

定理 2.16一个几何图 𝐺 ⊂ R2为阶梯连通集,当且仅当

(1) 𝐺为阶梯路径 𝑃1 ∪ 𝑃2 ∪ . . . ∪ 𝑃𝑛 (其中𝑃𝑖 为边)的并,并且

(2) 至多存在两个边 𝐾𝑖 (𝑖 = 1, 2) 使得 𝐾1 ∩ 𝑃1 ∩ 𝑃2 ̸= ∅, 𝐾2 ∩ 𝑃𝑛 ∩ 𝑃𝑛−1 ̸= ∅,
𝐾1 ⊥ 𝑃1, 𝐾2 ⊥ 𝑃𝑛.

对于 R2中连通集的正交连通性,得到了下列结论:

定理 2.17 若 𝑀 ⊂ R2 为一个非条带的凸集, 则 {𝑀 为正交连通集, 并且满足

diam𝑠({𝑀) ≤ 4.

定理 2.18设 𝐶 ⊂ R2为紧的正交连通集且𝐾 ⊂ int𝐶 为紧凸集.则 𝐶 ∖ int𝐾 为正交
连通集.

定理 2.19设𝒦 = {𝐾𝑖 : 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛}为R2中的凸集族,其中对任意的𝐾𝑖, 𝐾𝑗 ∈ 𝒦,

有 (cl𝐾𝑖) ∩ (cl𝐾𝑗) = ∅.则
𝑛⋂︀

𝑖=1

{(int𝐾𝑖)为正交连通集.

论文第三章研究了 R𝑑 (𝑑 ≥ 3)中的阶梯连通集,得到了下列结论:

定理 3.1集合𝑀 ⊂ R𝑑 (𝑑 ≥ 3)为阶梯连通集,如果

(1)𝑀 为正交连通的,且

(2)对于任意两个水平超平面𝐻,𝐻 ′,存在点 𝑥 ∈ 𝐻, 𝑥′ ∈ 𝐻 ′,使得 𝑥𝑥′ ⊥ 𝐻, 𝑥𝑥′ ⊂ 𝑀

并且集合 (𝐻 ∩𝑀) ∪ (𝐻 ′ ∩𝑀) ∪ 𝑥𝑥′为阶梯连通集.

定理 3.2任意交非空的直超平形体的并集为阶梯连通集.

定理 3.3任意两个阶梯连通集的笛卡尔积为阶梯连通集.

推论 3.4以一个阶梯连通集𝐾 为底的柱体为阶梯连通集.

论文第四章研究了凸多胞形的正交连通分解,得到了如下结论:
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定理 4.1正八面体可正交分解为 2个边界为正交连通的七面体.

定理 4.2正八面体经过适当旋转可被分解为 4个边界正交连通的四面体.

定理 4.3正四面体可正交分解为 2个边界为正交连通的四面体.

定理 4.4截半立方体可正交分解为 10个边界为正交连通的五面体.

定理 4.5截半立方体经过适当旋转可分解为 2个边界为正交连通的十面体.

定理 4.6截角八面体可正交分解为 4个边界为正交连通的八面体.

定理 4.7设 𝑃 ⊂ R3 为一个多面体,且 𝐹 为其某个不同于矩形的面.如果所有面与

𝐹 形成的二面角都比 3𝜋/4大,则 𝑃 不可正交分解.

推论 4.8大斜方截半立方体,截半二十面体,截角十二面体,截角二十面体,大斜方

截半二十面体以及小斜方截半二十面体均不可正交分解.
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第第第二二二章章章 平平平面面面上上上的的的阶阶阶梯梯梯连连连通通通性性性和和和正正正交交交连连连通通通性性性

本章研究平面上具有 𝐿-凸性的集合.下面首先介绍相关定义.

定定定义义义 2.1 设 ℱ 为 R𝑑中的一个集族,𝑀 ⊂ R𝑑.若对于任意两个不同的点 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑀 ,都存

在一个集合 𝐹 ∈ ℱ 使得 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐹 且 𝐹 ⊂ 𝑀 ,则称集合𝑀 为 ℱ -凸的.

将集族 ℱ 取为 R𝑑中所有的折线路径,得到由其导出的 𝐿-凸性.

定定定义义义 2.2 若折线路径的每条边均平行于某个坐标轴,则称其为正交路径.若正交路径的

所有平行边都指向相同的方向,则称其为阶梯路径.

将集族 ℱ 分别取为 R𝑑中所有的正交路径和阶梯路径,则导出正交连通性和阶梯连

通性.

定定定义义义 2.3 称集合 𝑆 ⊂ R2 为水平凸 (竖直凸)的,若 𝑆 包含每条端点在 𝑆 中的水平 (竖

直)闭直线段.如果 𝑆 ⊂ R𝑑 包含所有端点在 𝑆 中,并且平行于某个坐标轴的闭直线段,

则称 𝑆 为正交凸集.

定定定义义义 2.4 称集合 𝑆 ⊂ R2在 𝑥 ∈ 𝑆处的水平宽度为 𝜇1(𝑆 ∩𝐿),记作 ℎ𝑤𝑥(𝑆),其中 𝐿为包

含 𝑥的水平直线.类似可定义竖直宽度 𝑣𝑤𝑥(𝑆).

2.1 平平平面面面上上上的的的阶阶阶梯梯梯连连连通通通性性性

本节主要刻画在平面的阶梯连通凸集.

引引引理理理 2.1 [12] 集合 𝑆 ⊂ R2为阶梯连通集,当且仅当 𝑆 为正交连通且正交凸.

定定定理理理 2.2 若 𝑆 ⊂ R2为阶梯连通集,则 {𝑆 不存在有界的连通分支.

证明 假设 {𝑆 有一个有界连通分支 𝐶.

对于点 𝑎 ∈ 𝐶,水平直线 𝐿 ∋ 𝑎和 𝑆 的交集为 𝐷.则可以找到 𝐷中的两个点 𝑏和 𝑐,

使得 𝑎 ∈ 𝑏𝑐. 𝐶 的有界性保证了点 𝑏和 𝑐的存在性. 因为 𝑏𝑐 ̸⊂ 𝑆,集合 𝑆 不是正交凸的,

由引理 2.1 可得 𝑆 不是阶梯连通的.

定定定理理理 2.3 集合 𝑆 ⊂ R2有连通的内部,且满足 𝑆 = cl int𝑆, 则 𝑆 为阶梯连通集当且仅当

𝑆 为正交凸的,并且不存在点 𝑥 ∈ 𝑆 满足 ℎ𝑤𝑥(𝑆) = 𝑣𝑤𝑥(𝑆) = 0.
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图 2.1: 𝑏 ∈ conv([𝑎𝑢⟩ ∪ [𝑎𝑣⟩).

证明 先证必要性.假设 𝑆 ⊂ R2 为阶梯连通的,并且满足定理给定的条件.则由引理 2.1

可知, 𝑆 正交连通且正交凸.因此,对任意点 𝑥 ∈ 𝑆 和其他点 𝑦 ∈ 𝑆,存在 𝑆 中连接 𝑥和 𝑦

的正交路径.所以, ℎ𝑤𝑥(𝑆) ̸= 0或者 𝑣𝑤𝑥(𝑆) ̸= 0.

现在证明充分性.设 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑆.不失一般性,假设 𝑏的每个坐标分量都不小于 𝑎的对

应坐标分量.考虑以 𝑎为起点的正交路径 𝑃 .因为 ℎ𝑤𝑎(𝑆) ̸= 0或者 𝑣𝑤𝑎(𝑆) ̸= 0,显然

𝑃 是存在的.往证 𝑃 可以沿着水平方向或竖直方向去靠近 𝑏. 否则,如图 2.1,则存在一

图 2.2: 𝑏1 ∈ 𝐿.

条水平的直线段 𝑎𝑢和一条竖直的直线段 𝑎𝑣,满足 𝑎𝑢∖ {𝑎}和 𝑎𝑣∖ {𝑎}与 𝑆 不交,使得

𝑏 ∈ conv([𝑎𝑢⟩ ∪ [𝑎𝑣⟩).因为 𝑆 为正交凸,则 ([𝑎𝑢⟩ ∪ [𝑎𝑣⟩) ∩ 𝑆 = {𝑎}.

但是,一定存在一个水平或竖直的直线段 𝑎𝑐 ⊂ 𝑆.因为 𝑆 = cl int𝑆,可以找到 int𝑆

中靠近 𝑏的点和 int𝑆 中靠近 𝑐的点.这样的点会被 [𝑎𝑢⟩ ∪ [𝑎𝑣⟩分离,这与 int𝑆 的连通

性矛盾.因此,不妨设 𝑃 可以水平地靠近 𝑏,或者遇到竖直的直线 𝐿 ∋ 𝑏上的点 𝑏1 ,则

[𝑎, 𝑏1, 𝑏]为所求的阶梯路径,如图 2.2;或者到达某个边界点 𝑎1 ∈ (bd𝐶)∖𝐿,则可以用 𝑎1

代替 𝑏1 重复相同的过程,一直进行下去,直到要么到达 𝑏,如图 2.3;要么得到一个点序
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图 2.3: [𝑎, 𝑎1, 𝑎2, 𝑎3, 𝑏]即为想要的阶梯.

列 𝑎1, 𝑎2, 𝑎3, · · · ∈ bd𝑆,如图 2.4.在第二种情况中,因为 𝑆为紧集, {𝑎𝑛}∞𝑛=1收敛到某个点

𝑐 ∈ 𝑆.显然, ‖𝑎𝑛 − 𝑎𝑛+1‖ → 0.则有 ℎ𝑤𝑐(𝑆) ̸= 0或者 𝑣𝑤𝑐(𝑆) ̸= 0,令第一个成立. 𝑆 的正

交凸性和点 𝑎2𝑛 ∈ bd𝑆 的存在性表明,不可能存在任意一条指向左侧的直线段 𝑐𝑠′ ⊂ 𝑆.

因此,存在一条指向右侧的水平直线段 𝑐𝑠 ⊂ 𝑆 .

图 2.4: 点序列 𝑎1, 𝑎2, 𝑎3, · · · ∈ bd𝑆.

类似地,不存在指向下方的直线段 𝑐𝑠′′ ⊂ 𝑆.所以, int𝑆 中靠近 𝑠的点和靠近 𝑎的点

会被 [𝑐𝑠′⟩ ∪ [𝑐𝑠′′⟩分离.这与假设矛盾.

定定定理理理 2.4 任意一个开的连通正交凸集是阶梯连通集.

证明 设𝑀 为一个开连通集,并且为正交凸的.现取 𝑠 ∈ 𝑀 ,并且考虑子集𝑀1,𝑀2 ⊂ 𝑀 ,

其中𝑀1 由𝑀 中可与 𝑠通过正交路径连接的点构成, 𝑀2 = 𝑀∖𝑀1.因为在𝑀 中存在 𝑠

的一个邻域,满足 ℎ𝑤𝑠(𝑀)和 𝑣𝑤𝑠(𝑀)均为正的,此时有𝑀1 ̸= ∅.

假设𝑀2 ̸= ∅.因为𝑀 为连通的,可得 bd𝑀2 ∩𝑀1 ̸= ∅或者 bd𝑀1 ∩𝑀2 ̸= ∅.
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情形 1. bd𝑀2 ∩𝑀1 ̸= ∅

设 𝑎 ∈ bd𝑀2 ∩𝑀1.记 𝑃𝑎为连接 𝑎和 𝑠的正交路径.因为 𝑎 ∈ bd𝑀2,则𝑀 中存在一

个以 𝑎为中心的闭圆盘 𝐵𝑎,并且包含点 𝑏 ∈ 𝑀2. 𝑎和 𝑏可以在 𝐵𝑎 ⊂ 𝑀 中通过一个正交

路径 𝑃𝑏相连,此时, 𝑃𝑎 ∪ 𝑃𝑏即为连接 𝑏和 𝑠的正交路径.然而,这与条件𝑀2 = 𝑀∖𝑀1矛

盾.

情形 2. bd𝑀1 ∩𝑀2 ̸= ∅.

不妨设 𝑎 ∈ bd𝑀1 ∩𝑀2.此时,因为 𝑎 ∈ bd𝑀1, 𝑀 中存在一个以 𝑎为中心的闭圆盘

𝐵𝑎,并且包含点 𝑏 ∈ 𝑀1.设 𝑃𝑏 为连接 𝑏和 𝑠的正交路径,则 𝑎和 𝑏可在 𝐵𝑎 ⊂ 𝑀 中通过

正交路径 𝑃𝑎 连接.因此, 𝑎和 𝑠可以通过 𝑃𝑎 ∪ 𝑃𝑏 相连,矛盾.综上所述, 𝑀2 = ∅并且𝑀

为正交连通集.

此时,结合引理 2.1,𝑀 为阶梯连通集.

因为凸集都是正交凸的,可以推出下面的推论.

推推推论论论 2.5 任意一个开凸集都是阶梯连通集.

定定定义义义 2.5 设 𝐶 ⊂ R𝑑为闭连通集.点 𝑥 ∈ 𝐶 被称为 𝐶 的割点,若 𝐶 ∖ {𝑥}为不连通的.在

这种情况下, 𝐶 ∖ {𝑥}的任意一个连通分支的闭包被称为 𝐶 的一个块.

图 2.5给出有关割点的例子,其中 𝑥为 𝐶 的割点且对应的四个块为 𝐶1, 𝐶2, 𝐶3, 𝐶4.

图 2.5: 𝑥为 𝐶 的割点且对应的四个块为 𝐶1, 𝐶2, 𝐶3, 𝐶4.

定定定理理理 2.6 闭连通集 𝐶 ⊂ R2为阶梯连通集,当且仅当

(1)其为正交凸,并且

(2)对于任意点 𝑥 ∈ 𝐶, ℎ𝑤𝑥(𝐶) ̸= 0或者 𝑣𝑤𝑥(𝐶) ̸= 0,并且对于用 𝐶 的任意块代替 𝐶 时,

结论依然成立.
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图 2.6: 𝑏 ∈ conv([𝑎𝑢⟩ ∪ [𝑎𝑣⟩).

证明 先证明必要性.假设 𝐶 ⊂ R2为阶梯连通的.则由引理 2.1可知, 𝐶 为正交连通且正

交凸.因此,对于任意点 𝑥 ∈ 𝐶 和其他点 𝑦 ∈ 𝐶,存在 𝐶 中连接 𝑥和 𝑦的正交路径.因而,

ℎ𝑤𝑥(𝐶) ̸= 0或者 𝑣𝑤𝑥(𝐶) ̸= 0.类似地,对每一个块也成立.

接下来,我们证明充分性.设 𝑎, 𝑏为 𝐶 中任意两个不同的点.

对于 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐶,不失一般性,假设 𝑏的坐标分量不小于 𝑎的坐标分量.因为 ℎ𝑤𝑎(𝐶) ̸= 0

或者 𝑣𝑤𝑎(𝐶) ̸= 0,所以存在从 𝑎出发的一条正交路径 𝑃 .这是可以实现的.往证 𝑃 可以

沿着水平方向或者竖直方向靠近 𝑏.否则,如图 2.6,则存在一条水平直线段 𝑎𝑢和一条竖

直直线段 𝑎𝑣,并且 𝑎𝑢∖ {𝑎}和 𝑎𝑣∖ {𝑎}与 𝐶 不交,使得 𝑏 ∈ conv([𝑎𝑢⟩ ∪ [𝑎𝑣⟩).因为 𝑆 为正

交凸, ([𝑎𝑢⟩ ∪ [𝑎𝑣⟩) ∩ 𝐶 = {𝑎}.不失一般性,设 ℎ𝑤𝑎(𝐶) ̸= 0并且 𝑎𝑚 ⊂ 𝐶,其中 𝑎, 𝑚和 𝑢

共线,则 [𝑎𝑢⟩ ∪ [𝑎𝑣⟩分离点 𝑏和 𝑚. 这表明 𝑎为 𝐶 的一个割点.但是,由 𝑎决定的包含 𝑏

的块不满足条件 (2)中对于块的要求,矛盾.

因此 𝑃 可以水平地或竖直地靠近 𝑏,不妨设 𝑃 沿着水平方向,或者遇到竖直的直线

𝐿 ∋ 𝑏上的点 ,则 [𝑎, 𝑏1, 𝑏]为所求的阶梯路径;或者到达某个边界点 𝑎1 ∈ (bd𝐶)∖𝐿,则可
以用 𝑎1代替 𝑏1重复相同的过程,一直进行下去,直到要么到达点 𝑏,要么得到一个点序列

𝑎1, 𝑎2, 𝑎3, · · · ∈ bd𝐶.如果是后者,因为 𝐶 为紧集,则 {𝑎𝑛}∞𝑛=1收敛到某个点 𝑐 ∈ 𝐶.显然,

‖𝑎𝑛 − 𝑎𝑛+1‖ → 0, 𝑛 → ∞.

若 𝑐 不是 𝐶 的一个割点, 则由 𝐶 的正交凸性可以得出 ℎ𝑤𝑐(𝐶) = 𝑣𝑤𝑐(𝐶) = 0,

这与假设矛盾. 如果 𝑐 为 𝐶 的一个割点, 如图 2.7, 对于由 𝑐 决定的块 𝑃 ∋ 𝑎, 只能有

ℎ𝑤𝑐(𝑃 ) = 𝑣𝑤𝑐(𝑃 ) = 0,再次与条件 (2)中对于块的要求矛盾.

定定定义义义 2.6 设𝐾 ⊂ R2为一个凸体并且 𝑥 ∈ bd𝐾.集合

𝑇𝑥(𝐾) =
⋃︁

𝑦∈𝐾∖{𝑥}

[𝑥𝑦⟩ (2.1)

11

万方数据



图 2.7: 𝑐为 𝐶 的一个割点.

为𝐾 在点 𝑥处的切锥.数值

𝛼𝑥(𝐾) = 𝜇1

{︂
1

‖𝑦 − 𝑥‖
(𝑦 − 𝑥) : 𝑦 ∈ 𝐾∖ {𝑥}

}︂
(2.2)

为其在 𝑥处的开放度.

定定定义义义 2.7 称凸体𝐾 ⊂ R2为钝的,如果对于任意点 𝑥 ∈ bd𝐾,或者 𝛼𝑥(𝐾) > 𝜋/2,或者有

𝛼𝑥(𝐾) = 𝜋/2和 𝑇𝑥(𝐾)∖ {𝑥}不是开集同时成立.

定定定理理理 2.7 每个钝的平面凸体都是阶梯连通集.

证明 设 𝐶 为一个钝的平面凸体,则 𝐶 为正交凸的.

对于任意的 𝑎 ∈ bd𝐶, 若 𝛼𝑎(𝐶) > 𝜋/2, ℎ𝑤𝑎(𝐶) 和 𝑣𝑤𝑎(𝐶) 中至少一个不为零.

若 𝛼𝑎(𝐶) = 𝜋/2且 𝑇𝑎(𝐶)∖ {𝑎}不是开的,则 bd𝑇𝑎(𝐶)包含一条非退化的直线段,此时

cl𝑇𝑎(𝐶)包含一条水平的或者竖直的这样的直线段,并且 ℎ𝑤𝑎(𝐶)和 𝑣𝑤𝑎(𝐶)中至少一个

不为零.对于任意 𝑎 ∈ int𝐶,显然有 ℎ𝑤𝑎(𝐶)和 𝑣𝑤𝑎(𝐶)不为零.由定理 2.3可知 𝐶 为阶梯

连通的.

定定定义义义 2.8 对于一个凸体𝐾 ⊂ R2,称 𝑎 ∈ bd𝐾 为一个非钝顶点,若 𝛼𝑎(𝐾) ≤ 𝜋/2.

定定定理理理 2.8 设 𝑎和 𝑏为凸体𝐾 ⊂ R2的非钝顶点.若某个坐标轴平行于 𝑎𝑏,则𝐾 为阶梯连

通集.

证明 假设 𝑎𝑏平行于 𝑥-轴.

则 𝑎𝑏 ⊂ 𝐾,并且 ℎ𝑤𝑎(𝐾)和 ℎ𝑤𝑏(𝐾)都是正的.同时,𝐾含于以 𝐿𝑎 ∋ 𝑎和 𝐿𝑏 ∋ 𝑏界定

的条带之中,其中 𝐿𝑎和 𝐿𝑏都平行于 𝑦-轴.易知,对于任意点 𝑞 ∈ 𝐾∖ {𝑎, 𝑏}, 𝑣𝑤𝑞(𝐾) ̸= 0.

另外,因为𝐾 为凸集,显然其为正交凸的.因此,由定理 2.3可得𝐾 为阶梯连通集.
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定定定理理理 2.9 在 R2中,每个凸体可以经过旋转成为阶梯连通集.

证明 设 𝐷 为 R2 中的凸体.显然旋转 𝐷 之后得到的集合依然是凸的,因而也是正交凸

的.

若 𝐷为钝的,由定理 2.7可知, 𝐷是阶梯连通的.否则,选择两个点 𝑎, 𝑏 ∈ bd𝐷,使得

𝑎是非钝的,并且如果存在第二个非钝的顶点,使得 𝑏也为非钝的顶点.旋转集合 𝐷到位

置 𝐷′使得 𝑎𝑏平行某个坐标轴.若 𝑎和 𝑏都是非钝的顶点,利用定理 2.8 可得结论.否则,

对于任意点 𝑥 ∈ bd𝐷′, ℎ𝑤𝑥(𝐷
′)和 𝑣𝑤𝑥(𝐷

′)中有一个不为零,则由定理 2.3可得结论.

由于两个交非空的正交连通集的并集为正交连通的,很容易得出下面的定理.

定定定理理理 2.10 R2中任意有限多个钝的凸体的连通并为正交连通集.

定定定理理理 2.11 R2中有限多个钝的凸体的并的凸包为阶梯连通集.

证明 设 𝐴1, ..., 𝐴𝑛为凸体并且𝐾 = conv(
𝑛⋃︀

𝑖=1

𝐴𝑛).

对于任意点 𝑥 ∈ bd𝐾,或者对于某个指标 𝑖,有 𝑥 ∈ bd𝐴𝑖,或者 𝛼𝑥(𝐾) = 𝜋.由定义可

知𝐾 为钝的.因此,由定理 2.7可知𝐾 是阶梯连通集.

定定定义义义 2.9 称一个矩形是平行的,如果矩形的每条边均平行于坐标轴.

定定定理理理 2.12 任意多个交非空的平行矩形的并集为阶梯连通集.

证明 利用两个相交的平行矩形的并的阶梯连通性即可得出结论.

更进一步, 我们可以得出下面的定理.

定定定理理理 2.13 若任意多个平行矩形的连通并满足正交凸性,则这个并集为阶梯连通集.

证明 显然,任意多个平行矩形的连通并为正交连通的.由引理 2.1可知,结论成立.

设 𝐴 ⊂ R2 为一个有界的连通开集的闭包.记 𝐿𝑥 为所有横坐标为 𝑥的点所在的直

线. 记 [𝑎, 𝑏] = max {[𝑎, 𝑏]|𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏], 𝐿𝑥 ∩ 𝐴 ̸= ∅}.

定定定义义义 2.10 对于任意的点 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏]定义 𝑓+(𝑥) = max {𝑦 : (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐴}, 𝑓−(𝑥)=min

{𝑦 : (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐴} . 显然, 𝑓+ ≥ 𝑓−.对于 𝑥 ∈]𝑎, 𝑏[,有 𝑓+(𝑥) > 𝑓−(𝑥).若 𝑓+(𝑎) = 𝑓−(𝑎)且

𝑓+(𝑏) = 𝑓−(𝑏),称 𝐴为正常的 (𝑛𝑜𝑟𝑚𝑎𝑙).

定定定义义义 2.11 函数 𝑓 : [𝑎, 𝑏] → R称为单峰的,若 𝑓 在子区间 [𝑎, 𝑐]上是非降的,并且在子区

间 [𝑐, 𝑏]上是非增的,其中 𝑐 ∈]𝑎, 𝑏[.
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