
专题 1. 1 空间向量及其运算

模块一空间向量及其线性运算二
知识点 1  空间向量的有关概念
1． 空间向量的定义及表示

定义 在空间， 把具有方向和大小的量叫做空间向量

长度或模 空间向量的大小叫做空间向量的长度或模

几何表示法 空间向量用有向线段表示， 有向线段的长度表示空间向量的模

表示方法
符号表示法 若向量 的起点是 A， 终点是 B， 则 也可记作

- -
A  ， 其模记

为 a
---
AB

2.几类特殊的空间向量

名称 方向 模 表示法

零向量 任意 0 记为

单位向量 1
a

---
AB

相反向量 相反 相等 记为 -a

共线向量 相同或相反 a//b 或 AB//CD

相等向量 相同 相等 a=b或  AB=CD

=1

      ---   ---

      ---   ---

=1或

或



知识点 2 空间向量的线性运算
1.空间向量的加减运算

加法运算 三角形法则 语言叙述 首尾顺次相接， 首指向尾为和



图形叙述

语言叙述 共起点的两边为邻边作平行四边形， 共起点对角线为和

平行四边形法则
图形叙述

语言叙述 共起点， 连终点， 方向指向被减向量

减法运算 三角形法则
图形叙述

2.空间向量的数乘运算

定义 与平面向量一样， 实数λ与空间向量 的乘积 λ 仍然是一个向量， 称为空间向量的数乘

λ> 0 λ  与向量 的方向相同

λ< 0 λ  与向量 的方向相反
几何意义

λ= 0 λ  = ， 其方向是任意的 λ  的长度是 的长度的

λ 倍

3.空间向量的运算律

交换律 + = + 

结合律 ( ＋ )＋ ＝ ＋( ＋ )， λ( μ )＝(λμ) 

分配律 (λ+μ ) =λ +μ  λ ( ＋ )=λ + λ

知识点 3   共线向量与共面向量

1.直线l 的方向向量

定义： 把与 平行的非零向量称为直线l 的方向向量.

2． 共线向量与共面向量的区别

共线(平行)向量 共面向量

,



定   

义
位置关系

表示若干空间向量  

的有向线段所在的   

直线互相平行或重   

合，这些向量叫做共

线向量或平行向量

平行于同一个平面的向量叫做共面向量



特征 方向相同或相反

特例
零向量与任意向量

平行

共线向量定理： 对于空间任意两个向量

, (  产 0)， //  的充要条件是存在实

数  λ使 =

共面向量定理：若两个向量 , 不共线，则向量  与向量

, 共面的充要条件是存在唯一的有序实数对(x ，y)， 使

= x ＋y

充   

要   

条   

件
对空间任一点 O，

OP = xOA + yOB(x＋y＝1)

空间中 P, A, B, C 四点共面的充要条件是存在有序实数

对(x, y, z) ， 使得对空间中任意一点 O ， 都有

OP = xOA + yOB + zOC(其中x + y + z = 1)

重难点 1 空间向量的线性运算

1． 如图， 在空间四边形 ABCD 中， F ， M ， G 分别是 BD， BC ， CD 的中点， 化简下列各式：

( 1) - -
A  + - -

B  + - -
B

)；

(2)  - - -
A  + )；

(3)  + 
- -

G  +  .

---       ---      ---      ---

---       ---      ---



2． 如图， 点 M，N 分别是四面体 ABCD 的棱 AB 和 CD 的中点， 求证：  = 
 1  ( - -

A  + 
- -

B ) .
2



---    ---    ---

3．  在正六棱柱 ABCDEF - A1B1C1D1E1F1  中， 化简 AF1 - AB + BC ， 并在图中标出化简结果.

4． 如图.空间四边形 OABC 中， - -
O

 =  , - -
O

 = ,  =  ， 点 M 在 OA 上， 且满足 - -
O

 = 2  ， 点 N 为 

BC 的

中点， 则  =   (     )

A．  -  +                                        B．  +  - 

C．  +  -                                        D． -  +  + 

5． 如图所示，在长方体 ABCD 一 A1B1C1D1  中，  = ,  = ,  =  ，E，F， G，H，P， Q 分别是 AB，

BC， CC1， C1D1 ，D1A1 ，A1A 的中点， 求证：  + 
- -

G  + 
- -

P  =  .



6． 如图， 设 A 是Δ BCD 所在平面外的一点， G 是Δ BCD 的重心.求证：    = - -
A  +  + - -

A ) .

7． 如图，在平行六面体 ABCD - A1B1C1D1  中，M 为 A1C1 与 B1D1 的交点． 记 
- -
A =  ， 

- -
A  =  ，  = 则下

列正

确的是  (    )

A． 
- -

A  = -  +  +                              B． 
- -

A  =  +  - 

C． 
- -

A  =  +  +                                 D． 
- -

A  =  +  + 

重难点 2 共线问题

8． 设 “ ， b 是空间中两个不共线的向量， 已知
- -
A  = 9“ + mb ， 

- - -一
BC  = -2“ - b ， 

- - -一
DC  = “ - 2b ， 且 A

， B， D 三

点共线， 则实数 m =          ；

9． 在正方体 ABCD - A1B1C1D1  中， 点 E， F 分别是底面 A1B1C1D1 和侧面CC1D1D 的中心， 若

 +  = (λe R)， 则 λ=           .

10． (多选)若空间中任意四点 O，A， B， P 满足
- -

O  =m 
- -

O  +n
- -

O  ， 其中 m+n= 1， 则结论正确的有  (     
)

A． P∈直线 AB                                                    B． P∉直线 AB



C． O，A， B， P 四点共面                             D． P，A， B 三点共线



11． 已知a  = 5，  =  .

（ 1） 若  与  的方向相同， 且  = 7 ， 则λ的值为          ；

（2） 若  与  的方向相反， 且  = 7 ， 则λ的值为          .

12． 已知 {  , , }是空间的一个基底， 下列不能与  =  一  ，  =  一 构成空间的另一个基底的是  (    )

A．  一                      B．  +                     C．  +                            D．  +  + 

-      -         -   -     1                -    -

13． 已知平面单位向量 e1 ， e2  满足 e1  . e2   = 
2 

， 且 a = xe1  + e2 ， x ER ，

立的正数 λ有且只有一个， 则 x 的取值范围为          .

 = 2  + (1一 λ)  ， 若使 = 1 成

---       ----                                             ----     2 ---

14． 如图，在正方体 ABCD 一 A1B1C1D1  中，E 在 A1D1 上， 且 A1E = 2ED1  ，F 在对角线 A1C 上， 且 A1F = 
3 

FC.

若 
- -

A  = , 
- -

A  = ,  =  .

（ 1） 用  ,  ,  表示  .

（2） 求证： E， F， B 三点共线.

15． 如图， 已知O , A, B , C , D , E , F , G , H 为空间的 9 个点， 且 
- -

O  = k 
- -

O  ， OF = kOB， OH = kOD，

AC = AD + mAB ， EG = EH + mEF ， k 子 0, m 子 0 .

求证：（ 1） AC/ /EG ；

 一 

---     ---        ---      ---     ---        ---

---      ---     ---      ---

---    ---



（2） OG = kOC .

重难点 3 向量的共面问题

---      ---



16． 已知空间 A 、 B 、 C 、 D四点共面， 且其中任意三点均不共线， 设 P 为空间中任意一点， 若
- -

B  = 6  - 4  +λ
- -

P ， 则 λ=   (    )

A． 2                        B． -2                          C． 1                                D． -1
----       ---     1 ---     1 ---

17． 已知点 M 在平面 ABC 内， 并且对空间任一点 O， OM = xOA + 
3 

OB + 
2 

OC ， 则 x = _____ .

18． 已知 A, B , M 三点不共线， 对于平面 ABM外的任意一点 O， 判断在下列各条件下的点 P 与点 A, B , M 是

否共面.

( 1) OB + OM = 3OP - OA ；

(2) OP = 4OA - OB - OM .

-  -                                                ---         -    ---      -      -    ---      -     -
19．已知 e1，e2  为两个不共线的非零向量，且 AB = e1 + e2  ，AC = 2e1  + 8e2  ，AD = 3e1  - 3e2 ，求证：A，B， C，D

四点共面.

20．  ，  ，  是三个不共面的向量， - -
A

 =  - 2  + 2  ， - -
B

 =  -  + 3  ， - -
C

 = + 3  - 5  ， 且 A ， B 

， C ，

D四点共面， 则 λ的值为         .

21． 下列条件中， 一定使空间四点 P、A、B、C 共面的是  (    )

uur    u    uu       u

A． OA + OB + OC = -OP
uur    u    uu       u

C． OA + OB + OC = 2OP

uur    u    uu     u

B． OA + OB + OC = OP
---    ---    ---      ---

D． OA + OB + OC = 3OP

22． 若{  ，  ， }构成空间的一个基底， 则下列向量不共面的是  (     )

A．  +   ，  ， b- c                                       B．  ，  +  ，  -        C．  +  ，  -  ，  D．  +  ，  +  +  ，

c

么模块三空间向量的数量积运算二
知识点 1  空间向量的夹角

如图， 已知两个非零向量 ,  ， 在空间任取一点 O ， 作  = , 
- -

O  =  ， 则 ZAOB 叫做向量 ,  的夹角

，

记作 ,  ，

---      ---    ---    ----

---    ----      ---    ---

r   r



夹角的范围： [0, π ]， 特别地， 如果〈 -a ,b =π
2 

， 那么向量 , 互相垂直， 记作  L 

知识点 2 空间向量的数量积运算
1． 空间向量的数量积



已知两个非零向量 ,  ， 则  cos〈 , 〉叫做 ,  的数量积， 记作  .  ， 即  .  =  cos〈  , 〉.

  

零向量与任意向量的数量积为 0， 即 0 . a = 0 .

2． 数量积的运算律

数乘向量与数量积的结合律 (λ ). =λ(  . )，λeR

交换律  .  =  . 

分配律  . ( ＋ )=  . ＋  . 

3． 投影向量

在空间， 向量  向向量 投影， 由于它们是自由向量， 因此可以先将它们平移到同一个平面α 内， 进而利用

平面上向量的投影， 得到与向量 共线的向量  ，  =|  | cos〈 , 〉  ， 向量 称为向量 在向量 上的投

影向量.

4． 数量积的性质

若  ，  为非零向量，

                                  |
(  ( 与 同向)

则（ 1） a Lb 常 a . b = 0 ；（2） a . b =〈
|l一  ( 与 反向)

；（3）

      
a . a =   a

=  .  ；

（4） cos〈 , 〉=  ；（5）  .  < 

重难点 4 空间向量数量积的运算

23． 在正四面体 P 一 ABC 中， 棱长为 1， 且 D 为棱 AB 的中点， 则  . 
- -

P 的值为（    ） .

a
2

,



A. 1

4

B.
1

8

C.
1

2

D. 1 

2

---   ---
24． 如图， 在直三棱柱 ABC -A1B1C1  中， BB1  = 3， E 、 F 分别为棱 AB  、 A1C1  的中点， 则 EF . BB1  =          .



25． 在棱长为 1 的正方体 ABCD 一 A1B1C1D1  中， M 为棱 CC1  上任意一点， 则 
- -

A  . 
- -

B =           .

26． 给出下列命题：

①空间中任意两个单位向量必相等；

②若空间向量  , 满足a = b ， 则  =  ；

③在向量的数量积运算中( ra . rb) rc = 
r
a( rc . rb)；

④对于非零向量  ， 由  .  =  .  ， 则  =  ， 其中假命题的个数是          .

27． 已知空间四面体 D-ABC 的每条棱长都等于 1， 点 E， F 分别是 AB，AD 的中点， 则  . 等于  (    )

1                                 1                                                                         

A．                        B． 一                         C．                               D． 一      
4                                 4                                    4                                           4

28． 设  、 为空间中的任意两个非零向量， 有下列各式：

① 
2  = 

2
； ②  =  ； ③ (  . )2  

= 2  . 2 
； ④ (  一 )2  

= 
2  

一 2  .  + 2 
.

其中正确的个数为  (    )

A． 1                      B． 2                            C． 3                                  D． 4

29． 已知向量  L ， 向量 与  ,  的夹角都是 60o， 且  = 1,  = 2,  = 3， 试求

( 1) (  + 2  一 )2 
；

r     r



1

(2) (3  一 2  ). (  一 3  ) .

30． 在三棱锥 D 一 ABC 中， 已知 AB = AD = 2 ， BC = 1，  .  = 一3， 则CD =           

重难点 5 用数量积解决夹角问题

31． 如图，在平行六面体 ABCD﹣A1B1 C1D1 中，底面 ABCD 是边长为 2 的正方形， 侧棱 AA1 的长度为 4， 且

∠A1AB =∠A1AD＝ 120° .用向量法求：

( 1)BD1 的长；

(2)直线 BD1 与 AC 所成角的余弦值.

32．（多选） 如图所示， 平行六面体 ABCD 一 A1
B

1
C

1
D

1 ， 其中 AB = AD =  ， AA1  = 1， ZDAB = 60O，

ZDAA1  = ZBAA1  = 45O ， 下列说法中正确的是  (    )

A． AC  = 

B． AC1   L DB

C． 直线 AC 与直线BD1 是相交直线

D． BD1 与 AC 所成角的余弦值为

3

33． 已知向量
r
a,

r
b都是空间向量， 且  , =  ， 则 3 , 一 4 =            .

2



34． 已知不共面的三个向量 , , 都是单位向量， 且夹角都是 ， 则向量  一  一 和  的夹角为  (    )
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