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函数性质 

一、函数单调性与最值 

一、函数单调性 

（一）单调性与函数最值 

 1.函数的单调性与单调区间 

  递增：在函数 )(xfy 的定义域内的一个区间 A 上，如果对于任意两数 Axx 
21

, ，当
21
xx  时，都有

)()(
21
xfxf  ，那么就称函数 )(xfy 在区间 A 上是增加的,有时也称函数 )(xfy 在区间 A 上是递增的. 

  递减：在函数 )(xfy 的定义域内的一个区间 A 上，如果对于任意两数 Axx 
21

, ，当
21
xx  时，都有

)()(
21
xfxf  ，那么就称函数 )(xfy 在区间 A 上是减少的,有时也称函数 )(xfy 在区间 A 上是递减的. 
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注：（1）如果 )(xfy 在区间 A 上是增加的或是减少的，那么称 A 为单调区间.在单调区间上，如果函数

是增加的，那么它的图像是上升的；如果函数是减少的，那么它的图像是下降的. 

   （2）如果函数 )(xfy 在定义域的某个子集上是增加的或是减少的，那么就称函数 )(xfy 在这个子集上

具有单调性. 

   （3）如果函数 )(xfy 在整个定义域内是增加的或者是减少的，我们分别称这个函数为增函数或减函数，

统称为单调函数. 

注意：函数在每个区间上单调，不能说函数在区间 BA  上单调，应该说函数在区间 A 和 B 上是单调的. 

例如：
x

xf
1

)(  在   ,00, 和 上都是减少的，但 )(xf 在   ,00,  不一定是递减的 . 

2.判断函数单调性常用的方法 

 （1）定义法：利用定义判断. 



例 1.用定义证明 )()( 3 Raaxxf  在 ),(  上是减函数。 

证明：设
1
x , ),(
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 xxxxxxxfxf ，即 )()(
21
xfxf  ，所以 )(xf 在  , 上是减函数。 

例 2.用定义证明函数
x

k
xxf )(  )0( k  在 ),0( 上的单调性。 

证明：设
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又
21

0 xx      所以 0
21
xx ， 0

21
xx ， 

当
1
x 、 ],0(

2
kx  时 0

21
kxx  0)()(

21
 xfxf ，此时函数 )(xf 为减函数； 

当
1
x 、 ),(

2
 kx 时 0

21
kxx  0)()(

21
 xfxf ，此时函数 )(xf 为增函数。 

综上函数
x

k
xxf )(  )0( k 在区间 ],0( k 内为减函数；在区间 ),( k 内为增函数。 

◎此题函数 )(xf 是一种特殊函数（对号函数），用定义法证明时通常需要进行因式分解，由于

kxx 
21

与 0的大小关系 )0( k 不是明确的，因此要分段讨论。 

方法总结：利用定义来证明函数 )(xfy  在给定区间 D 上的单调性的一般步骤： 

① 设元，任取
1
x , Dx 

2
且

21
xx  ； 

② 作差 )()(
21
xfxf  ； 

③ 变形（普遍是因式分解和配方）； 

④ 断号（即判断 )()(
21
xfxf  差与 0的大小）； 

⑤ 定论（即指出函数 )(xf  在给定的区间 D上的单调性）。 

 

 （2）利用函数的性质：如若 )()( xgyxfy  、 为增函数，则 
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例 3.判断 5)1(2log)( 213
2

3   xxxxxf x 的单调性。 

解:函数 )(xf 的定义域为 ),0( ，由简单函数的单调性知在此定义域内 3
2

3 log,, xxx  均为增

函数，因为 02 1 x , 012 x 由性质(iv)可得 )1(2 21  xx 也是增函数；由单调函数的性质(i)知

xxx
2

3 log 为增函数，再由性质(vi)知函数 )1(2log)( 213
2

3   xxxxxf x +5 在 ),0( 为

单调递增函数。 

例 4.设函数 )0()( 



 ba

bx

ax
xf ，判断 )(xf 在其定义域上的单调性。  

解:函数
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ax
xf




)( 的定义域为 ),(),(  bb . 

先判断 )(xf 在 ),( b 内的单调性，由题可把
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


)( 转化为
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


1)( ，又 0ba 故

0ba 由性质⑶可得
bx

1
为减函数；由性质（iv）可得

bx

ba




为减函数；再由性质(vi)可得

bx

ba
xf




1)( 在 ),( b 内是减函数。 

 

 （3）利用复合函数关系判断单调性（以  )(xgfy 为例，令 )( xgt  ） 

    

 )(xgt  )(tfy  ))(( xgfy  
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总结 内外函数单调性一致时复合函数单增，内外函数单调

性相反时，复合函数单减 

例 5.求 )253(log)( 2  xxxf
a

（ 0a 且 1a ）的单调区间。 

解：由题可得函数
)253(log)( 2  xxxf

a 是由外函数
uy

a
log

和内函数 253 2  xxu 符合

而成。由题知函数 )(xf 的定义域是
),

3

1
()2,(  

。内函数 253 2  xxu 在
),

3

1
( 

内为增函数，



在 )2,(  内为减函数。 

①若 1a ，外函数 uy
a

log 为增函数，由同增异减法则，故函数 )(xf 在
),

3

1
( 

上是增函数；

函数 )(xf 在
 2, 上是减函数。 

②若 10 a ，外函数 uy
a

log 为减函数，由同增异减法则，故函数 )(xf 在
),

3

1
( 

上是减函

数；函数 )(xf 在
 2, 上是增函数。 

方法总结：判断复合函数 )]([ xgfy  的单调性的一般步骤： 

⑴合理地分解成两个基本初等函数 )(),( xguufy  ； 

⑵分别求出两个基本初等函数的定义域； 

⑶分别确定单调区间； 

⑷若两个基本初等函数在对应区间上的单调性是同时单调递增或同单调递减，则 )]([ xgfy 

为增函数，若为一增一减，则 )]([ xgfy  为减函数（同增异减）； 

⑸求出相应区间的交集，既是复合函数 )]([ xgfy  的单调区间。 

以上步骤可以用八个字简记“一分”，“二求”，“三定”，“四交”。利用“八字”求法

可以解决一些复合函数的单调性问题。  

【跟踪训练】 

  求函数 f(x)＝ x2＋x－6的单调区间． 

解：设 u＝x2＋x－6，y＝ u. 

由 x2＋x－6≥0，得 x≤－3 或 x≥2. 

结合二次函数的图象可知，函数 u＝x2＋x－6在(－∞，－3]上是递减的，在[2，＋∞)上是递增的． 

又∵函数 y＝ u是递增的，∴函数 f(x)＝ x2＋x－6在(－∞，－3]上是递减的，在[2，＋∞)上是递增的． 

（4）图像法 

      递增：图像在区间上呈上升趋势 

      递减：图像在区间上呈下降趋势 

例 6. 如图 1-1 是定义在闭区间[-5,5]上的函数 )(xfy  的图像，试判断其单调性。 

 



解：由图像可知：函数 )(xfy  的单调区间有[-5,-2），[-2,1），[1,3），[3,5）.其中函数 )(xfy 

在区间[-5,-2），[1,3）上的图像是从左往右逐渐下降的，则函数 )(xfy  在区间[-5,-2），[1,3）

为减函数；函数 )(xfy  在区间[-2,1），[3,5]上的图像是从往右逐渐上升的，则函数 )(xfy  在

区间[-2,1），[3,5]上是增函数。           

例 7.利用函数图像判断函数 1)( xxf ； xxg 2)(  ； 12)(  xxh x 在[-3,3]上的单调性。 

分析：观察三个函数，易见 )()()( xgxfxh  ，作图一般步骤为列表、描点、作图。首先作出

1)( xxf 和
xxg 2)(  的图像，再利用物理学上波的叠加就可以大致作出 12)(  xxh x

的图像，

最后利用图像判断函数 12)(  xxh x
的单调性。解:作图像 1-2 如下所示：由以上函数图像得知

函数 1)( xxf 在闭区间[-3,3]上是单调增函数； 
xxg 2)(  在闭区间[-3,3]上是单调增函数；

利用物理上波的叠加可以直接大致作出 12)(  xxh x
在闭区间[-3,3]上图像，即

 12)(  xxh x
在闭区间[-3,3]上是单调增函数。事实上本题中的三个函数也可以直接用函数性

质法判断其单调性。 

 

    

 用函数图像法判断函数单调性比较直观，函数图像能够形象的表示出随着自变量的增加，相应的

函数值的变化趋势，但作图通常较烦。对于较容易作出图像的函数用图像法比较简单直观，可以

类似物理上波的叠加来大致画出图像。而对于不易作图的函数就不太适用了。但如果我们借助于

相关的数学软件去作函数的图像，那么用图像法判断函数单调性是非常简单方便的。 

 （5）导数法 

      
（严格）单减

（严格）单增

)(0)('

)(0)('

xfxf

xfxf




 

注意：①单调性是与“区间”紧密联系的概念，一个函数在不同的区间上，可以有不同的单调性. 



 ②函数的单调性只能在函数的定义域内来讨论，所以求函数的单调区间，必须先求函数的定义域. 

 ③ 函数的单调性定义中的
21
xx、 有三个特征：（三者缺一不可） 

     ⅰ)任意性  

     ⅱ)有大小，即 )(
2121
xxxx   

     ⅲ)同属于一个单调区间 

     ⅳ)由 )(xf 是增（减）函数知
212121

))()()(()( xxxfxfxfxf  ,这说明单调性使得变量之间的不

等式关系和函数值之间的不等关系可以“互逆互推”. 

     ⅴ)函数的单调性是对某个区间而言的，所以要受到区间的限制.如
x

xf
1

)(  分别在   ,0,0, 上都是

单调递减的，但不能说它在整个定义域内   ,00,  是单调递减，只能分开写，即函数的单调区间为

   ,00, 和 . 

     Vi)在研究函数的单调性时，常需要先将函数化简，转化为讨论一些熟知的函数的单调性，因此掌握并熟记

一次函数、二次函数、指数函数、对数函数、三角函数的单调性，将大大简化我们的判断过程. 

 

 

3.判断抽象函数单调性的方法 

    如果一个函数没有给出具体解析式，那么这样的的函数叫做抽象函数。抽象函数没有具体的解析式，需充分

提取题目条件给出的信息。 

（1） 定义法 

    通过作差(或者作商)，根据题目提出的信息进行变形，然后与 0（或者 1）比较大小关系来判断其函数单调

性。通常有以下几种方法： 

（2）凑差法  

根据单调函数的定义，设法从题目中“凑出”“ )()(
21
xfxf  ”的形式，然后比较 )()(

21
xfxf  与 0 的

大小关系。 

例：已知函数 )(xf 对任意实数m 、n均有 )()()( nfmfnmf  ，且当 0m 时， 

0)( mf ，试讨论函数 )(xf 的单调性。 

解：由题得 )()()( nfmfnmf  ， 

令 mxnmx 
21

, ，且 21
xx  ， 0

21
 xxn  

又由题意当 0m 时， 0)( mf 0)()()(
21

 nfxfxf ，所以函数 )(xf 为增函数。 

（3）添项法  

弄清题目中的结构特点，采用加减添项或乘除添项，以达到能判断“ )()(
12
xfxf  ”与 0 大小关系的目的。 

例 12.（同例 11） 



解:任取 2121
,, xxRxx  ，则 0

12
xx ， )()(

12
xfxf  )(])[(

1112
xfxxxf   

由题意函数 )(xf 对任意实数 m 、n均有 )()()( nfmfnmf  ，且当 0m 时， 

0)( mf 0)()()(
1212
 xxfxfxf ，所以函数 )(xf 为增函数。 

（4） 增量法  

由单调性的定义出发，任取
2121

,, xxRxx  设 )0(
12

 xx ,然后联系题目提取的信息给出解答。 

例 13.（同例 11） 

解：任取 2121
,, xxRxx  设 )0(

12
 xx 由题意函数 )(xf 对任意实数 m 、 n 均有

)()()( nfmfnmf  ， 

)()()()()(
1112

 fxfxfxfxf  ，又由题当 0m 时， 

0)( mf )0(0)()()(
12

 fxfxf ，所以函数 )(xf 为增函数。 

（5） 放缩法  

利用放缩法，判断 )(
1
xf 与 )(

2
xf 的大小关系，从而得 )(xf 在其定义域内的单调性。 

例 14.已知函数 )(xf 的定义域为（0，+∞），对任意正实数m 、n均有 

)()()( nfmfmnf  ，且当 1m 时 1)(0  mf ，判断函数 )(xf 的单调性. 

解： 设 21
0 xx  ，则

1

1

2 
x

x

 又当 1m 时 1)(0  mf ，故
1)(0

1

2 
x

x
f

 

再由 )()()( nfmfmnf  中令 1m ， 1n 得 1)1( f  

当 10 x 时，
1

1


x ，由
)

1
()()1(
x

fxff 
易知此时 1)( xf ，故 0)( xf 恒成立。 

因此

)()(1)()()()(
111

1

2
1

1

2
2

xfxfxf
x

x
fx

x

x
fxf 

)()(
12
xfxf   

即 )(xf 在（0，+∞）上为单调递减函数。 

     对于抽象函数，由于抽象函数没有具体的解析式，因此需充分提取题目条件给出的信息,观察结构特点。用

定义法判定抽象函数单调性比较适用于那种对于定义域内任意两个数
21

,xx 当
21
xx  时，容易得出

)(
1
xf - )(

2
xf 与 0 大小关系的函数。定义法是最直接的方法，思路也比较清晰，在解题中灵活选择凑差法、添

项法、增量法、放缩法等恰当的方法，可使解题过程更加简单方便。 

（6）列表法 



    对于比较复杂的复合函数，除了用复合函数单调性判断法外，还可以用列表，将各个函数的单调性都列出来，

然后再判断复合函数单调性。 

例 15.已知 )(xfy  在 R上是偶函数，且在[0,+）上是增函数，求 )2( 2xf  是 

减函数的区间 

解：列表如下 

 

 

 

 

 

 

 

 

由表知 )2( 2xf  是减函数的区间 )2,(  ， )2,0[ 。 

利用列表法比较直观，精确、易懂、量与量之间的关系又很明确。列表法在实际生活当中应用也是比较广

泛的。但是列表法也有其局限性：在于适用题型狭窄，求解范围小，大部分是跟探寻规律或反映规律有关。 

◎函数单调性是函数的一个非常重要的性质，上面从单调性的定义入手，总结了判断单调性的常见方法。上面把

函数分为具体函数和抽象函数两大类进行讨论，对于每类函数都给出了判定单调性的若干方法。对于具体的函数，

我们可以用多种方法去判断其单调性，特别地导数法是普遍适用的，若借助于计算机，那么图像法也是最简单

最直观的。对于抽象函数的单调性问题，我们给出了用定义法及列表法。这种题型不仅抽象，而且综合性较强，

对学生的思维能力有很高的要求，学生往往很难发现数学符号与数学语言之间的内在关系。因此在判断函数单调

性的问题上，应灵活选择恰当的方法，从而使解题过程最简单。 

 

【跟踪训练】 

 定义在 R 上的函数 f(x)满足：对任意实数 m，n，总有 f(m＋n)＝f(m )·f(n)，且当 x>0 时，0<f(x)<1. 

(1)试求 f(0)的值； 

(2)判断 f(x)的单调性并证明你的结论； 

(3)设 A＝{(x，y)|f(x2)·f(y2)>f(1)}，B＝{(x，y)|f(ax－y＋ 2)＝1，a∈R}，若 A∩B＝∅，试确定 a的取值范围． 

解：(1)在 f(m＋n)＝f(m )·f(n)中，令 m＝1，n＝0， 

得 f(1)＝f(1)·f(0)．   因为 f(1)≠0，所以 f(0)＝1. 

(2)任取 x
1
，x

2
∈R，且 x

1
<x

2
. 

在已知条件 f(m＋n)＝f(m )·f(n)中，若取 m＋n＝x
2
，m＝x

1
，则已知条件可化为：f(x

2
)＝f(x

1
)·f(x

2
－x

1
)． 

由于 x
2
－x

1
>0，所以 0<f(x

2
－x

1
)<1. 

函数 

表达式 

单调性 

)2,(   )0,2[  )2,0[  ),2[  

22 xy       

)(ufy       

)2( 2xfy       



为比较 f(x
2
)，f(x

1
)的大小，只需考虑 f(x

1
)的正负即可． 

在 f(m＋n)＝f(m )·f(n)中，令 m＝x，n＝－x，  则得 f(x)·f(－x)＝1. 

因为当 x>0 时，0<f(x)<1，    所以当 x<0 时，f(x)＝
1

f－x
>1>0. 

又 f(0)＝1，所以综上可知，对于任意的 x
1
∈R，    均有 f(x

1
)>0. 

所以 f(x
2
)－f(x

1
)＝f(x

1
)[f(x

2
－x

1
)－1]<0.    所以函数 f(x)在 R 上单调递减． 

(3)f(x2)·f(y2)>f(1)，即 x2＋y2<1. 

f(ax－y＋ 2)＝1＝f(0)，即 ax－y＋ 2＝0. 

由 A∩B＝∅，得直线 ax－y＋ 2＝0与圆面 x2＋y2<1 无公共点，所以
2

a2＋1
≥1，解得－1≤a≤1. 

 

 

 

4.单调性和单调区间的应用 

  例：函数 的单调递增区间为)4(log 2

2
1

x  （ Ｄ ） 

   

【解题导引】考虑定义域 利用复合函数单调性法则 结论 

【解析】由 042 x 得 2x 或 2x ．又 42 xu 在
 2, 上为减函数，在

 ,2 上为增

函数，
uy

2
1

log
为减函数，故 )(xf 的单调递增区间为

 2, ． 

       2,.,2.0,.,0.  DCBA  

二、单调性的应用及单调区间的判断 

1.单调性的应用 

典题导入 

(1)若 f(x)为 R 上的增函数，则满足 f(2－m )<f(m 2)的实数 m 的取值范围是________． 

(2)(2012·安徽高考)若函数 f(x)＝|2x＋a|的单调递增区间是[3，＋∞)，则 a＝________. 

[自主解答] (1)∵f(x)在 R 上为增函数，∴2－m <m 2. 

∴m 2＋m－2>0.∴m >1 或 m <－2. 

(2)由 f(x)＝


  
－2x－a，x<－

a
2
，

2x＋a，x≥－
a
2
，

可得函数 f(x)的单调递增区间为



－

a
2
，＋∞ ，故 3＝－

a
2
，解得 a＝－6. 

[答案] (1)(－∞，－2)∪(1，＋∞) (2)－6 

由题悟法 

单调性的应用主要涉及利用单调性求最值，进行大小比较，解抽象函数不等式，解题时要注意：一是函数定

义域的限制；二是函数单调性的判定；三是等价转化思想与数形结合思想的运用． 

以题试法 



3．(1)(2013·孝感调研)函数 f(x)＝
1

x－1
在[2,3]上的最小值为________，最大值为________． 

(2)已知函数 f(x)＝
1
a
－
1
x
(a>0，x>0)，若 f(x)在



1

2
，2 上的值域为



1

2
，2 ，则 a＝__________. 

解析：(1)∵f′(x)＝－
1

x－12
<0，∴f(x)在[2,3]上为减函数，∴f(x)

min
＝f(3)＝

1

3－1
＝
1
2
，f(x)

max
＝

1

2－1
＝1. 

(2)由反比例函数的性质知函数 f(x)＝
1
a
－
1
x
(a>0，x>0)在



1

2
，2 上单调递增， 

所以





 
f


1
2 ＝

1
2
，

f2＝2，

即


  1
a
－2＝

1
2
，

1
a
－
1
2
＝2，

解得 a＝
2
5
.    答案：(1)

1
2
 1 (2)

2
5
 

2.单调区间判断 

典题导入 

[例 2] (2012·长沙模拟)设函数 y＝f(x)在(－∞，＋∞)内有定义．对于给定的正数 k，定义函数 f
k
(x)＝





 fx，fx≤k，

k，fx＞k，
取函数 f(x)＝2－|x|.当 k＝

1
2
时，函数 f

k
(x)的单调递增区间为(  ) 

A ．(－∞，0)     B．(0，＋∞)     C．(－∞，－1)    D ．(1，＋∞) 

[自主解答] 由 f(x)>
1
2
，得－1<x<1.由 f(x)≤

1
2
，得 x≤－1 或 x≥1. 

所以 f
1
2
(x)＝





 2－x，x≥1，

1
2
，－1＜x＜1，

2x，x≤－1.

故 f
1
2
(x)的单调递增区间为(－∞，－1)．   [答案] C 

 

若本例中 f(x)＝2－|x|变为 f(x)＝log
2
|x|，其他条件不变，则 f

k
(x)的单调增区间为________． 

解析：函数 f(x)＝log
2
|x|，k＝

1
2
时，函数 f

k
(x)的图象如图所示，由图示可得函数 f

k
(x)的单调递增区间为(0， 2 ]． 

答案：(0， 2 ] 

 

由题悟法 

求函数的单调区间的常用方法 

(1)利用已知函数的单调性，即转化为已知函数的和、差或复合函数，求单调区间． 

(2)定义法：先求定义域，再利用单调性定义． 

(3)图象法：如果 f(x)是以图象形式给出的，或者 f(x)的图象易作出，可由图象的直观性写出它的单调区间． 

(4)导数法：利用导数的正负确定函数的单调区间． 

以题试法 

2．函数 f(x)＝|x－2|x的单调减区间是(  ) 

A ．[1,2]     B．[－1,0]      C．[0,2]     D ．[2，＋∞) 
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