
专题 28.1  解直角三角形与几何综合

【典例 1】如图，在Rt △ 𝐴𝐸𝐵中，∠𝐴𝐸𝐵 = 90°，点 C 在线段𝐵𝐸的延长线上，过点 C 作𝐶𝐷 ∥ 𝐴𝐵，连接𝐴𝐷，

再过点 A 作𝐴𝐹 ⊥ 𝐶𝐷于点 F；

  
（1）如图 1，连接𝐸𝐹，若∠𝐵𝐴𝐸 = 30°，∠𝐷 = 45°，𝐷𝐹 = 6，𝐴𝐸 = 4，求线段𝐸𝐹的长；

（2）如图 2，在线段𝐶𝐸上取一点 H，连接𝐴𝐻、𝐷𝐻，当𝐴𝐻平分∠𝐵𝐻𝐷，∠𝐴𝐵𝐻 = ∠𝐷𝐴𝐻时，求证：

𝐷𝐻 = 𝐻𝐶 + 2𝐻𝐸．

（3）如图 3，在（2）的条件下，连接𝐸𝐷，若𝐴𝐸 = 12，𝐵𝐸 = 4，当(𝐸𝐷 + 𝐷𝐹)取得最小值时，请直接写出

线段 AH 的长．  

【思路点拨】

（1）过点𝐸作𝐸𝑀 ⊥ 𝐴𝐹于𝑀，利用勾股定理可得𝐸𝑀 = 𝐴𝐸2−𝐴𝑀2 = 2 3，𝐸𝐹 = 𝐸𝑀2 + 𝑀𝐹2 = 2 7；

（2）连接𝐴𝐶，过𝐴作𝐴𝑊 ⊥ 𝐻𝐷于𝑊，则有∠𝐴𝑊𝐻 = ∠𝐴𝑊𝐷 = 90°，可证Rt △ 𝐴𝐻𝐸≌Rt △ 𝐴𝐻𝑊(HL)，则

𝐻𝐸 = 𝐻𝑊，然后可得𝐴、𝐻、𝐶、𝐷四点共圆，则可证 △ 𝐴𝐸𝐶≌ △ 𝐴𝑊𝐷(AAS)，进而问题可求证；

（3）在线段𝐸𝐵上截取𝐸𝐺 = 𝐸𝐻，延长𝐴𝐹交𝐵𝐶的延长线于𝑀，连接𝐴𝐺，𝐴𝐶，𝐷𝑀，可证得

△ 𝐴𝐸𝐺≌ △ 𝐴𝐸𝐻(SAS)， △ 𝐴𝐺𝐶≌ △ 𝐴𝐻𝐷(SAS)，设∠𝐵𝐴𝐸 = 𝛼，则tan𝛼 = 1
3，利用解直角三角形可得

𝐸𝑀 = 36，再由勾股定理可得𝐴𝑀 = 𝐴𝐸2 + 𝐸𝑀2 = 12 10，作点𝐸关于𝐷𝑀的对称点𝐸′，连接𝐸𝐸′，𝐷𝐸′，𝐸𝐸′

交𝐷𝑀于𝑃，则𝐷𝐸 = 𝐷𝐸′，由于𝐸𝐷 + 𝐷𝐹 = 𝐷𝐸′ +𝐷𝐹 ≥ 𝐸𝐹，故当且仅当𝐸′、𝐷、𝐹三点共线时，𝐸𝐷 + 𝐷𝐹 = 𝐸𝐹

为最小值，过点𝐸′作𝐸′𝑁 ⊥ 𝐵𝐶于𝑁，过点𝐷作𝐷𝐾 ⊥ 𝐶𝑀于𝐾，应用解直角三角形即可求得答案．

【解题过程】

（1）解：过点𝐸作𝐸𝑀 ⊥ 𝐴𝐹于𝑀，如图 1，



则∠𝐴𝑀𝐸 = ∠𝐸𝑀𝐹 = 90°，

∵ 𝐴𝐹 ⊥ 𝐶𝐷，𝐶𝐷 ∥ 𝐴𝐵，

∴ ∠𝐵𝐴𝐹 = ∠𝐴𝐹𝐷 = 90°，

∵ ∠𝐵𝐴𝐸 = 30°，

∴ ∠𝐸𝐴𝑀 = 60°，

∴ ∠𝐴𝐸𝑀 = 30°，

∵ 𝐴𝐸 = 4，

∴ 𝐴𝑀 = 1
2𝐴𝐸 = 2，

在Rt △ 𝐴𝐸𝑀中，𝐸𝑀 = 𝐴𝐸2−𝐴𝑀2 = 42−22 = 2 3，

在Rt △ 𝐴𝐷𝐹 中，∠𝐷 = 45°，𝐷𝐹 = 6，

∴ 𝐴𝐹 = 𝐷𝐹 = 6，

∴ 𝑀𝐹 = 𝐴𝐹−𝐴𝑀 = 6−2 = 4，

在Rt △ 𝐸𝑀𝐹中，

𝐸𝐹 = 𝐸𝑀2 + 𝑀𝐹2 = (2 3)2 + 42 = 2 7，

∴ 线段𝐸𝐹的长为2 7；

（2）证明：连接𝐴𝐶，过𝐴作𝐴𝑊 ⊥ 𝐻𝐷于𝑊，如图 2，

  

则∠𝐴𝑊𝐻 = ∠𝐴𝑊𝐷 = 90°，

∵ ∠𝐴𝐸𝐵 = 90°，

∴ ∠𝐴𝐸𝐻 = 90°，

∵ 𝐴𝐻平分∠𝐵𝐻𝐷，𝐴𝐸 ⊥ 𝐻𝐵，𝐴𝑊 ⊥ 𝐻𝐷，



∴ 𝐴𝐸 = 𝐴𝑊，

在Rt △ 𝐴𝐻𝐸和Rt △ 𝐴𝐻𝑊中，

𝐴𝐻 = 𝐴𝐻
𝐴𝐸 = 𝐴𝑊

 
，

∴ Rt △ 𝐴𝐻𝐸≌Rt △ 𝐴𝐻𝑊(HL)，

∴ 𝐻𝐸 = 𝐻𝑊，

∵ 𝐶𝐷 ∥ 𝐴𝐵，

∴ ∠𝐴𝐵𝐻 + ∠𝐵𝐶𝐷 = 180°，

∵ ∠𝐴𝐵𝐻 = ∠𝐷𝐴𝐻，

∴ ∠𝐷𝐴𝐻 + ∠𝐵𝐶𝐷 = 180°，

∵ ∠𝐷𝐴𝐻与∠𝐵𝐶𝐷在𝐷𝐻异侧，

∴ 𝐴、𝐻、𝐶、𝐷四点共圆，

∴ ∠𝐴𝐶𝐻 = ∠𝐴𝐷𝑊，

∵ 𝐴𝐸 = 𝐴𝑊，∠𝐴𝐸𝐶 = ∠𝐴𝑊𝐷 = 90°，

∴△ 𝐴𝐸𝐶≌ △ 𝐴𝑊𝐷(AAS)，

∴ 𝐸𝐶 = 𝑊𝐷，

∴ 𝐷𝐻 = 𝐻𝑊 + 𝑊𝐷 = 𝐻𝐸 + 𝐸𝐶 = 𝐻𝐸 + 𝐻𝐸 + 𝐻𝐶，

即𝐷𝐻 = 𝐻𝐶 + 2𝐻𝐸；

（3）解：如图 3，在线段𝐸𝐵上截取𝐸𝐺 = 𝐸𝐻，延长𝐴𝐹交𝐵𝐶的延长线于𝑀，连接𝐴𝐺，𝐴𝐶，𝐷𝑀，

  

则𝐶𝐺 = 𝐻𝐶 + 2𝐻𝐸，

由（2）得𝐷𝐻 = 𝐻𝐶 + 2𝐻𝐸，

∴ 𝐶𝐺 = 𝐷𝐻，

在 △ 𝐴𝐸𝐺和 △ 𝐴𝐸𝐻中，

𝐸𝐺 = 𝐸𝐻
∠𝐴𝐸𝐺 = ∠𝐴𝐸𝐻 = 90°

𝐴𝐸 = 𝐴𝐸

 

，



∴△ 𝐴𝐸𝐺≌ △ 𝐴𝐸𝐻(SAS)，

∴ 𝐴𝐺 = 𝐴𝐻，∠𝐴𝐺𝐶 = ∠𝐴𝐻𝐸，

∵ 𝐴𝐻平分∠𝐵𝐻𝐷，

∴ ∠𝐴𝐻𝐸 = ∠𝐴𝐻𝐷，

∴ ∠𝐴𝐺𝐶 = ∠𝐴𝐻𝐷，

∴△ 𝐴𝐺𝐶≌ △ 𝐴𝐻𝐷(SAS)，

∴ 𝐴𝐶 = 𝐴𝐷，

∵ 𝐴𝐹 ⊥ 𝐶𝐷，

∴ 𝐷𝐹 = 𝐶𝐹，

∴ 𝐷𝑀 = 𝐶𝑀，

设∠𝐵𝐴𝐸 = 𝛼，则tan𝛼 = 𝐵𝐸
𝐴𝐸 = 4

12 = 1
3，

∵ ∠𝐵𝐴𝐸 + ∠𝑀𝐴𝐸 = ∠𝐴𝑀𝐸 + ∠𝑀𝐴𝐸 = 90°，

∴ ∠𝐴𝑀𝐸 = ∠𝐵𝐴𝐸 = 𝛼，

∴  𝐴𝐸
𝐸𝑀 = tan𝑀 = 1

3，

∴ 𝐸𝑀 = 3𝐴𝐸 = 3 × 12 = 36，

∴ 𝐴𝑀 = 𝐴𝐸2 + 𝐸𝑀2 = 122 + 362 = 12 10，

如图 4，作点𝐸关于𝐷𝑀的对称点𝐸′，连接𝐸𝐸′，𝐷𝐸′，𝐸𝐸′交𝐷𝑀于𝑃，

  

则𝐷𝐸 = 𝐷𝐸′，

∴ 𝐸𝐷 + 𝐷𝐹 = 𝐷𝐸′ +𝐷𝐹 ≥ 𝐸′𝐹，当且仅当𝐸′、𝐷、𝐹三点共线时，𝐸𝐷 + 𝐷𝐹 = 𝐸𝐹为最小值，

过点𝐸′作𝐸′𝑁 ⊥ 𝐵𝐶于𝑁，过点𝐷作𝐷𝐾 ⊥ 𝐶𝑀于𝐾，



则∠𝐴𝑀𝐷 = ∠𝐶𝐸′𝐸 = ∠𝐶𝐸′𝑁 = ∠𝐶𝐷𝐾 = ∠𝐴𝑀𝐸 = 𝛼，

设𝐶𝐹 = 𝐷𝐹 = 𝑥，则𝐹𝑀 = 𝐶𝐹
tan𝛼 = 3𝑥，

∴ 𝐶𝑀 = 𝐶𝐹2 + 𝐹𝑀2 = 𝑥2 + (3𝑥)2 = 10𝑥，

∵ sin∠𝐷𝐶𝐾 = 𝐷𝐾
𝐶𝐷 = 𝐹𝑀

𝐶𝑀，即
𝐷𝐾
2𝑥 =

3𝑥
10𝑥，

∴ 𝐷𝐾 = 3 10
5

𝑥，

∵ cos∠𝐷𝐶𝐾 = 𝐶𝐾
𝐶𝐷 = 𝐶𝐹

𝐶𝑀，即
𝐶𝐾
2𝑥 =

𝑥
10𝑥，

∴ 𝐶𝐾 = 10
5

𝑥，

∴ 𝑀𝐾 = 𝐶𝑀−𝐶𝐾 = 10𝑥− 10
5

𝑥 = 4 10
5

𝑥，

∴ tan2𝛼 = 𝐷𝐾
𝑀𝐾 =

3 10
5

𝑥
4 10

5
𝑥

= 3
4，

∴  𝑃𝐸
𝑃𝑀 = tan2𝛼 = 3

4，

设𝑃𝐸 = 3𝑦，则𝑃𝑀 = 4𝑦，

∵ 𝑃𝐸2 +𝑃𝑀2 = 𝐸𝑀2，

∴ (3𝑦)2 + (4𝑦)2 = 362，

∴ 𝑦 = 36
5 （负值舍去），

∴ 𝑃𝐸 = 3 × 36
5 = 108

5 ，𝑃𝑀 = 4 × 36
5 = 144

5 ，

∴ 𝐸𝐸′ = 2𝑃𝐸 = 216
5 ，

∵ sin2𝛼 = 𝐸𝑁
𝐸𝐸′

= 𝑃𝐸
𝐸𝑀，即

𝐸𝑁
216

5
=

108
5

36
，

∴ 𝐸𝑁 = 648
25 ，

∴ 𝑀𝑁 = 𝐸𝑀−𝐸𝑁 = 36−648
25 = 252

25 ，

∴ 𝐸′𝑁 = 𝐸𝑁
tan2𝛼 =

648
25
3
4

= 864
25 ，

∴ 𝐶𝑁 = 𝐸′𝑁 ⋅ tan𝛼 = 864
25 × 1

3 = 288
25 ，

∴ 𝐶𝑀 = 𝐶𝑁 + 𝑀𝑁 = 288
25 + 252

25 = 108
5 ，

∴ 𝐹𝑀 = 𝐶𝑀 ⋅ cos𝛼 = 108
5 × 3 10

10
= 162 10

25
，𝐶𝐹 = 1

3𝐹𝑀 = 54 10
25

，



∴ 𝐴𝐹 = 𝐴𝑀−𝐹𝑀 = 12 10−162 10
25

= 138 10
25

，

在Rt △ 𝐴𝐷𝐹中，𝐴𝐷 = 𝐴𝐹2 + 𝐷𝐹2 = ( 138 10
25

)
2

+ ( 54 10
25

)
2

= 12 61
5

，

∵ ∠𝐷𝐴𝐻 = ∠𝐴𝐵𝐻 = ∠𝑀𝐴𝐸，

∴ ∠𝐷𝐴𝐻−∠𝑀𝐴𝐻 = ∠𝑀𝐴𝐸−∠𝑀𝐴𝐻，

即∠𝐷𝐴𝐹 = ∠𝐻𝐴𝐸，

∴ cos∠𝐷𝐴𝐹 = cos∠𝐻𝐴𝐸，

∴  𝐴𝐹
𝐴𝐷 = 𝐴𝐸

𝐴𝐻，即
138 10

25
12 61

5

= 12
𝐴𝐻，

∴ 𝐴𝐻 = 12 610
23

．

1．（2023·辽宁·中考真题） △ 𝐴𝐵𝐶是等边三角形，点𝐸是射线𝐵𝐶上的一点（不与点𝐵，𝐶重合），连接𝐴𝐸，

在𝐴𝐸的左侧作等边三角形𝐴𝐸𝐷，将线段𝐸𝐶绕点𝐸逆时针旋转120°，得到线段𝐸𝐹,连接𝐵𝐹．交𝐷𝐸于点𝑀．

      

（1）如图 1，当点𝐸为𝐵𝐶中点时，请直接写出线段𝐷𝑀与𝐸𝑀的数量关系；

（2）如图 2．当点𝐸在线段𝐵𝐶的延长线上时，请判断（1）中的结论是否成立？若成立，请写出证明过程；

若不成立，请说明理由；

（3）当𝐵𝐶 = 6，𝐶𝐸 = 2时，请直接写出𝐴𝑀的长．



2．（22·23 下·安徽·专题练习）在 △ 𝐴𝐵𝐶中，∠𝐴𝐶𝐵 = 90°，𝐴𝐶
𝐵𝐶 = 𝑚，𝐷是边𝐵𝐶上一点，将 △ 𝐴𝐵𝐷沿𝐴𝐷折叠

得到 △ 𝐴𝐸𝐷，连接𝐵𝐸．

  

（1）特例发现：如图 1，当𝑚 = 1，𝐴𝐸落在直线𝐴𝐶上时．

①求证：∠𝐷𝐴𝐶 = ∠𝐸𝐵𝐶；

②填空：
𝐶𝐷
𝐶𝐸的值为　　；

（2）类比探究：如图 2，当𝑚 ≠ 1，𝐴𝐸与边𝐵𝐶相交时，在𝐴𝐷上取一点𝐺，使∠𝐴𝐶𝐺 = ∠𝐵𝐶𝐸，𝐶𝐺交𝐴𝐸于点

𝐻．探究
𝐶𝐺
𝐶𝐸的值（用含𝑚的式子表示），并写出探究过程；

（3）拓展运用：在（2）的条件下，当𝑚 = 2
2
，𝐷是𝐵𝐶的中点时，若𝐸𝐵 ⋅ 𝐸𝐻 = 6，求𝐶𝐺的长．



3．（22·23·濮阳·一模）数学活动课上，老师组织数学小组的同学们以“正方形折叠”为主题开展数学活动．

  

【动手实践】

（1）如图（1），已知正方形纸片𝐴𝐵𝐶𝐷，数学小组将正方形纸片沿过点 A 的直线折叠，使点 B 落在正方形

𝐴𝐵𝐶𝐷的内部，点 B 的对应点为点 M，折痕为𝐴𝐸，再将纸片沿过点 A 的直线折叠使𝐴𝐷与𝐴𝑀重合，折痕为

𝐴𝐹，易知点 E、M、F 共线，则∠𝐸𝐴𝐹 =  °，𝐸𝐹、𝐵𝐸、𝐷𝐹三条线段的关系为 ；

【拓展应用】

（2）解决下面问题：

①如图（2）作𝐹𝑁 ⊥ 𝐴𝐸于点 N，交𝐴𝑀于点 P，求证： △ 𝐴𝑁𝑃≌ △ 𝐹𝑁𝐸；

②如图（3），数学小组在图（1）的基础上进行如下操作：将正方形纸片沿𝐸𝐹继续折叠，点 C 的对应点为

点 N，他们发现，当点 E 的位置不同时，点 N 的位置也不同，若点 N 恰好落在 △ 𝐴𝐸𝐹边上，𝐴𝐵 = 3，请直

接写出此时𝐵𝐸的长度．



4．（22·23 下·泉州·模拟预测）已知：如图1，在矩形𝐴𝐵𝐶𝐷中，𝐴𝐵 = 4，𝐴𝐷 = 6，点𝑃是𝐴𝐷的中点，点𝐹是

𝐴𝐵上的动点，连接𝐹𝑃并延长交𝐶𝐷的延长线于点𝑀，过点𝑃作𝑃𝐸 ⊥ 𝐹𝑀，交直线𝐵𝐶于点𝐸，连接𝐸𝐹．

  

（1）求tan∠𝑃𝐸𝐹的值；

（2）如图2，连接𝐸𝑀，点𝑄是𝐸𝑀的中点．

①当∠𝐴𝐹𝑃 = 2∠𝐵𝐸𝐹时，求𝑃𝑄的长；

②点𝐹从𝐴点运动到𝐵点的过程中，求点𝑄经过的路径长．



5．（2023·江苏镇江·中考真题）【发现】如图 1，有一张三角形纸片𝐴𝐵𝐶，小宏做如下操作：

  

（1）取𝐴𝐵，𝐴𝐶的中点 D，E，在边𝐵𝐶上作𝑀𝑁 = 𝐷𝐸；

（2）连接𝐸𝑀，分别过点 D，N 作𝐷𝐺 ⊥ 𝐸𝑀，𝑁𝐻 ⊥ 𝐸𝑀，垂足为 G，H；

（3）将四边形𝐵𝐷𝐺𝑀剪下，绕点 D 旋转180°至四边形𝐴𝐷𝑃𝑄的位置，将四边形𝐶𝐸𝐻𝑁剪下，绕点 E 旋转180°

至四边形𝐴𝐸𝑆𝑇的位置；

（4）延长𝑃𝑄，𝑆𝑇交于点 F．

小宏发现并证明了以下几个结论是正确的：

①点 Q，A，T 在一条直线上；

②四边形𝐹𝑃𝐺𝑆是矩形；

③ △ 𝐹𝑄𝑇≌ △ 𝐻𝑀𝑁；

④四边形𝐹𝑃𝐺𝑆与 △ 𝐴𝐵𝐶的面积相等．

【任务 1】请你对结论①进行证明．

【任务 2】如图 2，在四边形𝐴𝐵𝐶𝐷中，𝐴𝐷∥𝐵𝐶，P，Q 分别是𝐴𝐵，𝐶𝐷的中点，连接𝑃𝑄．求证：𝑃𝑄 = 1
2

(𝐴𝐷 + 𝐵𝐶)．

【任务 3】如图 3，有一张四边形纸𝐴𝐵𝐶𝐷，𝐴𝐷∥𝐵𝐶，𝐴𝐷 = 2，𝐵𝐶 = 8，𝐶𝐷 = 9，sin∠𝐷𝐶𝐵 = 4
5，小丽分别取

𝐴𝐵，𝐶𝐷的中点 P，Q，在边𝐵𝐶上作𝑀𝑁 = 𝑃𝑄，连接𝑀𝑄，她仿照小宏的操作，将四边形𝐴𝐵𝐶𝐷分割、拼成了

矩形．若她拼成的矩形恰好是正方形，求𝐵𝑀的长．



6．（23·24 九年级上·江苏无锡·阶段练习）【基本图形】（1）如图 1，在矩形𝐴𝐵𝐶𝐷中，𝐶𝐸 ⊥ 𝐵𝐷于点𝐻，

交𝐴𝐷于点𝐸．求证：
𝐶𝐸
𝐵𝐷 = 𝐶𝐷

𝐵𝐶；

【类比探究】（2）如图 2，在四边形𝐴𝐵𝐶𝐷中，∠𝐴 = ∠𝐵 = 90°,𝐴𝐷 = 4，𝐵𝐶 = 9，𝐶𝐷 = 7．𝐸是边𝐴𝐵上的一

动点，过点𝐶作𝐶𝐺 ⊥ 𝐸𝐷，交𝐸𝐷的延长线于点𝐺，交𝐴𝐷的延长线于点𝐹．试探究
𝐶𝐹
𝐷𝐸是否为定值?若是，请求出

𝐶𝐹
𝐷𝐸的值；若不是，请说明理由；

【拓展延伸】（3）如图 3，在Rt △ 𝐴𝐵𝐷中，∠𝐵𝐴𝐷 = 90°，将 △ 𝐴𝐵𝐷沿𝐵𝐷翻折得到 △ 𝐶𝐵𝐷，点𝐸,𝐹分别在

边𝐴𝐵,𝐴𝐷上，连接𝐶𝐹,𝐷𝐸．若∠𝐴𝐸𝐷 = ∠𝐴𝐹𝐶，且
𝐶𝐹
𝐷𝐸 = 3

5，则
𝐴𝐷
𝐴𝐵的值为______（直接写出结果）．

  



7．（21·22 九年级下·辽宁盘锦·期中）如图，在矩形𝐴𝐵𝐶𝐷中，𝐴𝐵 = 3,𝐵𝐶 = 5，𝐵𝐸平分∠𝐴𝐵𝐶交𝐴𝐷于点

E．连接𝐶𝐸，点 F 是𝐵𝐸上一动点，过点 F 作𝐹𝐺 ∥ 𝐶𝐸交𝐵𝐶于点 G． 将 △ 𝐵𝐹𝐺绕点 B 旋转得到 △ 𝐵𝐹′𝐺′，    

  

（1）如图 1，连接𝐶𝐺′,𝐸𝐹′，求证： △ 𝐵𝐸𝐹′ ∽△ 𝐵𝐶𝐺′；

（2）当点𝐺′恰好落在直线𝐴𝐸上时，若𝐵𝐹 = 3，求𝐸𝐺′的值；

（3）如图 3，连接𝐺𝐺′，当𝐺𝐺′与𝐵𝐸交于点 F 时，猜想𝐹𝐺与𝐹𝐺′的数量关系，并证明．
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