
第五章 导数及其应用（4 大易错与 4 大拓展）

易错点 1  忽略切点所在位置

【指点迷津】求切线方程时应注意看清题意时在点 0 0( , )P x y 处（点 0 0( , )P x y 为切点）还是过点 0 0( , )P x y

（此时一般把 0 0( , )P x y 认为是非切点，而重新设出切点）

典例 1（2024·全国·高三专题练习）过点 ( 1,0) 作曲线 3y x x  的切线，则切线的方程为      .

【答案】 2 2 0x y   或 4 1 0x y  

【详解】 3y x x  ，则 23 1y x   ．

设切点坐标为  3
0 0 0,x x x ，则切线斜率为

2
03 1x  ，

切线方程为     3 2
0 0 0 03 1y x x x x x     ，

代入点 ( 1,0) ，得
3 2
0 02 3 1 0x x   ，即    2

0 01 2 1 0x x   ，解得 0 1x   或 0
1
2

x  ．

当 0 1x   时，切线方程为 2 2 0x y   ；当 0
1
2

x  时，切线方程为 4 1 0x y   ．

故答案为： 2 2 0x y   或 4 1 0x y  

典例 2．（2024 上·重庆·高二重庆巴蜀中学校考期末）已知曲线   3 1f x x x   ，

(1)求曲线在点  1,1P 处的切线方程；

(2)求过点
2 1,
3 3

Q  
 
 

且与曲线相切的直线方程.

【答案】(1) 2 1y x 

(2) 2 1y x  或 1y x  

【详解】（1）解：由函数   3 1f x x x   ，可得   23 1f x x   ，可得  1 2f   ，

即曲线在点  1,1P 处的切线斜率为 2k  ，

所以曲线在点  1,1P 处的切线方程为  2 1 1y x   ，即 2 1y x  .

（2）解：因为点
2 1,
3 3

Q  
 
 

不在曲线   3 1f x x x   上，

设切点为  0 0,A x y ，所以   2
0 03 1f x x   ，

所以切线方程为   2 3
0 0 0 03 1 1y x x x x x      ，

又因为
2 1,
3 3

Q  
 
 

在直线上，所以  2 3
0 0 0 0

1 23 1 1
3 3

x x x x       
 

，



即
3 2
0 02 2 0x x  ，解得 0 1x  或 0 0x  .

当切点为  1,1 时，切线方程为 2 1y x  ；

当切点为  0,1 时，切线的斜率为  0 1f    ，此时切线方程为 1y x   ，

综上所述，过点
2 1,
3 3

Q  
 
 

且与曲线  f x 相切的直线方程为： 2 1y x  或 1y x   .

跟踪训练 1（2023 上·上海·高二校考阶段练习）已知函数    21 , ln
2

f x x g x x  ．

(1)求函数      h x f x g x  的最小值；

(2)求函数  y f x 过点  1, 4 的切线；

【答案】(1) 1
2

(2) 2 2 0x y   或 4 8 0x y  

【详解】（1）由题意得，  h x 的定义域为 0x  ，

     
21 1xh x f x g x x

x x
       ，

令   0h x  ，解得 1x  ，或 1x   （舍去）；   0h x  ，解得 1 1x   ，所以0 1x  ，

所以  h x 在  0,1 上单调递减，在  1, 上单调递增，

所以         2
min

1 11 1 1 1 ln1
2 2

h x h f g      

（2）设切点为  ,P a b ，切线的斜率  k f a a  ，

所以  y b a x a   ，

因为直线过点  1, 4 ，所以  4 1b a a    ，又
21

2
b a ，

解得 4a  或 2a   ，

所以直线方程为 2 2 0x y   或 4 8 0x y  

跟踪训练 2（2024 上·山西长治·高二统考期末）已知 ( ) 3ln ( 1)f x x k x   .

(1)若过点 (2, 2)作曲线 ( )y f x 的切线，切线的斜率为 2，求 k 的值；

【答案】(1)1

【详解】（1）由题意可得：
3( )f x k
x

   ，

设切点坐标为   0 0 0,3ln 1x x k x  ，

则切线斜率为 0
0

3( ) 2k f x k
x

    ，即
0

3 2k
x

  ，

可得切线方程为    0 0 03ln 1 2y x k x x x       ，



将 (2, 2)，
0

3 2k
x

  代入可得    0 0 0
0

32 3ln 2 1 2 2x x x
x

  
       

  
，

整理得 0
0

1ln 1 0x
x

   ，

因为
1ln ,y x y
x

   在  0,  内单调递增，

则
1ln 1y x
x

   在定义域  0,  内单调递增，且当 1x  时， 0y  ，

可知关于 0x 的方程 0
0

1ln 1 0x
x

   的根为 1，即 0 1x  ，

所以
0

3 2 1k
x

   .

易错点 2  求函数单调区间忽略了定义域

【指点迷津】求函数单调区间注意先求定义域，特别是选填题型，更容易忽视定义域而至错

典例 1（2024 上·山西大同·高二统考期末）函数   e lnf x x
x

  的单调递减区间是（   ）

A．  , e B．  0,e C．  1,e D．  0,1

【答案】B

【详解】由函数   e lnf x x
x

  ，可得其的定义域为  0,  ，且   2 2
e 1 exf x

x x x
     ，

令   0f x  ，解得0 ex  ，所以函数  f x 的单调递减区间是  0,e ．

故选：B．

典例 2（2023 下·陕西汉中·高二校考期中）函数   2 5ln 3 1f x x x x    的单调递减区间为（    ）

A．
51,
2

  
 

B．
30,
2

 
 
 

C．
5 ,
2

  
 

D．
50,
2

 
 
 

【答案】D

【详解】函数   2 5ln 3 1f x x x x    的定义域为  0,  ，

 
25 2 3 52 3 0x xf x x

x x
       ，

因为 0x  ，可得 22 3 5 0x x   ，解得
51
2

x   ，可得
50
2

x  ，

因此，函数  f x 的单调递减区间为
50,
2

 
 
 

.

故选：D.

跟踪训练 1（2023 上·甘肃·高三校考阶段练习）函数 ( ) lnf x x x  的单调递减区间是（    ）

A． ( ,1) B．( 0, 1) C． (1, ) D． (e, )



【答案】B

【详解】函数的定义域为 (0, ) ，

1 1( ) 1 xf x
x x

 
   ，令 ( ) ,f x x    0 0 1，

则单调递减区间为( 0, 1) .

故选：B

跟踪训练 2（2023 下·陕西西安·高二期中）函数 ( ) 2 lnf x x x  的单调递减区间是（    ）

A． ( ,2) B． (2, ) C． (0,2) D． ( ,0) 和 (0,2)

【答案】C

【详解】    2 21 0xf x x
x x

     ，

令   0f x  ，得0 2x  ，

所以函数 ( ) 2 lnf x x x  的单调递减区间是 (0,2) .

故选：C.

易错点 3 已知函数 ( )y f x 在区间 D上单调 x D  ，   0f x  恒成立.解题时容

易忽略等号

【指点迷津】已知函数 ( )y f x 在区间 D 上单调 x D  ，   0f x  恒成立.

典例 1（2023 上·福建南平·高二福建省南平第一中学校考阶段练习）已知函数   lnf x x ax  在区间 1,3 上

单调递减，则实数 a的取值范围为（    ）

A． 1a  B． 1a  C．
1
3

a  D．
1
3

a 

【答案】A

【详解】因为   lnf x x ax  ，所以   1f x a
x

   ，

因为  f x 在区间 1,3 上单调递减，

所以   0f x  ，即
1 0a
x

  ，则
1a
x

 在 1,3 上恒成立，

因为
1y
x

 在 1,3 上单调递减，所以 max 1y  ，故 1a  .

故选：A.

典例 2（2023 下·安徽合肥·高二校联考阶段练习）若函数    2exf x x a  在 2 2 , 上单调递减，则实数 a

的取值范围是（    ）

A．  ,0 B．  , 8  C．  , 8  D． 0, 

【答案】C



【详解】解：因为函数    2exf x x a  ，

所以    2e 2xf x x x a    ，

因为函数    2exf x x a  在 2 2 , 上单调递减，

所以    2e 2 0xf x x x a     在 2 2 , 上恒成立，

即 2 2a x x   在 2 2 , 上恒成立，

令  22 2 1 1 8t x x x         ，

则 8a   ，

当 8a   时，      22e 2 8 e 1 9x xf x x x x         不恒为零，

所以实数 a的取值范围是  , 8  ，

故选：C

跟踪训练 1（2023 下·广西南宁·高二宾阳中学校联考期末）已知函数   e lnxf x a x  在区间  2,3 上单调递

增，则 a的最小值为（    ）

A． 22e B． e C． 1e D．
21 e

2


【答案】D

【详解】依题可知，   1e 0xf x a
x

    在  2,3 上恒成立，

显然 0a  ，所以
1exx
a

 ，

设    e , 2,3xg x x x  ，所以    1 e 0xg x x    ，所以  g x 在  2,3 上单调递增，

    22 2eg x g  ，故
2 12e

a
 ，即

2
2

1 1 e
2e 2

a   ，即 a 的最小值为
21 e

2

．

故选：D．

跟踪训练 2（2023·陕西西安·统考三模）若函数   2 lnf x x ax x   在区间  1,e 上单调递增，则 a的取值范

围是（    ）

A． 3, B．  ,3 C．
23,e 1   D．

23,e 1  

【答案】B

【详解】因为函数   2 lnf x x ax x   在区间  1,e 上单调递增，

所以   12 0f x x a
x

     在区间  1,e 上恒成立，

即
12a x
x

  在区间  1,e 上恒成立，



令    12 1 eg x x x
x

    ，

则  
  2

2 2 2

2 1 2 11 2 12 0
x xxg x

x x x

       ，

所以  g x 在  1,e 上递增，又  1 3g  ，

所以 3a  .

所以 a的取值范围是  ,3 .

故选：B

易错点 4 由函数的极值求参数取值时没有验证致错

【指点迷津】根据函数极值求参数有多个答案时请一定要检验

典例 1（2023 上·江苏镇江·高二扬中市第二高级中学期末）已知函数 2( ) ( )f x x x c  在 2x  处有极小值，则

常数 c的值为 （       ）

A．1 B．2 或 6 C．2 D．6

【答案】C

【详解】 2( ) ( ) 2 ( ) ( )(3 )f x x c x x c x c x c        ，

由题意得 (2) 0f   ，即 (2 )(6 ) 0c c   ，解得 2c  或 6，

当 2c  时， ( ) ( 2)(3 2)f x x x    ，

当
2
3

x  或 2x  时， ( ) 0f x  ，  f x 单调递增，

当
2 2
3

x  时， ( ) 0f x  ，  f x 单调递减，

故函数 2( ) ( )f x x x c  在 2x  处有极小值，满足要求，

当 6c  时， ( ) ( 6)(3 6)f x x x    ，

当 2x  或 6x  时， ( ) 0f x  ，  f x 单调递增，

当 2 6x  时， ( ) 0f x  ，  f x 单调递减，

故函数 2( ) ( )f x x x c  在 2x  处有极大值，不合要求，

故常数 c的值为 2.

故选：C

典例（2023 下·四川遂宁·高三射洪中学校考开学考试）若函数   3 2 22f x x ax a x   在 1x  处有极大值，则

实数 a的值为（    ）

A．1 B． 1 或 3 C． 1 D． 3

【答案】D

【详解】求导得   2 23 4f x x ax a   ，



则由题意得   21 4 3 0 1f a a a        或 3a   ，

代入检验当 1a   时，      23 4 1 1 3 1f x x x x x       ，

令   0 1f x x    或
1
3

x  ，   10 1
3

f x x     ，则 1x  时，  f x 取得极小值，不符合题意舍去；

当 3a   时，       23 4 3 3 1 3f x x x x x       ，

令   0 3f x x    或 1x  ，   0 1 3f x x     ，则 1x  时，  f x 取得极大值，符合题意.

故选：D

跟踪训练 1（2023 上·云南昆明·高三统考期中）已知函数   3 2 22 1f x x ax a x    在 1x  处有极小值，则 a

的值为（    ）

A．1 B．3 C．1 或 3 D． 1 或 3

【答案】A

【详解】因为   3 2 22 1f x x ax a x    ，

所以   2 23 4f x x ax a    ，

因为函数   3 2 22 1f x x ax a x    在 1x  处有极小值，

所以   21 3 4 0f a a     ，解得 1a  或 3a  ，

当 1a  时，     23 4 1 3 1 1f x x x x x       ，

当 ( ) 0f x¢ > 时，
1
3

x  或 1x  ，当   0f x  时，
1 1
3

x  ，

 f x 在 1x  处取到极小值，符合题意；

当 3a  时，     23 12 9 3 1 3f x x x x x      ，

当 ( ) 0f x¢ > 时， 1x  或 3x  ，当   0f x  时，1 3x  ，

 f x 在 1x  处取到极大值，不符合题意；

综上： a的值为 1.

故选：A.

跟踪训练 2（2023 下·江西上饶·高二统考期末）若函数 3 2 2( )f x x ax bx a    在 1x  处有极值 10，则b a 

（    ）

A． 7 B．0 C．7 D．0 或 7

【答案】C

【详解】函数 3 2 2 ( )f x x ax bx a    ，求导得 2 ( ) 3 2f x x ax b    ，

依题意， 2

(1) 3 2 0
(1) 1 10

f a b
f a a b

   
     




，解得 3, 3a b   或 4, 11a b   ，

当 3, 3a b   时， 2 2 ( ) 3 6 3 3( 1) 0f x x x x       ，函数 ( )f x 在 R 上单调递增，无极值，不符合题意，



当 4, 11a b   时， 2 ( ) 3 8 11 (3 11)( 1)f x x x x x       ，当
11 1
3

x   时， ( ) 0f x  ， 1x  时， ( ) 0f x  ，

于是  1x  是函数 ( )f x 的极值点，符合题意，所以  7b a  .

故选：C

拓展 1 利用导函数研究函数的恒成立问题

典例 1（2023·上海嘉定·统考一模）对于函数 2( ) 2 e ln lnxf x a x a   ，若对于任意的 ,( )0x   ， ( ) 0f x 

恒成立，求 a 的取值范围          .

【答案】
1 ,
2e

  

【详解】不等式 2( ) 2 e ln ln 0xf x a x a    恒成立等价于
22 e lnx xa

a
 即  22 e ln 0x x xx x

a a
  ，即

 2 ln 2 ln ln lnx xx x x a
a a

     
 

，

由于 ( ) lnf x x x  为增函数，所以由  2 ln xf x f
a

   
 

，得2 ln
xx
a

≥ ，即 2e x

xa ≥ 恒成立，

令   2e xg x x
 ，则   2

1 2
e xg x x  ，

当
10
2

x  时， ( ) 0g x  ， ( )g x 单调递增，

当
1
2

x  时， ( ) 0g x  ， ( )g x 单调递减，

易得  
max

1 1
2 2e

g x g
 

  
 

，

所以
1
2e

a  ，所以 a的取值范围是
1 ,
2e

  
.

故答案为：
1 ,
2e

  
.

典例 2（2023 下·上海浦东新·高二上海市建平中学校考阶段练习）若不等式
5 3 21ln 3e

2
x x x ax   对任意

 0,x   恒成立，则实数 a的取值范围为           .

【答案】
1, 4e e
e

     

【详解】因为不等式
5 3 21ln 3e

2
x x x ax   对任意  0,x   恒成立，

所以
3

2
1 ln3e
2

xa x x
x

   对任意  0,x   恒成立，

令   3
2

ln3e xf x x x
x

   ，  0,x   ，



则   2
3

1 2ln3 3e xf x x
x

 
   ，令     2

3
1 2ln3 3e xg x f x x

x
 

   ，

则    
4

2 1 2ln 3
6 3

x
g x x

x
  

    ，

当
10,
2

x     
时，6 3 3x    ，

   4

2 1 2ln 3 12 1 2ln 3 2 1 2ln 3 5 6ln 2 3
2

x
x

x
               

 
，

所以   0g x  ，

当
1 , e
2

x    
时，

 
4

2 1 2ln 3
6 3 0, 0

x
x

x
  

   ，所以   0g x  ，

当  e,x   时，   4 4
5 6ln6 3 xg x x
x x

     ，令   4
ln xm x
x

 ，

则   5
1 4ln 0xm x

x
   ，所以     2

1e
2e

m x m  ，

又 4
56 3 6 3 6 e 3x x
x

      ，

所以 4 4 2
5 ln 66 3 6 6 e 3 0

2e
xx

x x
       ，综上   0g x  对  0,x   恒成立，

所以  f x 在  0,  上严格增，又  e 0f   ，所以当  0, ex  时，   0f x  ，  f x 单调递减，

当  e,x   时， ( ) 0f x¢ > ，  f x 单调递增，所以  
3
2

min
1( ) e 2e
2e

f x f    ，

所以
3
21 12e

2 2e
a    ，所以

3
2 14e

e
a    ，即

1, 4e e
e

a       
.

故答案为：
1, 4e e
e

     

典例 3（2023 下·上海杨浦·高二上海市控江中学校考期中）设 Ra  ，函数   2 6 , 0f x ax x
x

   .

(1)当 3a  时，求函数  y f x 的单调区间；

(2)设常数 0c  .当 0a  时，关于 x 的不等式   32 13f x x c  在 ,c  恒成立，求 c的取值范围.

【答案】(1)函数的单调增区间为  1, ，单调减区间为  0,1

(2) 80, 6,
13

      

【详解】（1）   2 63f x x
x

  ，    3

2 2

6 166
x

f x x
x x


   ，

令   0f x  ，解得 1x  ，



当0 1x  时，   0f x  ，函数  y f x 单调递减，

当 1x  时， ( ) 0f x¢ > ，函数  y f x 单调递增，

故函数的单调增区间为  1, ，单调减区间为  0,1 .

（2） 0a  ，   6
f x

x ，设   3 62 13g x x c
x

   ，    4
2

2 2

6 166
x

g x x
x x


   ，

令   0g x  得 1x  .

当0 1x  .时，   0g x  ，函数  y g x 单调递减，

当 1x  时，   0g x  ，函数  y g x 单调递增，

当0 1c  时，  y g x 在 ,c  上的最小值  1 8 13g c  ，

由  1 0g  ，解得
8

13
c  ，故

80,
13

c    
.

当 1c  时，  y g x 在 ,c  上的最小值   3 62 13g c c c
c

   ，

由   0g c  ，有
  2 22 1 6

0
c c

c
 

 ，解得 6c  ，故 6,c   .

综上所述： c的取值范围为 80, 6,
13

      
.

跟踪训练 1 （2023 上·上海浦东新·高三校考期中）若关于 x 的不等式
21ln 1 0x x nx

m
    恒成立，求mn 的

最大值            .

【答案】 e

【详解】由 0, 0m x  ，原不等式可化为：  ln 1 1x x mn
x m


  ，

设   ln 1xf x
x


 ，则  
 

2 2

1 ln 1 2 lnx x xxf x
x x

      ，

当  20,ex  时， ( ) 0f x¢ > ，  f x 单调递增，

当  2e ,x   时，   0f x  ，  f x 单调递减，

所以，  f x 在 2ex  处取得极大值，且为最大值，则  2
2

1e
e

f  ；

当 ex 时，   0f x  ，



  

结合图象可知，要使  1y x mn
m

  的图象恒在  f x 图象的上方，显然 0m  不符题意，

当 0m  时，mn 为直线  1y x mn
m

  的横截距，其最大值为  f x 的横截距，

再令   0f x  ，可得 ex ，所以mn 的最大值为 e .

此时
2 1e ,

e
m n  ，直线  1y x mn

m
  与  f x 在点  e,0 处相切，mn 的最大值为 e .

故答案为： e

跟踪训练 2（2023 上·上海徐汇·高三上海市徐汇中学校考期中）已知函数      2 2 e 0xf x ax x a    ，其

中 e是自然对数的底数．

(1)当 0a  时，求曲线  f x 在点   0, 0f 处的切线方程；

(2)当 2a  时，求  f x 在 2 2 , 的最值；

(3)若函数  f x 在 2 2 , 上是严格递增函数，求 a的取值范围.

【答案】(1) 3 2y x 

(2)   2
max

12ef x  ，   2
min

8ef x 

(3)
30,1

2
a

 
  

 

【详解】（1）(1)当 0a  时，    2 exf x x  ，所以    3 exf x x   ，

故  0 3f   ，又  0 2f  ，

由导数的几何意义知,曲线  f x 在点  0,2 处的切线方程为  2 3 0y x   ，

即 3 2y x  .

（2）（2）当 2a  时，    22 2 e   xf x x x ，

所以           2 24 1 e 2 1 e 2 5 3 e e2 3 1        x x x xf x x x x x x x x ，

因为  2, 2x   ，

由 ( ) 0f x¢ > ，得
32 , 1 2
2

或      x x ，

由   0f x  ，得
3 1
2

x    ，



所以函数  f x 在
3[ 2, )
2

  上单调递增，在
3 , 1
2

   
 

上单调递减，在 ( 1, 2] 上单调递增，

则     2 22 8 2 2 e 8e     f ，
3 3
2 23 9 32 2 e 5e

2 4 2
            

   
f ，

    1 11 2 1 2 e 3e     f ，     2 22 8 2 2 e 12e   f ，

故   2 2
minmax

12e , ( ) 8e f x f x .

（3）（3）因为      2 2 e 0xf x ax x a    ，

所以      2 2 1 3 e 0       
xf x ax a x a ，

因为函数  f x 在 2 2, 上是严格递增函数,所以   0f x  在区间 2 2, 上恒成立，

又因为 e 0x  恒成立，即  2 2 1 3 0ax a x    在区间 2 2, 上恒成立，

令    2 2 1 3g x ax a x    ，

当 0a  时，   3g x x  ，显然在 2 2, 上   0g x  恒成立；

当 0a  时，则  g x 的对称轴
2 1 11 0

2 2
ax

a a


      ，

当
11 2

2a
    ，即

10
2

a  时，  g x 在区间 2 2, 上单调递增，

所以  g x 的最小值为    2 4 2 2 1 3 1g a a      ，故
10
2

a  满足题意；

当
12 1 0

2a
     ，即

1
2

a  时，   0g x  在区间 2 2, 上恒成立，

则  2Δ 2 1 12 0a a    ,即 24 8 1 0a a   ，解得
3 31 1

2 2
a    ，

又
1
2

a  ，所以
1 31
2 2

a   ，

综上所述： a的取值范围为
30 1

2
a   ，即

30,1
2

a
 

  
 

.

跟踪训练 3（2023 下·上海·高二上海市宜川中学校考期末）已知函数 ( ) e ( 1)xf x a x   (其中 e为自然对数的

底数).

(1)当 0a  时，试求函数在[ e, e] 上的最值；

(2)若对任意 x R ，不等式 ( ) 0f x  恒成立，求实数 a的取值范围；

【答案】(1) e(e) e ef  

(2) [ 1,e 1]a   

【详解】（1）当 0a  时， e( ) x xf x   ， ( ) e 1xf x   ，

当 0x  时， ( ) 0f x  ；当 0x  时， ( ) 0f x  ．



所以函数 ( )f x 在 e,0 上单调递减，在 0,e 上单调递增，

所以函数 ( )f x 在 0x  处取得最小值   00 e 0=1f   ，

易知    e -e
e

1e e e e e +e= +e
e

f f     ，则最大值 e(e) e ef   ．

（2）若对任意 x R ，不等式 ( ) 0f x  恒成立，即： e ( 1)x a x 恒成立

当 ,( )0x   时，
e 1

x

a
x

  恒成立．

令
e( ) 1

x

g x
x

  ，则 2

( 1)e( )
xxg x

x
 

 ．

当 ( ) 0g x  ， 1x  ， ( ) 0g x  ，0 1x 

所以 ( )g x 在  0,1 上单调递减，在 (1, ) 上单调递增．

所以 1x  时， ( )g x 取最小值 e 1 ，所以 ( ,e 1]a    ．

当 ],( 0x   时，若 1a   时， e ( 1)x a x 恒成立；

若 1a   ，取
1 0

1
x

a
 


，则

1
1e 1a  显然不满足，所以 1a  

综上， [ 1,e 1]a   

拓展 2 利用导函数研究函数的能成立问题

典例 1（2022 上·上海浦东新·高一上海市建平中学校考期末）已知  f x 为奇函数，当  0,1x  时，

  11 2
2

f x x   ，当  , 1x    ，   11 xf x e   ，若关于 x 的不等式    f x m f x  有解，则实数m 的

取值范围为（    ）

A．    1,0 0, U B．    2,0 0, U

C．  1 ln 2, 1 0,
2

     
 

U D．  1 ln 2,0 0,
2

    
 

U

【答案】D

【详解】若  1,0x   ，即  0,1x  ，则   1 11 2 1 2
2 2

f x x x        ；

∵  f x 是奇函数，

∴    11 2
2

f x x f x      ，则   12 1
2

f x x   ，  1,0x   ；

同理，若  1,x   ，即  , 1x    ，则    11 xf x e f x      ，有   1 1xf x e   ，  1,x   ；



综上，有

1

1

1 , 1
12 | | 1, 1 0
2( )

11 2 | |, 0 1
2

1, 1

x

x

e x

x x
f x

x x

e x

 

 

   

     
 
    

  

作出函数  f x 的图象如图：

1、当 0m  时，  f x m 是  f x 的图象向左平移m 个单位，即如下图

此时    f x m f x  有解，满足条件.

2、当 0m  时，  f x m 是  f x 的图象向右平移m 个单位，即如下图

  

当  f x m 的图象与  f x 在 1x  相切时，   1xf x e   ，此时对应直线斜率 2k  ，由 1 2xe   ，得

ln 2 1x   ，此时 ln 2 1 1 1 1y e     ，即切点坐标为  1 ln 2,1 ；

设切线方程为  2y x a  ，此时  1 2 1 ln 2 a   ，得
1 ln 2
2

a   ；

∴当
10 ln 2
2

m    时，满足题设条件，解之得：
1 ln 2 0
2

m    ；



综上，有
1 ln 2 0
2

m    或 0m  ，即m 的取值范围是  1 ln 2,0 0,
2

    
 

U ；

故选：D.

典例 2（2022 下·上海浦东新·高二上海南汇中学校考期末）已知函数 2( ) lnf x a x x  (a 为实常数）．

(1)若 2a   ，求证： ( )f x 在 (1, ) 上是增函数；

(2)当 4a   时，求函数 ( )f x 在[1,e]上的最大值与最小值及相应的 x 值；

(3)若存在 [1,e]x  ，使得 ( ) ( 2)f x a x  成立，求实数 a的取值范围．

【答案】(1)见解析

(2)当 2x  时，函数 ( )f x 有最小值为 ( 2) 2 2ln 2f   ，

当 ex 时，函数 ( )f x 有最大值为 2(e) e 4f   .

(3) 1, 

【详解】（1）由题可知函数的定义域 (0, ) ，

因为 2a   ,所以 2( ) 2 lnf x x x   ，所以
22 1( ) 2 2 xf x x

x x
     ，

令 ( ) 0f x  解得 1x  ， 

所以 ( )f x 在 (1, ) 上是增函数.

（2）因为 4a   ,所以 2( ) 4 lnf x x x   ，所以
24 2( ) 2 2 xf x x

x x
     ，

令 ( ) 0f x  解得 2x  ，令 ( ) 0f x  解得0 2x< < ，

所以 ( )f x 在 (0, 2)上单调递减，在 ( 2, ) 上单调递增，

所以 ( )f x 在 1, 2
 上单调递减，在 2,e 

 上单调递增，

所以当 2x  时，函数 ( )f x 有最小值为 ( 2) 2 2ln 2f   ，

因为 2(1) 1, (e) e 4 1f f    ，

所以当 ex 时，函数 ( )f x 有最大值为 2(e) e 4f   .

（3）由 ( ) ( 2)f x a x  得 2ln ( 2)xa x ax   ，即   2ln 2a x x x x   ，

因为 [1,e]x  ，所以 1, ln ln e 1x x   ，所以 ln e lnx x  ，

且当 1x  时 ln 0x  ，所以 lnx x 在 [1,e]x  恒成立，所以
2 2

ln
x xa
x x





，

即存在 [1,e]x  时，
2 2

ln
x xa
x x





，

令
2 2( )

ln





x xg x
x x

，  2
( 1)( 2 2ln )( )

ln
x x xg x

x x
   

 ，

令
2 2( ) 2 2ln , ( ) 1 xh x x x h x
x x

      ，



令
2( ) 0xh x

x
   ，解得 2 ex  ，

令
2( ) 0xh x

x
   ，解得1 2x  ，

所以 ( )h x 在 1,2 单调递减，  2,e 单调递增，

所以 ( ) (2) 2(2 ln 2) 0h x h    ，

所以 [1,e]x  时，  2
( 1)( 2 2ln )( ) 0

ln
x x xg x

x x
    

 恒成立，

所以 min( ) (1) 1g x g   ，

所以实数 a的取值范围是 1,  .

跟踪训练 1 （2023 下·上海普陀·高二校考期末）已知函数    
2 1 2

1
x xf x x

x


 
－

－
，若  2,x   ，使

 f x m 成立，则实数m 的取值范围是                .

【答案】  3,

【详解】因为  
2 1 1

1 1
x xf x x

x x
 

  
 

，

所以  
 2

11
1

f x
x

  


当  2,x   时，  
 2

11 0
1

f x
x

   
 ，

则函数  f x 在  2,  上单调递增，

所以    2 3f x f  ，即    3,f x  

因为  2,x   ，使  f x m 成立，

所以 3m  ，

即实数m 的取值范围是  3, .

故答案为：  3, .

跟踪训练 2（2022 上·上海虹口·高三上海市复兴高级中学校考期中）已知函数 ( )f x x ， 2( ) 4g x x mx   ，

m R .

(1)当 4m  时，解不等式 ( ) | ( ) 2 |g x f x  ；

(2)若对任意的  1 1,2x  ，存在  2 1,2x  ，使得 1 2( ) ( )g x f x ，求实数 m 的取值范围.

【答案】(1)    ,1 3,x   U

(2)
73,
2

m     
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