
2024 届北京市海淀区首都师范大学附属育新学校高三第三次模拟考试数学试卷
考生须知：

1．全卷分选择题和非选择题两部分，全部在答题纸上作答。选择题必须用 2B 铅笔填涂；非选择题的答案必须用黑色

字迹的钢笔或答字笔写在“答题纸”相应位置上。

2．请用黑色字迹的钢笔或答字笔在“答题纸”上先填写姓名和准考证号。

3．保持卡面清洁，不要折叠，不要弄破、弄皱，在草稿纸、试题卷上答题无效。

一、选择题：本题共 12 小题，每小题 5 分，共 60 分。在每小题给出的四个选项中，只有一项是符合题目要求的。

1．已知集合  | ,A x x a a R   ，  | 2 16xB x  ，若 A�B，则实数 a 的取值范围是（    ）

A． B． R C．  , 4 D．  , 4

2． M 是抛物线 2 4y x 上一点， N 是圆    2 21 2 1x y    关于直线 1 0x y   的对称圆上的一点，则 MN 最

小值是（    ）

A．
11 1
2

 B． 3 1 C． 2 2 1 D．
3
2

3．中国的国旗和国徽上都有五角星，正五角星与黄金分割有着密切的联系，在如图所示的正五角星中，以 A、 B 、

C 、 D 、 E 为顶点的多边形为正五边形，且
5 1
2

PT AP
 ，则

5 1
2

AT ES
 

uuur uuur
（    ）

A．
5 1
2

QR uuur
B． 5 1

2
RQ uuur

C．
5 1
2

RD uuur
D．

5 1
2

RC uuur

4．已知定点 1( 4,0)F  ， 2 (4,0)F ， N 是圆 2 2: 4O x y  上的任意一点，点 1F 关于点 N 的对称点为 M ，线段 1F M

的垂直平分线与直线 2F M 相交于点 P ，则点 P 的轨迹是（    ）

A．椭圆 B．双曲线 C．抛物线 D．圆

5．已知函数     22 2 ln 2 5f x a x ax    .设 1a   ，若对任意不相等的正数 1x ， 2x ，恒有
   1 2

1 2

8
f x f x

x x





，

则实数 a 的取值范围是（    ）

A．  3, 1  B．  2, 1 

C．  , 3  D．  , 2 



6．若 | | 1OA 
uuuv

， | | 3OB 
uuuv

， 0OA OB 
uuuv uuuv

，点 C 在 AB 上，且 30AOC   ，设OC mOA nOB
uuuv uuuv uuuv

  ( , )m n R ，

则
m
n

的值为（    ）

A．
1
3

B．3 C．
3

3
D． 3

7．某地区高考改革，实行“3+2+1”模式，即“3”指语文、数学、外语三门必考科目，“1”指在物理、历史两门科目中必

选一门，“2”指在化学、生物、政治、地理以及除了必选一门以外的历史或物理这五门学科中任意选择两门学科，则一

名学生的不同选科组合有（　　）

A．8 种 B．12 种 C．16 种 D．20 种

8．已知双曲线
2 2

2 2: 1( 0, 0)x yC a b
a b

    的渐近线方程为
3
4

y x=± ，且其右焦点为 (5,0) ，则双曲线C 的方程为（    ）

A．
2 2

1
9 16
x y

  B．
2 2

1
16 9
x y

  C．
2 2

1
3 4
x y

  D．
2 2

1
4 3
x y

 

9．等差数列{ }na 中，已知 5 103 7a a ，且 1 0a  ，则数列{ }na 的前 n 项和 nS *( )n N 中最小的是（      ）

A． 7S 或 8S B． 12S C． 13S D． 14S

10．已知 0a  且 1a  ，函数   1

log , 0
3 1, 0

a
x

x a x
f x

x

 
   

，若   3f a  ，则  f a  （    ）

A．2 B．
2
3

C．
2
3

 D．
8
9



11．已知焦点为 F 的抛物线 2: 4C y x 的准线与 x 轴交于点 A，点M 在抛物线C 上，则当
| |
| |
MA
MF

取得最大值时，直

线 MA的方程为（    ）

A． 1y x  或 1y x   B．
1 1
2 2

y x  或
1 1
2 2

y x   C． 2 2y x  或 2 2y x  

D． 2 2y x  

12．对于定义在 R 上的函数  y f x ，若下列说法中有且仅有一个是错误的，则错误的一个是（    ）

A．  f x 在  ,0 上是减函数 B．  f x 在  0,  上是增函数

C．  f x 不是函数的最小值 D．对于 x  R ，都有    1 1f x f x  

二、填空题：本题共 4 小题，每小题 5 分，共 20 分。

13．函数
2( ) sin

2
f x x x  在 0,

2
 

  
上的最小值和最大值分别是_____________．



14．已知抛物线 2: 4C y x ，点 P 为抛物线C 上一动点，过点 P 作圆
2 2: ( 3) 4M x y   的切线，切点分别为

,A B ，则线段 AB 长度的取值范围为__________.

15．从 4 名男生和 3 名女生中选出 4 名去参加一项活动，要求男生中的甲和乙不能同时参加，女生中的丙和丁至少有

一名参加，则不同的选法种数为______.（用数字作答）

16．设向量 a
r  ,1 m ，b

r  2, 1 ，且 a b 
r r  2 21

2
a b
r r

，则m  _________.

三、解答题：共 70 分。解答应写出文字说明、证明过程或演算步骤。

17．（12 分）如图，在三棱柱 1 1 1ABC A B C 中， 1A B  平面 ABC ， AB AC ，且 1 2AB AC A B   .

（1）求棱 1AA 与 BC 所成的角的大小；

（2）在棱 1 1B C 上确定一点 P ，使二面角 1P AB A  的平面角的余弦值为
2 5

5
.

18．（12 分）已知函数    2 1f x x a x a R     .

（Ⅰ）当 1a  时，求不等式   1f x  的解集；

（Ⅱ）若存在 x  R 满足不等式   4f x  ，求实数 a 的取值范围.

19．（12 分）已知矩阵
0 1

0
A

a
 

  
 

的逆矩阵
1 0 2

0
A

b
  

  
 

.若曲线 1C ：
2

2 1
4
x y  在矩阵 A 对应的变换作用下得到

另一曲线 2C ，求曲线 2C 的方程.

20．（12 分）某客户准备在家中安装一套净水系统，该系统为二级过滤，使用寿命为十年如图所示两个二级过滤器采

用并联安装，再与一级过滤器串联安装.



其中每一级过滤都由核心部件滤芯来实现在使用过程中，一级滤芯和二级滤芯都需要不定期更换（每个滤芯是否需要

更换相互独立）.若客户在安装净水系统的同时购买滤芯，则一级滤芯每个 160 元，二级滤芯每个 80 元.若客户在使用

过程中单独购买滤芯则一级滤芯每个 400 元，二级滤芯每个 200 元.现需决策安装净水系统的同时购买滤芯的数量，为

此参考了根据 100 套该款净水系统在十年使用期内更换滤芯的相关数据制成的图表，其中表 1 是根据 100 个一级过滤

器更换的滤芯个数制成的频数分布表，图 2 是根据 200 个二级过滤器更换的滤芯个数制成的条形图.

表 1：一级滤芯更换频数分布表

一级滤芯更换的个数 8 9

频数 60 40

图 2：二级滤芯更换频数条形图

 

以 100 个一级过滤器更换滤芯的频率代替 1 个一级过滤器更换滤芯发生的概率，以 200 个二级过滤器更换滤芯的频率

代替 1 个二级过滤器更换滤芯发生的概率.

（1）求一套净水系统在使用期内需要更换的各级滤芯总个数恰好为 16 的概率；

（2）记 X 表示该客户的净水系统在使用期内需要更换的二级滤芯总数，求 X 的分布列及数学期望；

（3）记 ,m n 分别表示该客户在安装净水系统的同时购买的一级滤芯和二级滤芯的个数.若 19m n  ，且  8,9m ，

以该客户的净水系统在使用期内购买各级滤芯所需总费用的期望值为决策依据，试确定 ,m n 的值.

21．（12 分）已知 AB 是圆O： 2 2 4x y  的直径，动圆 M 过 A， B 两点，且与直线 2 0y   相切.

（1）若直线 AB 的方程为 0x y  ，求 Me 的方程；

（2）在 y 轴上是否存在一个定点 P ，使得以MP 为直径的圆恰好与 x 轴相切？若存在，求出点 P 的坐标；若不存在，

请说明理由.

22．（10 分）已知在平面直角坐标系 xOy 中，曲线C 的参数方程为
cos
2sin

x
y





 

（ 为参数），以坐标原点O为极点，

x 轴的非负半轴为极轴且取相同的单位长度建立极坐标系，直线 l的极坐标方程为 cos sin 3 0      .

（1）求直线 l的直角坐标方程；



（2）求曲线C 上的点到直线 l距离的最小值和最大值.





参考答案

一、选择题：本题共 12 小题，每小题 5 分，共 60 分。在每小题给出的四个选项中，只有一项是符合题目要求的。

1、D

【解析】

先化简    | 2 16 | 4xB x x x    ，再根据  | ,A x x a a R   ，且 A�B 求解.

【详解】

因为    | 2 16 | 4xB x x x    ，

又因为  | ,A x x a a R   ，且 A�B，

所以 4a  .

故选：D

【点睛】

本题主要考查集合的基本运算，还考查了运算求解的能力，属于基础题.

2、C

【解析】

求出点  1,2 关于直线 1 0x y   的对称点C 的坐标，进而可得出圆    2 21 2 1x y    关于直线 1 0x y   的

对称圆C 的方程，利用二次函数的基本性质求出 MC 的最小值，由此可得出 min min
1MN MC  ，即可得解.

【详解】

如下图所示：



设点  1,2 关于直线 1 0x y   的对称点为点  ,C a b ，

则

1 2 1 0
2 2

2 1
1

a b

b
a

    
   
 

，整理得
3 0
3 0

a b
a b

  
   

，解得
3
0

a
b


 

，即点  3,0C ，

所以，圆    2 21 2 1x y    关于直线 1 0x y   的对称圆C 的方程为  2 23 1x y   ，

设点

2

,
4
yM y

 
 
 

，则  
22 4 2 22 213 9 4 8

4 16 2 16
y y yMC y y

 
         

 
，

当 2y   时， MC 取最小值 2 2 ，因此， min min
1 2 2 1MN MC    .

故选：C.

【点睛】

本题考查抛物线上一点到圆上一点最值的计算，同时也考查了两圆关于直线对称性的应用，考查计算能力，属于中等

题.

3、A

【解析】

利用平面向量的概念、平面向量的加法、减法、数乘运算的几何意义，便可解决问题．

【详解】

解：
5 1 5 1
2 2

AT ES SD SR RD QR 
    

uuur uuur uuur uur uuur uuur
.

故选：A



【点睛】

本题以正五角星为载体，考查平面向量的概念及运算法则等基础知识，考查运算求解能力，考查化归与转化思想，属

于基础题．

4、B

【解析】

根据线段垂直平分线的性质，结合三角形中位线定理、圆锥曲线和圆的定义进行判断即可.

【详解】

因为线段 1F M 的垂直平分线与直线 2F M 相交于点 P ，如下图所示：

所以有 1 2 2PF PM PF MF   ，而 ,O N 是中点，连接ON ，故 2 2 4MF ON  ，

因此 2 1 2 14(4 )PF PF F F  

当 N 在如下图所示位置时有，所以有 1 2 2PF PM PF MF   ，而 ,O N 是中点，连接ON ,



故 2 2 4MF ON  ，因此 1 2 2 14(4 )PF PF F F   ，

综上所述：有 1 2 2 14(4 )PF PF F F   ，所以点 P 的轨迹是双曲线.

故选：B

【点睛】

本题考查了双曲线的定义，考查了数学运算能力和推理论证能力，考查了分类讨论思想.

5、D

【解析】

求解  f x 的导函数，研究其单调性，对任意不相等的正数 1 2,x x ，构造新函数，讨论其单调性即可求解.

【详解】

 f x 的定义域为  0,  ，    22 2 12 2 4
ax aaf x ax

x x
     ，

当 1a   时，   0f x  ，故  f x 在  0,  单调递减；

不妨设 1 2x x ，而 1a   ，知  f x 在  0,  单调递减，

从而对任意 1x 、  2 0,x   ，恒有
   1 2

1 2

8
f x f x

x x





，



即    1 2 1 28f x f x x x   ，

     1 2 2 18f x f x x x   ，    1 1 2 28 8f x x f x x  ，

令     8g x f x x  ，则   2 2 4 8ag x ax
x
    ，原不等式等价于  g x 在  0,  单调递减，即

1 2 4 0a ax
x


   ，

从而
 2

2 2

2 14 1 2
2 1 2 1

xxa
x x

 
  

 
，因为

 2

2

2 1
2 2

2 1
x
x


  


，

所以实数 a 的取值范围是  , 2 

故选：D.

【点睛】

此题考查含参函数研究单调性问题，根据参数范围化简后构造新函数转换为含参恒成立问题，属于一般性题目.

6、B

【解析】

利用向量的数量积运算即可算出．

【详解】

解： 30AOC  Q

3cos ,
2

OC OA  
uuur uuur

3
2

OC OA
OC OA


 

uuur uuur
uuur uuur

  3
2

mOA nOB OA

mOA nOB OA

 
 



uuur uuur uuur

uuur uuur uuur

2

2 22 2

3
22

m OA nOB OA

m OA mnOA OB n OB OA

 
 

  

uuur uuur uuur

uuur uuur uuur uuur uuur

1OA 
uuur

Q ， 3OB 
uuur

， 0OA OB 
uuur uuur

2 2

3
23

m
m n

 


2 29m n 



又 CQ 在 AB 上

0m  ， 0n 

3m
n

 

故选： B

【点睛】

本题主要考查了向量的基本运算的应用，向量的基本定理的应用及向量共线定理等知识的综合应用．

7、C

【解析】

分两类进行讨论：物理和历史只选一门；物理和历史都选，分别求出两种情况对应的组合数，即可求出结果.

【详解】

若一名学生只选物理和历史中的一门，则有
1 2
2 4 12C C  种组合；

若一名学生物理和历史都选，则有
1
4 4C  种组合；

因此共有12 4 16  种组合.

故选 C

【点睛】

本题主要考查两个计数原理，熟记其计数原理的概念，即可求出结果，属于常考题型.

8、B

【解析】

试题分析：由题意得
3
4

b
a

= ， 2 2 2 25c a b   ，所以 4a  ， 3b  ，所求双曲线方程为
2 2

1
16 9
x y

  ．

考点：双曲线方程.

9、C

【解析】

设公差为 d ，则由题意可得    1 13 4 7 9a d a d   ，解得 14
51
ad   ，可得 1(55 4 )

51n
n aa 

 .令 
55 4 0

51
n

 ，可得

 当 14n  时， 0na  ，当 13n  时， 0na  ，由此可得数列{ }na 前 n 项和  *
nS n N 中最小的.

【详解】

解：等差数列{ }na 中，已知 5 103 7a a ，且 1 0a  ，设公差为 d
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