
理科必做部分

专题 1 空间向量与立体几何

【三年高考】

1. 【2015 江苏高考，22】如图，在四棱锥 P ABCD 中，已知 PA 平面 ABCD，且四

边形 ABCD为直角梯形，
2

ABC BAD 
    , 2, 1PA AD AB BC   

（1）求平面 PAB与平面 PCD所成二面角的余弦值；

（2）点 Q 是线段 BP 上的动点，当直线 CQ 与 DP 所成角最小时，求线段 BQ 的长

2. 【2013 江苏，理 22】如图，在直三棱柱 A1B1C1－ABC中，AB⊥AC，AB＝AC＝2，A1A

＝4，点 D是 BC的中点．

(1)求异面直线 A1B与 C1D所成角的余弦值；

(2)求平面 ADC1与平面 ABA1所成二面角的正弦值．

3．【2016 高考新课标 2 理数】如图，菱形 ABCD 的对角线 AC 与 BD交于点 O ，

5, 6AB AC  ，点 ,E F分别在 ,AD CD上，
5
4

AE CF  ，EF交BD于点H．将 DEF

沿EF折到 DEF 位置， 10OD  ．

（Ⅰ）证明：DH 平面 ABCD；

（Ⅱ）求二面角 B D A C  的正弦值．



4．【2016高考山东理数】在如图所示的圆台中，AC是下底面圆 O的直径，EF是上底面圆

O ' 的直径，FB是圆台的一条母线.

（I）已知 G,H分别为 EC，FB的中点，求证：GH∥平面 ABC；

（II）已知 EF=FB=
1
2
AC= 2 3，AB=BC.求二面角 F BC A  的余弦值.

5．【2016 高考天津理数】（本小题满分 13分）

如图，正方形 ABCD的中心为 O，四边形 OBEF为矩形，平面 OBEF⊥平面 ABCD，点 G为

AB的中点，AB=BE=2.

（I）求证：EG∥平面 ADF；

（II）求二面角 O-EF-C的正弦值；

（III）设 H为线段 AF上的点，且 AH=
2
3
HF，求直线 BH和平面 CEF所成角的正弦值.

6．【2016年高考北京理数】（本小题 14分）

如图，在四棱锥 P ABCD 中，平面 PAD 平面 ABCD ， PA PD ， PA PD ，



AB AD ，

1AB  ， 2AD  ， 5AC CD  .

（1）求证： PD 平面PAB；

（2）求直线 PB与平面 PCD所成角的正弦值；

（3）在棱PA上是否存在点M ，使得 / /BM 平面 PCD？若存在，求
AM
AP

的值；若不存

在，说明理由.

7．【2016 高考新课标 3 理数】如图，四棱锥 P ABC 中，PA地面 ABCD，AD BC ，

3AB AD AC   ， 4PA BC  ，M 为线段 AD上一点， 2AM MD ，N 为 PC的

中点．
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（I）证明MN  平面PAB；

（II）求直线 AN 与平面 PMN 所成角的正弦值.

8．【2016高考浙江理数】(本题满分 15分)如图,在三棱台 ABC DEF 中,平面 BCFE 平

面



ABC , =90ACB  ,BE=EF=FC=1,BC=2,AC=3.

(I)求证：EF⊥平面 ACFD；

(II)求二面角 B-AD-F的平面角的余弦值.

9．【2016年高考四川理数】（本小题满分 12分）

如图，在四棱锥 P-ABCD 中，AD∥BC， ADC= PAB=90°，BC=CD=
1
2
AD，E 为边

AD的中点，异面直线 PA与 CD所成的角为 90°.

（Ⅰ）在平面 PAB内找一点 M，使得直线 CM∥平面 PBE，并说明理由；

（Ⅱ）若二面角 P-CD-A的大小为 45°，求直线 PA与平面 PCE所成角的正弦值.

10．【2015 高考四川，理 14】如图，四边形 ABCD 和 ADPQ 均为正方形，它们所在的平面互相

垂直，动点 M 在线段 PQ 上，E、F分别为 AB、BC 的中点.设异面直线 EM 与 AF 所成的角为，

则 cos 的最大值为 .

11. 【2015 高考新课标 2，理 19】如图，长方体 1 1 1 1ABCD ABC D 中, =16AB ， =10BC ，

1 8AA  ，点 E， F 分别在 1 1A B ， 1 1C D 上， 1 1 4A E D F  ．过点 E，F 的平面 与此

长方体的面相交，交线围成一个正方形．



（Ⅰ）在图中画出这个正方形（不必说出画法和理由）；

（Ⅱ）求直线 AF 与平面 所成角的正弦值．

12.【2015 高考新课标 1，理 18】如图，，四边形 ABCD 为菱形，∠ABC=120°，E，F 是平面

ABCD 同一侧的两点，BE⊥平面 ABCD，DF⊥平面 ABCD，BE=2DF，AE⊥EC.

（Ⅰ）证明：平面 AEC⊥平面 AFC；

（Ⅱ）求直线 AE 与直线 CF 所成角的余弦值.

13.【2014高考全国1第19题】如图，三棱柱 111 CBAABC  中，侧面 CCBB 11 为菱形，

CBAB 1 .

（Ⅰ）证明： 1ABAC  ;

（Ⅱ）若 1AC AB ，
 601CBB , BCAB  ,求二面角 111 CBAA  的余弦值.



14．【2014高考湖北理第19题】如图，在棱长为2的正方体 1111 DCBAABCD 中， NMFE ,,,

分别是棱 1111 ,,, DABAADAB 的中点，点 QP, 分别在棱 1DD , 1BB 上移动，且

 20  BQDP .

（1）当 1 时，证明：直线 //1BC 平面 EFPQ；

（2）是否存在，使平面EFPQ与面 PQMN 所成的二面角为直二面角？若存在，求出

的值；若不存在，说明理由.

【2017 年高考命题预测】

纵观 2016 各地高考试题，高考对立体几何的考查，可以发现均以规则几何体为背景，这样

建立空间直角坐标系较为容易，考查学生的化归与转化能力、空间想象能力以及基本运算能

力. 从高考试题来看，空间向量的坐标及运算，空间向量的应用，重点考查空间向量的应用

求夹角、求距离.课本淡化了利用空间关系找角、求距离这方面内容的讲解，而是加大了向

量在这方面内容应用的讲解，因此作为立体几何的解答题，用向量方法处理有关夹角和距离

将是主要方法，在复习时应加大这方面的训练力度，题型上空间的夹角和距离主要以主观题

形式考查，但有时选择题、填空题也涉及，难度中等偏高，从高考试题来看，利用空间向量

证明平行与垂直，以及求空间角是高考的热点，题型主要为解答题，难度属于中等，主要考

查向量的坐标运算，以及向量的平行与垂直的充要条件，如何用向量法解决空间角问题等，



同时注重考查学生的空间想象能力、运算能力．立体几何题型一般是一个解答题，1 至 2 个

填空或选择题．解答题一般与棱柱和棱锥相关，主要考查线线关系、线面关系和面面关系，

其重点是考查空间想象能力和推理运算能力，其解题方法一般都有二种以上，并且一般都能

用空间向量来求解．立体几何侧重考查学生的空间概念、逻辑思维能力、空间想象能力及运

算能力 ，近几年凡涉及空间向量应用于立体几何的高考试题，都着重考查应用空间向量求

异面直线所成的角、二面角，证明线线平行、线面平行和证明异面直线垂直和线面垂直等基

本问题.预测 2017 年高考，可能以锥体为几何背景，第一问以线面平行，面面平行为主要考

查点，第二问可能给出一个角，计算角的问题，常见的是异面直线所成的角，直线与平面所

成的角，平面与平面所成的二面角，这类试题有一定的难度和需要一定的解题技巧，通常要

把它们转化为相交直线所成的角；求距离，试题中常见的是点与点之间的距离，点到直线的

距离，点到平面的距离，直线与直线的距离，直线到平面的距离，要特别注意解决此类问题

的转化方法，有可能求点的位置或设置一个探索性命题，突出考查空间想象能力和逻辑推理

能力，以及分析问题、解决问题的能力．复习建议：空间图形中的角与距离，先根据定义找

出或作出所求的角与距离，然后通过解三角形等方法求值，注意“作、证、算”的有机统一.

解题时注意各种角的范围.异面直线所成角的范围是 0°＜θ≤90°，其方法是平移法和补形法；

直线与平面所成角的范围是 0°≤θ≤90°，其解法是作垂线、找射影；二面角 0°≤θ≤180°.平面图

形的翻折与空间图形的展开问题，要对照翻折（或展开）前后两个图形，分清哪些元素的位

置（或数量）关系改变了，哪些没有改变.

【2017 年高考考点定位】

对立体几何中的向量方法部分，主要以解答题的方式进行考查，而且偏重在第二问或者

第三问中使用这个方法，考查的重点是使用空间向量的方法进行空间角和距离等问题的计

算，把立体几何问题转化为空间向量的运算问题．

【考点 1】空间向量

【备考知识梳理】

1．空间向量的概念

向量：在空间，我们把具有大小和方向的量叫做向量.如位移、速度、力等

相等向量：长度相等且方向相同的向量叫做相等向量.

表示方法：用有向线段表示，并且同向且等长的有向线段表示同一向量或相等的向量.

说明：①由相等向量的概念可知，一个向量在空间平移到任何位置，仍与原来的向量相等，

用同向且等长的有向线段表示；②平面向量仅限于研究同一平面内的平移，而空间向量研究



的是空间的平移.

2．向量运算和运算率

baABOAOB


 ， baOBOABA


 ， )( RaOP  

加法交换律： .abba 
 加法结合律： ).()( cbacba 

 数乘分配律：

.)( baba
  

说明：①引导学生利用右图验证加法交换率，然后推广到首尾相接的若干向量之和；②向量

加法的平行四边形法则在空间仍成立

3．平行向量(共线向量)：如果表示空间向量的有向线段所在的直线互相平行或重合，则这

些向量叫做共线向量或平行向量.a平行于b

记作 a∥b


.

注意：当我们说 a、b

共线时，对应的有向线段所在直线可能是同一直线，也可能是平行直

线；当我们说 a、b

平行时，也具有同样的意义.

共线向量定理：对空间任意两个向量a（ a≠0）、b

，a∥b


的充要条件是存在实数使b



＝ a

注：⑴上述定理包含两个方面：①性质定理：若a∥b

（a≠0），则有b


＝ a，其中是

唯一确定的实数.②判断定理：若存在唯一实数，使b

＝ a（ a≠0），则有 a∥b


（若

用此结论判断 a、b

所在直线平行，还需 a（或b


）上有一点不在b


（或 a）上）.

⑵对于确定的和a，b

＝ a表示空间与 a平行或共线，长度为 | a |，当 >0 时与 a

同向，当 <0 时与 a反向的所有向量

⑶若直线 l∥ a， lA ，P为 l上任一点，O 为空间任一点，下面根据上述定理来推导OP的

表达式.

推论：如果 l为经过已知点 A 且平行于已知非零向量 a的直线，那么对任一点 O，点 P在

直线 l上的充要条件是存在实数 t，满足等式OP OA ta 
  

①

其中向量 a叫做直线 l 的方向向量

在 l 上取 aAB 
 ，则①式可化为 .)1( OBtOAtOP  ②

当
2
1

t 时，点 P 是线段 AB 的中点，则 ).(
2
1 OBOAOP  ③

①或②叫做空间直线的向量参数表示式，③是线段 AB 的中点公式.

4．向量与平面平行：如果表示向量a的有向线段所在直线与平面平行或 a在平面内，



我们就说向量 a平行于平面，记作 a∥ .注意：向量 a∥与直线 a∥的联系与区别.

共面向量：我们把平行于同一平面的向量叫做共面向量

共面向量定理 如果两个向量 a、b

不共线，则向量 p与向量 a、b


共面的充要条件是存在

实数对 x、y，使 .byaxp


 ①

注：与共线向量定理一样，此定理包含性质和判定两个方面.

推论：空间一点 P 位于平面 MAB 内的充要条件是存在有序实数对 x、y，使

,MByMAxMP  ④

或对空间任一定点 O，有 .MByMAxOMOP  ⑤

在平面 MAB 内，点 P对应的实数对（ ,x y）是唯一的.①式叫做平面 MAB 的向量表示式

又∵ .,OMOAMA  .,OMOBMB  代入⑤，整理得

.)1( OByOAxOMyxOP  ⑥

由于对于空间任意一点 P，只要满足等式④、⑤、⑥之一（它们只是形式不同的同一等式），

点 P 就在平面 MAB 内；对于平面 MAB 内的任意一点 P，都满足等式④、⑤、⑥，所以等式④、

⑤、⑥都是由不共线的两个向量MA、MB（或不共线三点 M、A、B）确定的空间平面的向量

参数方程，也是 M、A、B、P 四点共面的充要条件

5．空间向量基本定理：如果三个向量 a、b

、c不共面，那么对空间任一向量，存在一个

唯一的有序实数组 , ,x y z，使 .czbyaxp 


说明：⑴由上述定理知，如果三个向量 a、b

、c不共面，那么所有空间向量所组成的集合

就是 Rzyxczbyaxpp  、、,| 
，这个集合可看作由向量 a、b


、c生成的，所以我

们把{a，b

，c }叫做空间的一个基底，a，b


，c都叫做基向量；⑵空间任意三个不共面

向量都可以作为空间向量的一个基底；⑶一个基底是指一个向量组，一个基向量是指基底中

的某一个向量，二者是相关联的不同的概念；⑷由于 0

可视为与任意非零向量共线.与任意

两个非零向量共面，所以，三个向量不共面就隐含着它们都不是0

.

推论：设 O、A、B、C 是不共面的四点，则对空间任一点 P，都存在唯一的有序实数组 zyx 、、 ，

使 .OCzOByOAxOP 

6．数量积

（1）夹角：已知两个非零向量 a、b

，在空间任取一点 O，作 aOA 

 ， bOB


 ，则角



∠AOB 叫做向量 a与b

的夹角，记作  ba


，

说明：⑴规定 0≤  ba


， ≤ ,因而  ba


， =  ab 
， ；

⑵如果  ba


， =
2


，则称a与b

互相垂直，记作 a⊥b


；

⑶在表示两个向量的夹角时，要使有向线段的起点重合，注意图（3）、（4）中的两个向量的

夹角不同，

图（3）中∠AOB=  OBOA, ，

图（4）中∠AOB=   OBAO, ,

从而有  OBOA, =  OBOA, =   OBOA, .

（2）向量的模：表示向量的有向线段的长度叫做向量的长度或模.

（3）向量的数量积：  baba
 ,cos 叫做向量 a、b


的数量积，记作 ba


 .即

ba

 =  baba

 ,cos ，

向量 AB 方向上的正射影在e : BAeaABea 
 ,cos||

（4）性质与运算率



⑴  eaea  ,cos ，⑵a⊥b

 ba


 =0，⑶

2| | .a a a 
  

（4） ( ) ( )a b a b   
  

，（5） ba

 =b a

 
，（6） ( )a b c a b a c     

     

7．空间向量的坐标表示及运算

(1)数量积的坐标运算

设  1 2 3, ,a a a a


，  1 2 3, ,b b b b


，则①  1 1 2 2 3 3, ,a b a b a b a b    
 

；

②  1 2 3, ,a a a a   


；③ 1 1 2 2 3 3a b a b a b a b   
 

.

(2)共线与垂直的坐标表示

设  1 2 3, ,a a a a


，  1 2 3, ,b b b b


，

则 1 1 2 2 3 3, ,a b a b a b a b a b        
   
 ，

1 1 2 2 3 30 0a b a b a b a b a b       
   

( ,a b
 

均为非零向量)．

(3)模、夹角和距离公式

设  1 2 3, ,a a a a


，  1 2 3, ,b b b b


，则
2 2 2 2

1 2 3a a a a a   
 

，

1 1 2 2 3 3
2 2 2 2 2 2
1 2 3 1 2 3

cos , a b a b a ba ba b
a b a a a b b b

 
   

    

  
  .

设    1 1 1 2 2 2, , , , ,A a b c B a b c ，则      2 2 2
2 1 2 1 2 1ABd AB a a b b c c      


.

【规律方法技巧】

1．将四点共面问题，转化为三个向量共面问题，利用共面向量定理来解决．

2．利用向量共线说明两线平行时注意说明四点不共线，否则不一定正确．

3. 立体几何中的向量方法

(1)直线的方向向量与平面的法向量的确定

①直线的方向向量： l是空间一直线， ,A B是直线 l上任意两点，则称AB
→
为直线 l的方

向向量，与 AB


平行的任意非零向量也是直线 l的方向向量．

②平面的法向量可利用方程组求出：设 ,a b
 

是平面 内两不共线向量， n

为平面 的法向

量，则求法向量的方程组为
0

0

n a

n b

  


 

 

  .

4.易错点：（1）共线向量定理中 a∥b


⇔存在实数使b

＝ a易忽视 a≠0.（3）共面向

量定理中，注意有序实数对( ,x y )是唯一存在的．（3）一个平面的法向量有无数个，但要注



意它们是共线向量，不要误为是共面向量．

5.如何建立适当的坐标系：根据几何体本身的几何性质，恰当建立空间直角坐标系最为关键，

如果坐标系引入的恰当，合理，即能够容易确定点的坐标，需要总结一些建系方法.常见建

系方法：

（1）借助三条两两相交且垂直的棱为坐标轴，如正方体，长方体等规则几何体，一般选择

三条线为三个坐标轴，如图 1、2；

资*源%库（2）借助面面垂直的性质定理建系，若题目中出现侧面和底面垂线的条件，一般利用此条

件添加辅助线，确定 z 轴，如图 3；

（3）借助棱锥的高线建系等.对于正棱锥，利用定点在底面的射影为底面的中心，可确定 z

轴，然后在底面确定互相垂直的直线分别为 x，y 轴.如图 4.

【考点针对训练】

1.一个四面体的顶点在空间直角坐标系 o xyz 中的坐标分别是(1,0,1)，(1,1,0)，

(0,1,1)，(0,0,0)，画该四面体直观图．

2. 有以下命题：①如果向量 a、b

与任何向量不能构成空间向量的一个基底，那么a、

b

的关系是不共线；② , , ,O A B C为空间四点，且向量OA


，OB


，OC


不构成空间的一个

基底，那么点 , , ,O A B C一定共面；③已知向量 a，b

，c是空间的一个基底，则向量

, ,a b a b c 
    

也是空间的一个基底．其中正确的命题是____.

【考点 2】空间角，距离的求法

【备考知识梳理】

1．空间的角

(1)异面直线所成的角

如图，已知两条异面直线 ,a b，经过空间任一点O作直线 ' , 'a a b b  .则把 'a 与 'b 所

成的锐角(或直角)叫做异面直线 a与b所成的角(或夹角)．异面直线所成的角的范围是

0,
2
 

  
.



(2)平面的一条斜线和它在平面内的射影所成的锐角，叫做这条直线和这个平面所成的

角．

①直线垂直于平面，则它们所成的角是直角；②直线和平面平行，或在平面内，则它们

所成的角是0的角．直线与平面所成角的范围是 0,
2
 

  
.

(3)二面角的平面角

如图在二面角 l   的棱上任取一点O，以点O为垂足，在半平面 和  内分别作

垂直于棱 l的射线OA和OB，则 AOB 叫做二面角的平面角．二面角的范围是  0, .

(4)等角定理

如果一个角的两边和另一个角的两边分别平行，并且方向相同，那么这两个角相等.

推论：如果两条相交直线和另两条相交直线分别平行，那么这两组直线所成的锐角（或

直角）相等.

2．空间向量与空间角的关系

(1)设异面直线 1l 和 2l 的方向向量分别为 1v

和 2v


，则 1l 与 2l 的夹角满足

1 2cos cos ,v v   
 

.

(2)设直线 l的方向向量和平面 的法向量分别为 ,u v
 

，则直线 l与平面 的夹角满足

sin cos ,u v   
 

.

(3)求二面角的大小

(ⅰ)如图①， ,AB CD是二面角 l   的两个面内与棱 l 垂直的直线，则二面角的

大小 ,AB CD   
 

．

(ⅱ)如图②③， 1 2,u u
 

分别是二面角 l   的两个半平面 ,  的法向量，则二面角
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