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培优冲刺 06 三角函数图像性质与解三角形归类
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题型一：图像求解析式

形如函数 y＝Asin(ωx＋φ)的图像及性质

(1)图像变换：

①相位变换：y＝sin x→y＝sin(x＋φ)的规则是：左加(φ＞0)或右减(φ＜0)| φ|个单位；

②周期变换：y＝sin (x＋φ)→y＝sin(ωx＋φ)的规则是：纵坐标不变，将横坐标缩小(伸长)为原来的|
1
ω

|倍；

③振幅变换： y＝sin (ωx＋φ) →y＝Asin(ωx＋φ) 的规则是：横坐标不变，将纵坐标缩小(伸长)为原来的|A|倍；
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注意：y＝sin ωx→y＝sin(ωx＋φ)变换规则是：先提取后者 x 的系数 ω，然后在左(右)平移|
φ
ω

|个单位；

(2)基本性质：①定义域：解三角函数不等式用“数形结合” ②值域：由内向外 ③单调性：同增异

减

(3)周期公式：①y＝Asin(ωx＋φ)(或 y＝Acos(ωx＋φ))的最小正周期 T＝
2π
|ω|

②y＝|Asin(ωx＋φ)|的周期 T＝

π
|ω|

.

(3)对称性： 换元思想，将 y＝Asin(ωx＋φ)中的“ωx＋φ”看成 y＝sin x 中的“x”，采用整体代入求解．

①对称轴：最值处，令 sin(ωx＋φ) ＝1，则 ωx＋φ＝kπ＋
π
2

(k∈Z)，可求得对称轴方程；

②对称中心：零点处，令 sin(ωx＋φ) ＝0，ωx＋φ＝kπ(k∈Z)，可求得对称中心的横坐标；

正弦“第一零点”： 2x k ；正弦“第二零点”： 2x k  

余弦“第一零点”： 2
2

x k    ；余弦“第二零点”： 2
2

x k  

1．（2024·甘肃·一模）如图，角     R 的始边为 x 轴非负半轴，终边与单位圆交于点 P ，过点 P 作 y 轴

的垂线，垂足为 ,M M 到直线OP 的距离为 MN .若将 MN 关于角 的函数关系记为  y f x .

  

(1)求  y f x 的解析式；

(2)将  f x 图象上所有点的横坐标缩短为原来的
1
2 （纵坐标不变），再将所得图象向左平移

π
6 个单位长度，

得到函数  g x 的图象，求  g x 在
π0,
2

 
  

的单调递增区间.

【答案】(1)   1 sin2
2

f x x

(2)
π 5π,

12 24
 
  

和
π 11π,
3 24

 
  

【分析】

（1）根据条件得到直线OP 的方程，利于点到直线的距离公式进行计算即可;

（2）根据函数图象的变换规则得到函数解析式后，整体代入法求解单调区间即可.

【详解】（1）可知    cos ,sin , 0,sinP M   ，

又直线OP 的方程为 sin cos 0x y     ，

故根据点到直线距离公式 2 2

sin cos 1 sin2
2sin cos

MN
 


 

 


，
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即   1 sin2
2

f x x .

（2）可知   1 2πsin 4
2 3

g x x   
 

，

由
2π ππ 4 π,
3 2

k x k k     Z ，

得
π π π π ,
6 4 24 4

k kx k       Z ，

所以当
π0,
2

    
x 时，函数  g x 的单调增区间为

π 5π,
12 24

 
  

和
π 11π,
3 24

 
  

2．（23-24 高三上·安徽·阶段练习）函数
π( ) sin( ) 0, 0,| |
2

f x A x A         
 

的部分图象如图所示.

(1)求函数 ( )y f x 的解析式；

(2)将函数 ( )y f x 的图象向左平移
π

12 个单位，再将所得图象上各点的横坐标缩短为原来的
1
2 倍，纵坐标不

变，得到函数 ( )y g x 的图象，求函数 ( )g x 在
π0,
4

 
  

上的值域.

【答案】(1)
π( ) 2sin 2
6

f x x   
 

(2)[ 3, 2]

【分析】（1）根据图象易得 A 和周期，结合 0π
12

f     
 

可得结果；

（2）根据平移和伸缩变换可得  g x ，进而由整体法即可求解函数的值域.

【详解】（1）观察图象可得 2A  ，函数 ( )f x 的周期
11π π 2ππ
12 12

T


      
 

，解得 2  ，

即 ( ) 2sin(2 )f x x   ，由
π π2sin 0

12 6
f           

   
，得

π π
6

k   ，

即
ππ
6

k   ， Zk  ，

而 | |
2

 
 ，则

π
6

  ，

所以函数 ( )y f x 的解析式是
π( ) 2sin 2
6

f x x   
 

.

（2）将 ( )f x 的图象向左平移
π

12 个单位长度，

可得到函数
π π π2sin 2 2sin 2

12 6 3
y x x                

的图象，
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再将所得图象上各点的横坐标缩短为原来的
1
2 ，纵坐标不变，

得到函数 ( )g x 的图象，则
π( ) 2sin 4
3

g x x   
 

，

当
π0
4

x  时，
π π 4π4
3 3 3

x   ，则
π3 2sin 4 2
3

x     
 

，

所以 3 ( ) 2g x   ，

因此 ( )g x 在
π0,
4

 
  

上的值域为[ 3, 2] .

3．（2023·河北·模拟预测）已知函数    3 sinf x x   的部分图象如图所示，其中
π0,
2

   ，且

90ACB   .

    

(1)求 与 的值；

(2)若斜率为
6π
4

的直线与曲线  y f x 相切，求切点坐标.

【答案】(1)
π
2

 ，
π
4

  

(2)
64 ,

2
k

 
  

 
或  64 1,

2
k k

 
   

 
Z

【分析】

（1）在 Rt ABC△ 中，由射影定理得 DB 长，即
1
4 个周期，从而待定 ，再由

1 0
2

f    
 

求解 即可；

（2）设切点坐标，利用导数的几何意义表示出切线斜率，求解切点坐标.

【详解】（1）

如图，过点C 向 x 轴引垂线交于点 D ，

由正弦曲线的性质知 3AD DB ，

由射影定理知 2CD AD DB  ，而 3CD  ，∴3 3DB DB  ，

∴ 1DB  ，

∴
2π4T


  ，由 0  ，解得
π
2

 .

当 2
  时，由

1 0
2

f    
 

，且由已知图象及五点对应法，

得  π 2 π
4

k k   Z ，

由
π
2

  ，则当 0k  时，
π
4

   ；

所以有
π
2

 ，
π
4

   ；
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（2）

由（1）知   π π3 sin
2 4

f x x   
 

，设切点  0 0, ( )x f x ，

∴   3 π ππ cos
2 2 4

f x x  
 
 

则  0
6π
4

f x  ，∴ 0
π π 2cos
2 4 2

x   
 

，则  0
π π π2 π
2 4 4

x k k    Z ，

∴ 0 4x k 或  0 4 1x k k   Z ，且
6 6(4 ) , (4 1)

2 2
f k f k    ，

∴故其切点坐标为
64 ,

2
k

 
  

 
或  64 1,

2
k k

 
   

 
Z  .

题型二：恒等变形与性质

利用二倍角和降幂公式等进

1.角度不一致，可以“打散”：角度不一致，可以拆开

2. “重组”：系数次幂一致，合并为正弦余弦，便于使用辅助角“化一”
进行恒等变形

1.（2024·北京顺义·二模）已知函数   2cos 3 sin cos
2 2 2

f x x x x                
     

，其中 2
  .

(1)若   10
2

f  ，求 的值；

(2)已知   0, 0x m m  时，  f x 单调递增，再从条件①、条件②、条件③中选择一个作为已知，使函数  f x

存在，求 m 的最大值.

条件①：
π 1

12
f     

 
；

条件②：
5π

6 12
πf f      

   
；

条件③：  y f x 的图像与直线
1
2

y  的一个交点的横坐标为
π
24

.

注：如果选择多个条件分别解答，按第一个解答计分.

【答案】(1)
π
6

 

(2)答案见解析

【分析】（1）结合三角恒等变换公式，将 0x  代入计算即可得；



精品资源

学科网（北京）股份有限公司

（2）若选②，将
π
6

f  
 
 

与
5π
12

f  
 
 

计算出来，即可得出 ，结合正弦函数的性质即可得解；若选③，借助函

数的对称性计算即可得 ，结合正弦函数的性质即可得解；不可选①，代入计算后，结合三角函数的值域可

知此时函数  f x 不存在.

【详解】（1）法一：   20 cos 3 sin cos
2 2 2

f                 
     

2cos 3 sin cos
2 2 2
             

     
1 cos 3 1sin

2 2 2
 

   ，

即可得
3tan

3
  ，

又
π
2

  ，所以
π
6

  ；

法二：      1 cos 2 3 sin 2
2 2

x
f x x




 
  

π 1sin 2
6 2

x      
 

，

所以   π 1 10 sin
6 2 2

f       
 

即得
πsin 0
6

   
 

，

又
π
2

  ，所以
π
6

  ；

（2）      1 cos 2 3 π 1sin 2 sin 2
2 2 6 2

x
f x x x


 

          
 

，

选择②，
π π 1sin
6 2 2

f         
   

，  5π 1sin π
12 2

f      
 

，

因为
π 5π
6 12

f f      
   

，所以  πsin sin π
2

     
 

，

因为  f x 的最小正周期
2π π
2

T   ，
π
2

  ，

所以由  πsin sin π
2

     
 

可得
π π π
2

     ，

所以
π
4

  ，   π 1sin 2
12 2

f x x    
 

；

或法二：因为
π 5π
6 12

f f      
   

，  πsin sin π
2

     
 

，

所以cos sin  即 tan 1  ，

因为
π
2

  ，所以
π
4

  ，   π 1sin 2
12 2

f x x    
 

；

选择③，      1 cos 2 3 π 1sin 2 sin 2
2 2 6 2

x
f x x x


 

          
 

，

 y f x 的图像与直线
1
2

y  的一个交点的横坐标为
π
24 ，

即可得
π 1
24 2

f    
 

，所以
πsin 0
4

   
 

，
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又
π
2

  ，所以
π
4

  ，   π 1sin 2
12 2

f x x    
 

法一：令 2 2 2
2 12 2
  

       k x k ， k  Z，

解得
5π 7ππ π
24 24

k x k     ，即  f x 的单增区间为
5π 7ππ, π
24 24

k k k      
Z ，

又  0,x m 时，  f x 单调递增，

所以， 0,m 是
5π 7ππ, π
24 24

k k k      
Z 的一个子区间，

所以，

5π π 0
24

7π0 π
24

k

m k

  

   


，即可得
7 5
24 24

k   ，又 k  Z，

所以 0k  ，故 0,m 是
5π 7π,
24 24

   
的一个子区间，所以 m 的最大值为

7π
24 ；

法二：因为   π 1sin 2
12 2

f x x    
 

，  0,x m ，所以
π π π2 2

12 12 12
x m     ，

因为 siny x 在
π π2 π , 2 π
2 2

k k    
上单增，

所以
π π π π2 π 2 2 π
2 12 12 2

k m k       ， k  Z，

即可得
7π0 π
24

m k   ，
7 5
24 24

k   ， k  Z，

所以 0k  ，所以
7π0
24

m  ，可得 m 的最大值为
7π
24

.

不可选择条件①，理由如下：

若
π 1

12
f     

 
，则

π π 1sin 1
6 6 2

       
 

，即   3sin
2

   ，

由  sin 1,1x   ，故该方程无解，故函数  f x 不存在，故不可选①.

2．（2024·山东聊城·一模）在梯形 ABCD 中， / /AD BC ，设 BAD   ， ABD   ，已知

  π πcos 2sin sin
3 3

            
   

.

(1)求 ADB ；

(2)若 2CD  ， 3AD  ， 4BC  ，求 AB .

【答案】(1)
π
6

(2) 3

【分析】（1）借助两角和与差的正弦公式、两角和与差的余弦公式化简所给式子可得   3tan
3

    ，

结合图形可得 π ADB     ，即可得 ADB ；

（2）借助正弦定理与余弦定理计算即可得.

【详解】（1）  cos cos cos sin sin        ，

π π 1 3 1 32sin sin 2 sin cos sin cos
3 3 2 2 2 2

     
                       
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1 3 3 32 sin sin sin cos sin cos cos cos
4 4 4 4

       
 

     
 

即 32 sco is c sin sin n cos 3 sin cos 3cosos 2sin s c sin o               ，

即  sin sin cos cos 3 sin cos sin cos          ，

即    cos 3 sin       ，即   3tan
3

    ，

又 π ADB     ，故   3tan π
3

ADB    ，即 3
t an∠

3
ADB  ，

又  0, πADB  ，故
π
6

ADB  ；

（2）由 / /AD BC ，故
π
6

DBC ADB    ，

由正弦定理可得 sin sin
CD BC

DBC BDC


 
，

即
14sin 2sin 1

2
BC DBCBDC

CD

 
    ，

故
π
2

BDC  ，则 2 2 2 24 2 2 3BD BC CD     ，

由余弦定理可得 2 2 2 2 cosAB AD BD AD BD ABD     ，

即 2 9 12 18 3AB     ，故 3AB  .

  

3．（2024·四川成都·模拟预测）已知 ABCV 是斜三角形．

(1)证明： 2 2 2cos cos cos 2cos cos cos 1A B C A B C    ；

(2)若 cos 2 cos 2 2cos 2 2A B C    ，求 tan C 的取值范围．

【答案】(1)证明见解析

(2) 3, 

【分析】（1）根据积化和差与和差化积公式，二倍角的余弦公式化简即可得证；

（2）根据（1）及两角和的余弦公式，同角三角函数的基本关系，均值不等式求解.

【详解】（1）因为 2cos cos cos 2cos cos cos( )πA B C A B A B  
[cos( ) cos( )]cos( )A B A B A B     

     2cos cos cosC A B A B     

 2 1cos cos 2 cos 2
2

C A B   

2 2 21 1cos cos cos
2 2

C A B       
 

 2 2 21 cos cos cosA B C    ，

所以 2 2 2cos cos cos 2cos cos cos 1A B C A B C    ，

原式得证.
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（2）由 cos 2 cos 2 2cos 2 2A B C    ，

由二倍角的余弦公式可整理得：
2 2 2 22(cos cos cos ) 3 (2cos 1) 2A B C C       ．          

结合（1）得 21 2cos cos cos 1 cosA B C C   ．

由题设知 cos cos cos 0A B C  ，

则 2cos cos cos cos( ) sin sin cos cosA B C A B A B A B      ．

所以3cos cos sin sinA B A B ，

故 tan tan 3A B  ，且
π, 0,
2

A B   
 

．                              

所以
tan tan tan tantan tan( )
tan tan 1 2

A B A BC A B
A B

 
    


tan tan 3A B  (当且仅当 tan tan 3A B  时取等)．

所以 tan C 的取值范围是 3,  ．

题型三：利用对称性求零点和
1．（22-23 高三·山西忻州·开学考试）已知函数   23sin cos cosf x x x x m     ．

(1)若  f x 的图象关于直线
2
9

x 
 对称，  1,  ，求  f x 的单调递增区间；

(2)在（1）的条件下，当 0,
2

x     
时， 1x 和 2x 是  f x 的两个零点，求  1 2f x x m  的值和 m 的取值范围．

【答案】(1)  2 π π 2 π π,
3 9 3 9
k k k Z     

(2) 1 ；
1 ,1
2

   

【分析】（1）由倍角公式、和差公式化简  f x ，由整体法根据对称轴求得 ，即可由整体法进一步求得

单调递增区间；

（2）由整体法确定 1 2x x 的值，即可求值. 由正弦型函数图象及性质列不等式可求得 m 的取值范围.

【详解】（1）   3 1 1 π 1sin2 cos2 sin 2
2 2 2 6 2

f x x x m x m           
 

，

∵  f x 的图象关于直线
2
9

x 
 对称，则  π π π2 π

9 6 2
k k Z 

     ，解得  9 3
4 2

k k Z    ，

∵  1,  ，∴
3
2

  ，则   π 1sin 3
6 2

f x x m     
 

，

由  π π π3 2 π , 2 π
6 2 2

x k k k Z       
得  2 π π 2 π π,

3 9 3 9
k kx k Z      

.

则  f x 的单调递增区间为  2 π π 2 π π,
3 9 3 9
k k k Z     

；

（2）∵ 0,
2

x     
，∴

π π 4π3 ,
6 6 3

x      
，∵ 1x 和 2x 是  f x 的两个零点，∴    1 2 1 2

π 4π3 π 3
3 3

x x x x      ，

∴    1 2 1 2
π 1 7π 1sin 3 sin 1
6 2 6 2

f x x m x x            
.

令
π3
6

t x= - ，
1sin
2

t m= - 在
π 4π,
6 3

   
上恰有两个不同的解，∴

1 1 1,1 ,1
2 2 2

m m
é ö æ ù

÷ ç- Î - Þ Î -ê ú÷ çê úë ø è û
.
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∴m 的取值范围为
1 ,1
2

   
.

2．（22-23 高三·上海杨浦·阶段练习）已知定义域为 R 的函数 ( ) sin( )( 0,0 )f x x         的最小正周

期为 π，且直线 2
x 

  是其图像的一条对称轴.

(1)求函数 ( )y f x 的解析式，并指出该函数的振幅、频率、圆频率和初始相位；

(2)将函数 ( )y f x 的图像向右平移 4


个单位，再将所得图像上的每一点的横坐标伸长为原来的 2 倍(纵坐标

不变)，得到新的函数 ( )y g x ，已知函数 ( ) ( ) ( )F x f x g x  (λ 为常数且 λ∈R)在开区间(0，nπ)(n∈N 且 n≥1)

内恰有 2021 个零点，求常数 λ 和 n 的值.

【答案】(1) ( ) cos 2f x x ，振幅为 1，频率为
1

，圆频率为 2，初始相位为

2


(2)λ＝﹣1，n＝1347

【分析】（1）由最小正周期求得 ，由对称轴求得 得函数解析式，再根据三角函数式的物理应用求得振

幅、频率、圆频率和初始相位；

（2）求出 ( )F x 的表达式，并变形，令 sin [ 1,1]t x   ，得关于 t 的二次方程，确定二次方程一定有两个实

数解，由韦达定理得出两个根的性质，然后分类讨论结合正弦函数性质确定原方程中根的个数，得出结

论．

【详解】（1）由三角函数的周期公式可得
2 2


  ，

∴f(x)＝sin(2x+φ)，

令 2 ( Z)
2

x k k     ，得 ( Z)
4 2 2

kx k  
    ，

由于直线
2

x 
  为函数 y＝f(x)的一条对称轴，

所以 ( Z)
2 4 2 2

k k   
     ，得

3 ( Z)
2

k k    ，

由于 0＜φ＜π，∴k＝﹣1，则
2

 
 ，

因此 ( ) sin(2 ) cos 2
2

f x x x
   ，

所以振幅为 1，频率为
1

，圆频率为 2，初始相位为

2

；

（2）将函数 y＝f(x)的图象向右平移
4

个单位，得到函数 cos 2( ) cos(2 ) sin 2

4 2
y x x x        

，

再将所得的图象上每一点的纵坐标不变，横坐标伸长为原来的2倍后所得到的图象对应的函数为g(x)＝sinx，
∵F(x)＝f(x)+λ(x)＝cos2x+λsinx＝﹣2sin2x+isinx+1，
令 F(x)＝0，可得 2sin2x﹣λsinx﹣1＝0，
令 t＝sinx∈[ 1,1] ，得 2t2﹣λt﹣1＝0，Δ＝λ2+8＞0，

则关于 t 的二次方程 2t2﹣λt﹣1＝0 必有两不等实根 t1，t2，则 1 2 1 2
1 , ,
2

t t t t  异号.

①当 0＜|t1|＜1 且 0＜|t2|＜1 时，

则方程 sinx＝t1和 sinx＝t2在区间(0，nπ)(n∈N*)均有偶数个根，

从而方程 2sin2x﹣λsinx﹣1＝0 在(0，nπ)(n∈N*)也有偶数个根，不合题意；

②当 t1＝1，则 2
1
2

t   ，此时 λ＝1，
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当 x∈(0，2π)时，sinx＝t1只有一根，sinx＝t2有两根，

所以，关于的方程 2sin2x﹣λsinx﹣1＝0 在(0，2π)上有三个根，

由于 2021＝3×673+2，
则方程 2sin2x﹣λsinx﹣1＝0 在(0，1346π)上有 3×673＝2019 个根，

由于方程 sinx＝t1在区间(1346π，1347π)上只有一个根，

在区间(1347π，1348π)上无实解，

方程 sinx＝t2在区间(1346π，1347π)上无实数解，在区间(1347π，1348π)上有两个根，

因此，关于 x 的方程 2sin2x﹣λsinx﹣1＝0 在区间(0，1347π)上有 2020 个根，在区间(0，1348π)上有 2022 个

根，不合题意；

③当 t1＝﹣1 时，则 2
1
2

t  ，此时 λ＝﹣1，

当 x∈(0，2π)时，sinx＝t1只有一根，sinx＝t2有两根，

所以，关于 x 的方程 2sin2x﹣λsinx﹣1＝0 在(0，2π)上有三个根，

由于 2021＝3×673+2，
则方程 2sin2x﹣λ⋅sinx﹣1＝0 在(0，1346π)上有 3×673＝2019 个根，

由于方程 sinx＝t1在区间(1346π，1347π)上无实数根，在区间(1347π，1348π)上只有一个实数根，

方程 sinx＝t2在区间(1346π，1347π)上有两个实数解，在区间(1347π，1348π)上无实数解，

因此，关于 x 的方程 2sin2x﹣λ⋅sinx﹣1＝0 在区间(0，1347π)上有 2021 个根，满足题意.
④若有一根绝对值大于 1，则另一根绝对值大于 0 且小于 1，有偶数个根，不合题意，

综上所述：λ＝﹣1，n＝1347.

3．（23-24 高三上·吉林白城·阶段练习）已知函数     2 π3sin 1 2cos 0,
2 2

xf x x              
  

为

奇函数，且  f x 图象的相邻两条对称轴间的距离为
π
2

.

(1)求  f x 的解析式与单调递减区间；

(2)将函数  f x 的图象向右平移
π
6 个单位长度，再把横坐标缩小为原来的

1
2 （纵坐标不变），得到函数

 y g x 的图象，当
π0,
2

x   
 

时，求方程    22 3 3 0g x g x   的所有根的和.

【答案】(1)   2sin2f x x ，
π 3ππ, π , Z
4 4

k k k     

(2)
5π
6

.

【分析】（1）利用恒等变换化简后，结合三角函数的性质求解；

（2）利用图象变换法,求得  y g x 的函数表达式，解方程求得  g x 的值，利用换元思想，结合三角函数

的图象和性质分析求出即可.

【详解】（1）由题意可得：

       2 π3sin 1 2cos 3sin cos 2sin ,
2 6

xf x x x x x                        
   

因为  f x 图象的

相邻两条对称轴间的距离为
π
2 ，

所以  f x 的最小正周期为 πT  ，即可得 2  ，

又  f x 为奇函数，则
π π, Z
6

k k    ，

又
π
2

  ，所以
π
6

  ，故   2sin2f x x .
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令
π 3π2 π 2 2 π, Z
2 2

k x k k     ，得
π 3ππ π, Z
4 4

k x k k     ，

所以函数  f x 的递减区间为
π 3ππ, π , Z
4 4

k k k     
.

（2）将函数  f x 的图象向右平移
π
6 个单位长度，可得

π2sin 2
3

y x   
 

的图象，

再把横坐标缩小为原来的
1
2 ，得到函数   π2sin 4

3
y g x x    

 
的图象，

又    22 3 3 0g x g x   ，则   3g x   或   3
2

g x  ，

即
π 3sin 4
3 2

x    
 

或
π 3sin 4
3 4

x   
 

.

令
π4
3

z x  ，当
π0,
2

x   
 

时，
π π 5π4 ,
3 3 3

z x      
 

，

画出 siny z 的图象如图所示：

3sin
4

z  的两个根 1 2,z z 对应的点 1 2
3 3, , ,

4 4
z z

   
      
   

关于直线
π
2

z  对称，即 1 2 πz z  ，

3sin
2

z   有 3
4π
3

z  ，

π 3sin 4
3 4

x   
 

在
π0,
2

 
 
 

上有两个不同的根 1 2 1 2
π π, , 4 4 π
3 3

x x x x    ，

所以 1 2
5π
12

x x  ；

又
π 3sin 4
3 2

x    
 

的根为
5π
12 ，

所以方程    22 3 3 0g x g x   在
π0,
2

x   
 

内所有根的和为
5π
6

.

题型四：能成立与恒成立求参数

一般地，已知函数    , ,y f x x a b  ，    , ,y g x x c d 

（1）相等关系

记    , ,y f x x a b  的值域为 A,    , ,y g x x c d  的值域为 B,

①若  1 ,x a b  ，  2 ,x c d  ，有    1 2=f x g x 成立，则有 A B ；
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②若  1 ,x a b  ，  2 ,x c d  ，有    1 2=f x g x 成立，则有 A B ；

③若  1 ,x a b  ，  2 ,x c d  ，有    1 2=f x g x 成立，故 A B   ；

（2）不等关系

(1)若  1 ,x a b  ，  2 ,x c d  ，总有    1 2f x g x 成立，故    max min
f x g x ；

(2)若  1 ,x a b  ，  2 ,x c d  ，有    1 2f x g x 成立，故    max max
f x g x ；

(3)若  1 ,x a b  ，  2 ,x c d  ，有    1 2f x g x 成立，故    min min
f x g x ；

(4) 若  1 ,x a b  ，  2 ,x c d  ，有    1 2f x g x 成立，故    min max
f x g x ．

1．（2023·山东济宁·二模）已知函数
4 4 π( ) cos sin sin 2

6
f x x x x     

 
．

(1)求函数 ( )f x 在
π0,
2

 
  

上的单调递增区间;

(2)将函数 ( )f x 的图象向左平移
π0
4

    
 

个单位长度后得到函数 ( )g x 的图象，若函数 ( )g x 的图象关于点

π ,0
3

 
 
 

成中心对称，在
π ,
4

   
上的值域为

1 ,1
2

   
，求 的取值范围．

【答案】(1)
π0,
6

 
  

(2)
5π,

12 12
π 

  

【分析】（1）先化简 ( )f x ，根据正弦函数的周期性即可得出答案；

（2）根据三角函数图象的平移变换和对称性求出 、  g x ，再由三角函数的性质求解即可.

【详解】（1）
4 4 π( ) cos sin sin 2

6
f x x x x     

 
1 3 πcos 2 sin 2 sin 2
2 2 6

x x x     
 

因为
π0,
2

x     
，所以

π π 7π2 ,
6 6 6

x      
．

所以当
π π π2 ,
6 6 2

x      
，即：

π0,
6

x     
时，函数 ( )f x 单调递增．

所以函数 ( )f x 的单调递增区间为
π0,
6

 
  

.

（2）由题意可知：
π( ) sin 2 2
6

g x x     
 

因为函数 ( )g x 的图象关于点
π ,0
3

 
 
 

成中心对称．

所以
π π2 2 π,
3 6

k k     Z ．解得：
5π π,
12 2

k k     Z ．

因为
π0
4

  ，所以
π1,

12
k   ．所以

π( ) sin 2
3

g x x   
 

．

当
π ,
4

x     
时，

π π π2 ,2
3 6 3

x       
．因为 ( )g x 在

π ,
4

   
上的值域为

1 ,1
2

   

所以
π π 7π2
2 3 6

   ．解得：
π 5π

12 12
  ．所以 的取值范围为

5π,
12 12
π 

  
．

2．（2023·山西·模拟预测）已知函数    2sinf x x   （ 0  ，
π
2

  ）的部分图象如图所示.
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(1)求  f x 的解析式，并求  f x 的单调递增区间；

(2)若对任意
π,
3

x t    
，都有   π 1 1

6
f x f x    

 
，求实数 t 的取值范围.

【答案】(1)   π2sin 2
3

f x x   
 

，单调递增区间为  5π ππ , π
12 12

k k k     
Z

(2)
π π,
4 3

 
 

【分析】（1）先求出  f x 的周期，再代点进去求出 ，从而得到  f x 的解析式后，进而利用整体法即可

求得  f x 的单调递增区间；

（2）先根据三角恒等变换化简绝对值内的表达式，再利用正弦函数的性质进行解不等式即可.

【详解】（1）由图象可得  f x 的最小正周期
7π π4 π
12 3

T     
 

，∴
2π 2
T

   ，又 0  可知 2  ，

由
7π 3π2 2 π
12 2

k    ， k  Z 解得
π 2 π
3

k   ， k  Z ，

又因为
π
2

  ，得
π
3

  ，∴   π2sin 2
3

f x x   
 

.

由
π π π2 π 2 2 π
2 3 2

k x k     ， k  Z ，解得
5π ππ π
12 12

k x k    ， k  Z ，

所以函数  f x 的单调递增区间为  5π ππ , π
12 12

k k k     
Z .

（2）   π π 1 32sin 2 2sin 2 4 sin 2 cos 2 sin 2
6 3 2 2

f x f x x x x x x
                     

2 π2sin 2 2 3 sin 2 cos 2 3 sin 4 cos 4 1 2sin 4 1
6

x x x x x x         
 

.

由   π 1 1
6

f x f x    
 

得
π2sin 4 1
6

x   
 

，
1 π 1sin 4
2 6 2

x     
 

.

∵
π,
3

x t    
，∴

π π 7π4 4
6 6 6

t x    ，

作出 siny x 的部分图像如下：
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结合图像可知：
5π π 7π4
6 6 6

t   ，解得
π π
4 3

t  .

所以实数 t 的取值范围为
π π,
4 3

 
 

.

3．（2022·浙江·三模）已知函数   2sin sin
6

f x x x     
 

．

(1)求  f x 的单调递增区间；

(2)若对任意 ,
3

x t     
，都有   3 3

2 2
f x   ，求实数 t 的取值范围．

【答案】(1)
5, ,

12 12
k k k Z        

(2) 0,
3
 

 

【分析】（1）  f x 的解析式可化简为   3sin 2
3 2

f x x     
 

，令 2 2 2 ,
2 3 2

k x k k Z          ，即

可解得  f x 的单调递增区间

（2）对恒成立的不等式等价转化后，结合 2
3

x 
 的范围可得 2

3 3 3
t  

    ，从而解得 t 的范围

【详解】（1）   3 12sin sin 2sin sin cos
6 2 2

f x x x x x x              

 2 1 3 3sin cos 3 sin sin 2 1 cos 2 sin 2
2 2 3 2

x x x x x x          
 

令 2 2 2 ,
2 3 2

k x k k Z         

解之得 
5 ,

12 12
k x k k Z       

∴  f x 的单调递增区间为
5, ,

12 12
k k k Z        

（2）对任意 ,
3

x t     
，都有   3 3 3sin 2

2 2 3 2
f x x       

 
，

∵2 2 ,
3 3 3

x t       
，∴ 2

3 3 3
t  

    ，∴0
3

t 
  ，∴实数 t 的范围为 0,

3
 

 
．

题型五：图形 1：四边形型

四边形，一般适当的连接对角线，分解为有公共边俩三角形。如果是有外接圆，则要充分运用对角互补这

个隐形条件

四边形面积最值型，一般用某一条对角线，把四边形分为两个三角形，有公共边的两个三角形个再各自用

余弦定理，构建数量关系

1．（2022·湖南长沙·模拟预测）如图，在凸四边形 ABCD 中，已知 2 3AB AD BC  ， ．
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(1)若
1cos sin
2

C ADB   ，求 cos BDC 的值；

(2)若 2CD  ，四边形 ABCD 的面积为 4，求  cos A C 的值．

【答案】(1) 7
4

(2) 73
96

【分析】（1）由题可得
π
6

ADB  ，
π
3

C  ，由几何关系求得 2 cosBD AD ADB  ，由正弦定理

sin sin
BC BD

BDC C



可求得 sin BDC ，再根据 2cos 1 sinBDC BDC    计算即可

（2）由余弦定理得 2 2 2 2 22 cos 2 cosBD AB AD AB AD A CB CD CB CD C        ，代入数据整理得
8cos 12cos 5A C   ①，

由四边形 ABCD 的面积为 4 得 1 1sin sin 42 2ABD CBDS S AB AD A BC CD C         V V ，代入数据整理得

8sin 12sin 16A C  ② ，
2 2① ② 即可求得  cos A C

【详解】（1）在 ABD△ 中，∵
1cos sin
2

C ADB   ，∴
π
6

ADB  ，
π
3

C  ，又 2AB AD  ，

∴
π2 cos 2 2 cos 2 36BD AD ADB      ．

在△ BCD 中，由正弦定理得， sin sin
BC BD

BDC C



，∴

π3 sinsin 33sin 42 3
BC CBDC BD


    ．

∵BC BD ，∴
π0 3BDC   ，

∴  2
2 73cos 1 sin 1 4 4BDC BDC       ．

（2）在△ ABD 、△ CBD 中，由余弦定理得，
2 2 2 2 22 cos 2 2 2 2 2 cos 8 8cosBD AB AD AB AD A A A            ，
2 2 2 2 22 cos 3 2 2 3 2 cos 13 12cosBD CB CD CB CD C C C            ，

从而8cos 12cos 5A C   ①，

由 1 12 2 sin 3 2 sin 42 2ABD CBDS S A C         △ △ 得，

2sin 3sin 4A C  ，即8sin 12sin 16A C  ②

2 2① ② 得，      2 2 2 264 sin cos 144 sin cos 96 cos cos sin sin 281A A C C A C A C      ，

∴   73cos 96A C   ．

2．（2023·辽宁·模拟预测）如图，在平面凸四边形 ABCD 中，CD DB ， 1CD  ， 3DB  ， 2DA  ．
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(1)若 60DAB   ，求 cos ACB ；

(2)求 2 2 2AB BC AC  的取值范围．

【答案】(1) 5 7cos
14

ACB  (2) (16 4 3,20)

【分析】

(1)先利用余弦定理得到 1AB  ，根据边的关系得到 AB⊥DB，进而得出∠ABC=120°，再利用余弦定理即可

求解；

(2) 设∠ADB=θ，利用余弦定理分别求出 2 2,AB AC ,相加后整理变形得到关于角 的三角函数，利用正弦函

数的图象和性质即可求解.

【详解】（1）

在△ABD 中，因为 3DB  ，DA=2，∠DAB=60°，由余弦定理得  2 2 23 2 2 2 cos60AB AB      ，解得 1AB  ，

由 2 2 2AB DB DA  ，得 AB⊥DB，此时 Rt△CDB≌Rt△ABD，可得∠ABC=120°．

在△ABC 中，AB=1 ，BC=2 ，由余弦定理得 2 2 21 2 2 1 2 cos120 7AC         ，解得 7AC  ，所以
2 22 7 1 5 7cos

142 2 7
ACB  

  
 

．

（2）设∠ADB=θ，由题意可知0
2
  ，

在△ABD 中，由余弦定理得  22 22 3 2 2 3cos 7 4 3cosAB         ，在△ACD 中， 2
ADC    ，

由余弦定理得
2 2 22 1 2 2 1 cos 5 4sin

2
AC            

 
，在 BCD△ 中，因为CD DB ，所以

2 2 2BC CD BD   ，

所以
2 2 2 27 4 3cos 5 4sin 2 16 8sin

3
AB BC AC              

 
，

因为0
2
  ，所以 3 3 6

      ，
3 1sin

2 3 2
     

 
，

所以 2 2 2AB BC AC  的取值范围是  16 4 3,20 ．

3．（2023·山西·模拟预测）如图，四边形 ABCD 中， 2 4AB AD  ， BD BC ，
π
2

DBC  ， DAB   ，

7sin cos
4

   .

(1)求 ABD△ 的面积；

(2)求线段 AC 的长度.

【答案】(1) 7 5
2
 (2) 2 14
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【分析】

（1）根据已知条件及同角三角函数的平方关系，利用三角形的内角的范围及三角形的面积公式即可求解；

（2）根据（1）的结论及余弦定理，利用正弦定理及三角函数的诱导公式即可求解.

【详解】（1）因为
7sin cos

4
   ① ，

所以  2 7sin cos
16

   ，即
92sin cos 0

16
     .

因为 为 ABD△ 的内角，

所以 sin 0,cos 0   .

又  2 25sin cos 1 2sin cos
16

       ，

所以
5sin cos
4

   ②，

联立①②，得
7 5sin
8

 
 ，

7 5cos
8

 
 ，

所以 ABD△ 的面积为
1 7 5

2
1 sin 4 2
2

7 5
2 8ABDS AB AD  




     V .

（2）由（1）知
7 5cos
8

 
 , 7 5sin

8
 

 ，

由余弦定理，得 2 2 2 2 2 cosBC BD AD AB AD AB       2 2 72 4 2 4 2 7 5 30 2
8




     .

设 ABD   ,由正弦定理,得 sin sin
AD BD

 
 ，即

2sinsin
BD

  ，

所以
π 2sincos cos sin
2

ABC
BD

         
 

.

在 ABCV 中，由余弦定理,得 2 2 2 2 cosAC AB BC AB BC ABC        2sin16 30 2 7 2 4 BD
BD

         
 

46 2 7 16sin 46 61 7 5 5
8

2 7 6  


    ，

所以 2 14AC  .

题型六：图形 2：中线型

.中线的处理方法

1.向量法：

1 ( )
2

AD AB AC 
uuur uuur uuur



 2 2 21 2
4

AD AB AB AC AC   
uuur uuur uuur uuur uuur

2.余弦定理法（补角法）：

如图设BD DC ，

在 ABDV 中，由余弦定理得 2 2 2 2 cosAB AD BD AD BD ADB       ，①

在 ACD△ 中，由余弦定理得 2 2 2 2 cosAC AD DC AD DC ADC       ，②
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因为 πADB ADC    ，所以 cos cos 0ADB ADC   

所以①+②式即可

3.延伸补形法：如图所示，延伸中线，补形为平行四边形

4. 中线分割的俩三角形面积相等

1．（2023·福建福州·模拟预测）在 ABCV 中，角 , ,A B C 的对边分别是 , ,a b c ，且
2sin sin ,
3

a C c B C 
  ．

(1)求 B ；

(2)若 ABCV 面积为
3 3

4
，求 BC 边上中线的长．

【答案】(1)
π
6

B  (2) 21
2

【分析】（1）由正弦定理边化角即可得到角 B ；

（2）根据 A B ，得 a b ，结合三角形面积公式即可得到 3a b  ，再由正弦定理得边 c，以及

2AD AB AC 
uuur uuur uuur

，即可得到答案．

【详解】（1） sin sina C c BQ ，由正弦定理边化角得 sin sin sin sinA C C B ，

sin 0C Q ， sin sinA B  ，

A B  或 πA B  （舍），

又Q 2π
3

C  ， π
6

B  ；

（2）Q π
6

B  ，
2π
3

C  ，
π
6

A  ， a b  ，

 1 sin
2ABCS ab CV ，即 23 3 1 3

4 2 2
a  ，解得 3a b  ，

由正弦定理 sin sin
a c

A C
 ，

得
sin 3

sin
a Cc

A
  ，

设 BC 边的中点为 D ，连接 AD ，如下图：
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Q 2AD AB AC 
uuur uuur uuur

，即 2 2(2 ) ( )AD AB AC 
uuur uuur uuur

，

即 2 2 2 34 2 cos 9 3 2 3 3
2

AD c b bc A         ，

解得
21
2

AD  ．

2．（2024·北京东城·一模）在 ABCV 中，
2 3cos cos cos

3
a C c A b B  .

(1)求 B ；

(2)若 12,a D 为 BC 边的中点，且 3AD  ，求b 的值.

【答案】(1)
π
6 ；(2)3 7 .

【分析】（1）由正弦定理可得
2 3sin( ) sin cos

3
A C B B  ，结合三角和为 π 及诱导公式可得

3cos
2

B  ，即

可得答案；

（2）在 ABD△ 中，由正弦定理可求得
π
2

BAD  ，从而可得 3 3AB  ，在 ABCV 中，利用余弦定理求解即

可.

【详解】（1）解：因为
2 3cos cos cos

3
a C c A b B  ，

由正弦定理可得
2 3sin cos sin cos sin cos

3
A C C A B B  ，

即
2 3sin( ) sin cos

3
A C B B  ，

2 3sin(π ) sin sin cos
3

B B B B   ，

又因为 sin 0B  ，

所以
2 31 cos

3
B ，

解得
3cos

2
B  ，又因为 (0, π)B  ，

所以
π
6

B  ；

（2）解：因为 D 为 BC 边的中点， 12a  ，

所以 6BD CD  ,

设 BAD   ,

在 ABD△ 中，由正弦定理可得 sin sin
BD AD

B
 ，

即
6 3 61sin

2


 
，解得 sin 1  ，
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又因为 (0,π)  ，所以
π
2

  ，

  

在 Rt△ABD 中， 2 2 2 26 3 3 3AB BD AD     ，

在 ABCV 中，
π3 3, 12,
6

AB BC B   ，

由余弦定理可得： 2 2 2 32 cos 144 27 2 12 3 3 63
2

AC AB BC AB AC B            ，

所以 3 7AC  ，

即 3 7b  .

3．（2024·四川泸州·三模） ABCV 的内角 A ， B ，C 的对边分别为 a ，b ， c ，已知 2 2 2 48a b c   ，且

ABCV 的面积为6 3 .

(1)求 tan A 的值；

(2)若 D 是 AC 边的中点，
π
3

B  ，求 BD 的长.

【答案】(1) 3
2

(2) 19

【分析】（1）借助余弦定理与面积公式，结合三角函数基本关系即可得；

（2）借助余弦定理与面积公式，结合题目条件可得 a 、 c ，再结合向量的数量积与模长的关系计算即可得.

【详解】（1）由余弦定理可得 2 2 2 2 22 cos 48a b c bc A b c      ，即 cos 24bc A  ，

由面积公式可得
1 sin 6 3
2ABCS bc A V ，即 sin 12 3bc A  ，

则
3tan

cos 24 2
sin 12 3b AA

bc A
c

   ；

（2）由余弦定理可得 2 2 2 2 2π2 cos
3

b a c ac a c ac      ，

又 2 2 2 48a b c   ，故 2 2 2 2 48a a c ac c     ，即 22 48c ac  ，

由面积公式可得
1 sin 6 3
2ABCS ac B △ ，即 24ac  ，

即有 22 24 48 72c    ，即 6c  ，故 4a  ，

由 D 是 AC 边的中点，故  1
2

BD BA BC 
uuur uuur uuur

，

故  2 2 2 2 21 π 12 cos
4 3 4

BD BA BC BA BC a c ac        
 

uuur uuur uuur uuur uuur

 1 36 16 24 19
4

    ，即 19BD  .

题型七：图形 3：角平分线型

角平分线定理（大题中，需要证明，否则可能会扣过程分）：

AB AC
BD CD


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三角形角平分线的处理方法：

ABC ACD ABDS S S △ △ △

1．（23-24 高三·浙江杭州·）在 ABCV 中，角 A，B，C，所对的边分别为 a，b，c，已知

2cos C
cos cos

c
a B b A




.

(1)求角C ；

(2)若CD 是 ACB 的角平分线，且
4 3

3
CD  ， 2 3c  ，求 ABCV 的面积

【答案】(1)
π
3

(2) 2 3

【分析】（1）由正弦定理得1 2cosC ，求出
1cos
2

C  ，得到答案；

（2）由余弦定理得  2 12 3a b ab   ，由三角形面积公式得到
4 ( )
3

ab a b  ，联立可得 8ab  ，结合三角形

面积公式求出答案.

【详解】（1）因为 2cos
cos cos

c C
a B b A




，由正弦定理： sin sin sin
a b c

A B C
  ，得：

sin sin 2cos
cos cos sin cos sin cos sin( )

c C C C
a B b A A B B A A B

  
   ，

又 πA B C  Q ， sin( ) sinA B C ∴ ，

故1 2cosC ，即
1cos
2

C  ，

又 (0, π)C Q ，
π
3

C  .

（2）在 ABCV 中，由余弦定理
2 2 2

cos
2

a b cC
ab

 
 得：

2 21 12
2 2

a b
ab

 
 ①，

即 2 2 12a b ab   ，故  2 12 3a b ab   ，

又 ABC ACD BCDS S S △ △ △ ，得：
1 π 1 4 3 π 1 4 3 πsin sin sin
2 3 2 3 6 2 3 6

ab a b      ，
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化简得：
4 ( )
3

ab a b  ②，联立①②得： 8ab  ，负值舍去，

所以
1 sin 2 3
2ABCS ab C   △ .

2．（23-24 高三山东·阶段练习） ABCV 的内角 , ,A B C 的对边分别为 , ,a b c ，满足
πsin sin

2
Ba b A



(1)求 B ；

(2) ABC 的角平分线与 AC 交于点 , 3D BD  ，求 2a c 的最小值.

【答案】(1)
π
3

(2)3 2 2

【分析】（1）由诱导公式正弦定理倍角公式化简已知等式，即可求解；

（2）由 ABC ABD BCDS S S △ △ △ ，得
1 1 1
a c

  ，利用基本不等式求 2a c 的最小值.

【详解】（1）由
πsin sin

2
Ba b A

 得： cos sin
2
Ba b A ，

由正弦定理得： sin cos sin sin
2
BA B A ，倍角公式得 sin cos 2sin cos sin

2 2 2
B B BA A ，

由  π0, , 0, π
2 2
B A   

 
，有 cos 0,sin 0

2
B A  ，所以

1sin
2 2
B

 ，

得
π

2 6
B

 ，所以
π
3

B  .

（2）由 ABC ABD BCDS S S △ △ △ ，得
1 π 1 π 1 πsin 3 sin 3 sin
2 3 2 6 2 6

ac a c    ，

即
3 3 3
4 4 4
ac a c

  ，得
1 1 1
a c

  ，

  21 12 22 3 3 2a c a c
a c

c a
a c

          
 

，

当且仅当
2a c
c a

a c ac

 

  

即  
21

2
2 1

a

c


 


  

时等号成立

所以 2a c 的最小值为3 2 2 .

3．（23-24 高三黑龙江哈尔滨·阶段练习）在 ABCV 中，内角 , ,A B C 的对边分别是 , ,a b c ，且

sin 3 cos 3c B b C a  ， 3b 

(1)求角 B ；

(2)若 2a c  ，求边 AC 上的角平分线 BD 长．

【答案】(1)
π
3

B  ；(2) 3
6

BD  .

【分析】（1）根据给定条件，利用正弦定理边化角，再利用两角和的正弦公式化简即可求出 B .
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（2）利用余弦定理及已知求出 ac ，然后利用三角形面积公式列方程求解即可.

【详解】（1）在 ABCV 中，由正弦定理及 sin 3 cos 3c B b C a  ，得 sin sin 3sin cos 3 sinB C B C A 

3 sin( ) 3 sin cos 3 cos sinB C B C B C    ，即 sin sin 3 cos sinB C B C ，

而 sin 0C  ，解得 tan 3B  ，又 (0, π)B  ，

所以
π
3

B  .

（2）由
π
3

B  及余弦定理得  22 23 3c a ac c a ac      ，又 2a c  ，解得
1
3

ac  ，

由 ABC ABD BDCS S S V V V 得
1 1 1sin sin sin
2 2 2 2 2

B Bac B c BD a BD      ，

即
π πsin ( )sin
3 6

ac BD c a   ，则
1 3 12
3 2 2

BD    ，

所以
3

6
BD  .

题型八：图形 5：三角形高

三角形高的处理方法：

1.等面积法：两种求面积公式

   如

21 1 1sin
2 2 2

S bc A BC AD c   

2.三角函数法：

cos , sin ,BCD BD AB ABD AD AB ABD    在 中，

1.（22-23 高三上·湖北·阶段练习）在 ABCV 中，角 A ， B ，C 的对边分别为 a ，b ， c ，且 a b c  ，三角

形三边上的高之比为 2 : 3 : 4 .

(1)求 cosC 的值；

(2)若 E 为边 AC 上一点， 30CEB   ， 3BC  ，求 BE 的长.

【答案】(1)
11
24

 (2) 455
4

【分析】  1 由于 a b c  ，则三边 a ，b ， c 上的高之比为 1 2 3: : 4 : 3 : 2h h h  ，根据

1 2 3
1 1 1
2 2 2ABCS ah bh ch  △ ，得出 4 3 2a b c  ，并利用余弦定理求出 cosC 的值；

 2 利用  1 中 cosC 的值求出 sin C 的值，进而利用正弦定理求出 BE 的长.

【详解】（1）解：由于 a b c  ，则三边 a ，b ， c 上的高之比为 1 2 3: : 4 : 3 : 2h h h  .

又因为 1 2 3
1 1 1
2 2 2ABCS ah bh ch  △ ，则 4 3 2a b c  .

设 4 3 2 12a b c x   ，则 3a x ， 4b x= ， 6c x .
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在 ABCV 中，由余弦定理得
2 2 2

cos
2

a b cC
ba

 


2 2 2

2

9 16 36 11
24 24

x x x
x

 
   .

（2）解：将
11cos
24

C   代入 2 2sin cos 1C C  ，得 2 2
2

35 13sin 1 cos
24

C C 
   ，

又  0,C  ，则
35 13 455sin

24 24
C 

  .

在 EBCV 中，由正弦定理得 sin sin
BC BE

CEB C



，

则
455 4556
24 4

BE    .

2.（江苏省南通市 2022-2023 学年高三上学期数学试题）在 ABCV 中，角 A，B，C 所对的边分别为 a，b，

c，且 sin cos 0a B b A  ， cos 2 cos 5B C  .

(1)求 tan B ；

(2)若边 AB 上的高为 1，求 ABCV 的面积.

【答案】(1)
1tan
2

B  (2) 1
2

【分析】（1）利用正弦定理得到 sin sin
a b

A B
 ，结合 sin cos 0a B b A  得到 tan 1A   ，

3
4

A 
 ，然后利用

三角形内角和和和差公式得到 2cos sin 5B B  ，再结合同角三角函数基本公式求 tan B 即可；

（2）方法一：根据
3
4

A 
 和 AB 边上的高为 1 得到 2b  ，然后根据

1tan
2

B  得到 sin B ， cos B ，再利用

和差公式和内角和得到 sin C ，最后利用三角形面积公式求面积即可；

方法二：过点 C 向 AB 作垂线，垂足为 H，分别在 ACHV 和 VCHB 中利用三角函数和勾股定理得到

2AC  ， 1AB  ，然后利用三角形面积公式求面积即可.

【详解】（1）因为 sin cos 0a B b A  ，所以 cos sin
a b

A B



，

在 ABCV 中，由正弦定理 sin sin
a b

A B
 ，所以 sin cos

a a
A A




，

所以 sin cosA A  ，所以 tan 1A   ，

因为  0,A  ，所以
3
4

A 
 .

在 ABCV 中， A B C    ，

所以     cos 2 cos cos 2 cosB A B B A B     

cos 2 cos cos 2 sin sin 2cos sin 5B A B A B B B      ，

所以  2 2 2 2 22cos sin 4cos 4sin cos sin 5 5cos 5sinB B B B B B B B       ，

所以  22 24sin 4sin cos cos 2sin cos 0B B B B B B     ，

所以 2sin cosB B ，所以
1tan
2

B  .

（2）方法一：

因为  0,A  ，
3
4

A 
 ，所以

2sin
2

A  .因为边 AB 上的高 sin 1b A  ，所以
1 2

sin
b

A
  .
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因为
1tan
2

B  ，  0,B  ，所以
5sin

5
B  ，

2 5cos
5

B  ，在 ABCV 中， A B C    ，

所以     sin sin sin sin cos cos sinC A B A B A B A B      

2 2 5 2 5 10
2 5 2 5 10

 
       

 
.在 ABCV 中，由正弦定理 sin sin

b c
B C

 ，所以

102sin 10 1
sin 5

5

b Cc
B


   .

所以 ABCV 的面积
1 1 2 1sin 2 1
2 2 2 2

S bc A      .

方法二： 过点 C 向 AB 作垂线，垂足为 H.

在 中， ， ，所以 ， .在 中， ， ，

所以 ，所以 ，所以 的面积 .

3.（安徽省滁州市定远县第三中学 2022-2023 学年高三数学试题） 中，内角 A、B、C 所对的边分别为

a、b、c，满足 ．

(1)当 A 为何值时，函数 取到最大值，最大值是多少？

(2)若 等于边 AC 上的高 h，求 的值．

【答案】(1) 时， 取得最大值，最大值为 2；(2) .

【分析】（1）由余弦定理求出 ，对 恒等变形得到 ，利用

整体法求解出最大值；

（2）先利用三角形面积公式和正弦定理得到 ，再使用和差化积等得到

，解方程求出： 或 ，舍去不合要求的解，求出答案.

【详解】（1）由 得： ，

因为 ，所以 ，

，

因为 ，所以 ，

ACHV
4

CAH CAB      1CH  1AH  2AC  BCHV
1tan
2

B  1CH 

2BH  1AB BH AH   ABCV
1 11 1
2 2

S    

ABCV
2 2 2b a c ac  

2 32sin cos
2

C Ay A     
 

c a sin
2

C A 
 
 



π
3

A  2 32sin cos
2

C Ay A     
 

1
2

π
3

B  2 32sin cos
2

C Ay A     
 

π1 sin 2
6

y A    
 

sin sin sin sinA C C A 

23sin sin
2 4 2

C A C A 
 

1sin
2 2

C A


3
2



2 2 2b a c ac  
2 2 2 1cos

2 2 2
a c b acB

ac ac
 

  

 0, πB  π
3

B 

2

ππ 33 32sin cos 1 cos 2 cos
2 2

A AC Ay A A

            
   

 
π π π1 cos 2 cos 2 1 cos 2 cos cos 2 sin sin 2
3 3 3

A A A A A         
 

3 1 π1 sin 2 cos 2 1 sin 2
2 2 6

A A A       
 

2π0,
3

A   
 

π π 7π2 ,
6 6 6

A     
 
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所以当 ，即 时， 取得最大值，最大值为 2；

（2）由（1）知： ，

由三角形面积公式得： ，

从而 ，由正弦定理得： ，

因为 ，所以 ，

由和差化积得： ，

因为

，

所以 ，

故 ，解得： 或 ，

因为 ，所以 .

题型九：图形 6：中线与重心型
1.（2022 春·河北邢台·高三统考）记 的内角 A，B，C 的对边分别为 a，b，c，已知

，且 外接圆的半径为 ．

(1)求 C 的大小；

(2)若 G 是 的重心，求 面积的最大值．

【答案】(1) (2)

【分析】（1）根据正弦定理可得 ，然后根据同角平方和的关系以及

正弦定理的边角互化得 ，进而根据余弦定理可求角.

（2）根据余弦定理以及均值不等式可得 ，根据重心的性质可得 ，进而根据面积公式即

可求解.

【详解】（1）由正弦定理 ，得  

因为 ，   

所以 ，所以 ,因为 ,故 ．

（2）由（1）得 ，所以 ，得 ，           当且仅当 时，

等号成立．            

连接 BG，并延长 BG 交 AC 于 D，则 D 是 AC 的中点，且 ，         

过 G 作 于 F，过 B 作 于 E，则 ，

π π2
6 2

A   π
3

A  2 3 π2sin cos 1 sin 2
2 6

C Ay A A          
   

π
3

B 

 1 1 1sin
2 2 2

ac B bh b c a  

 sinac B b c a   sin sin sin sin sin sinA C B B C A 

3sin
2

B  sin sin sin sinA C C A 

πsin sin 2cos sin 2cos sin sin
2 2 2 2 2

C A C A B C A C AC A     
   

   2 2 1 cos 1 cos
sin sin

2 2 2 2
C A C AC A C A     

  

   cos cos cos cos sin sin cos cos sin sin sin sin
2 2 2
C A C A C A C A C A C A C A

    
   

2 2 2 2 2π 3sin sin sin sin sin sin sin
2 2 2 2 4 2

C A C A B C A C AC A     
     

23sin sin
2 4 2

C A C A 
 

1sin
2 2

C A


3
2



 sin 1,1
2

C A
 

1sin
2 2

C A


ABCV
2 22 3(cos cos ) ( )sinC A a b B   ABCV 3

ABCV ACGV

π
3

C  3 3
4

2 3 sin , 2 3 sin , 2 3 sina A b B c C  
2 2 ( )a c a b b  

9ab 
1
3ACG ABCS SV V

2 3
sin sin sin

a b c
A B C

   2 3 sin , 2 3 sin , 2 3 sina A b B c C  

2 2 2 2 2 22 3(cos cos ) 2 3(1 sin 1 sin ) 2 3(sin sin ) ( )sinC A C A A C a b B       

2 2 ( )a c a b b  
2 2 2 1cos

2 2
a b cC

ab
 

   0, πC  π
3

C 

2 3 sin 3c C  2 2 2 2 9a b c ab ab    9ab  3a b 

1
3

DG BD

GF AC BE AC
1
3

FG DG
BE BD

 
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所以 ．故 面积的最大值为

2.（2023 春·河北秦皇岛·高三校考阶段练习） 的内角 的对边分别为 ，且

.从下列①②③这三个条件中选择一个补充在横线处，并作答.

① 为 的内心；② 为 的外心；③ 为 的重心.

(1)求 ；

(2)若 ，__________，求 的面积.

注：如果选择多个条件分别解答，则按第一个解答计分.

【答案】(1) (2)选①： ；选②： ；选③： .

【分析】（1）由正弦定理化边为角，由三角函数恒等变换求得 角；

（2）选①，由余弦定理求得 ，由面积公式求得三角形面积，再结合内切圆半径表示三角形面积求得内

切圆半径，即可求 面积；选②，由余弦定理求得 ，由正弦定理求得三角形外接圆半径，由圆周

角定理和圆心角定理求得 ，直接由面积公式计算出面积；选③，由余弦定理求得 ，利用三角形

重心的性质，即重心和三角形的三个顶点组成的三个三角形面积相等，用三角形面积公式求解 的面积

即可.

【详解】（1）因为 ，

由正弦定理得 ，

，

，

三角形中， ，所以 ，

，则 ，所以 ， ；

（2）选①O 为 的内心，如图， 分别是内切圆在各边上的切点，

在 中由余弦定理得 ，

，

设内切圆半径为 ，则 ， ，

所以 ；

1 1 3 3 3sin
3 6 12 4ACG ABCS S ab C ab   △ △

ACGV 3 3
4

ABCV , ,A B C , ,a b c

   3sin cos cosa B C c b A  

O ABCV O ABCV O ABCV

A

6, 10b c  OBC△

2
3


7 3 49 3
3

5 3

A

BC

OBC△ BC

BOC BC

ABCV

   3 sin cos cosa B C c b A  

sin ( 3 sin cos ) (sin sin )cosA B C C B A  

3 sin sin sin cos sin cos sin cosA B B A C A A C  

3 12sin ( sin cos ) sin( ) sin
2 2

B A A A C B   

sin 0B 
1sin( )

6 2
A 

 

0 A  
7

6 6 6
A  

  
5

6 6
A  

 
2
3

A 


ABCV , ,D E F

ABCV 2 2 26 10 2 6 10 cos 14
3

BC 
      

1 1 2sin 6 10 sin 15 3
2 2 3ABCS bc A 

     !

r 1 ( ) 15 15 3
2ABCS a b c r r    ! 3r 

1 1 14 3 7 3
2 2OBCS BC r     V
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