
专题 圆的证明与计算

1．如图，𝐴𝐵是 ⊙ 𝑂的直径，点𝐶、𝐷在 ⊙ 𝑂上，𝐵𝐶平分∠𝐴𝐵𝐷，𝐸是弧𝐴𝐵的中点，连接𝐷𝐸交𝐵𝐶

于𝐹．

(1)求证：𝐶𝐷 = 𝐶𝐹；

(2)若𝐵𝐹 = 2，𝐸𝐹 = 5 2，求𝐶𝐹的长．

2．如图，𝐴𝐵为 ⊙ 𝑂的直径，弦𝐶𝐷 ⊥ 𝐴𝐵于 E，连接𝐴𝐶，过 A作𝐴𝐹 ⊥ 𝐴𝐶，交 ⊙ 𝑂于点 F，连接

𝐷𝐹，过 B作𝐵𝐺 ⊥ 𝐷𝐹，交𝐷𝐹的延长线于点 G．

(1)求证：𝐵𝐺是 ⊙ 𝑂的切线；

(2)若∠𝐷𝐹𝐴 = 30°， ，求阴影部分的面积．

3．如图，在 △ 𝐴𝐵𝐶中𝐴𝐶 = 𝐵𝐶，以𝐵𝐶为直径的 ⊙ 𝑂交𝐴𝐵于点 D，过点 D作𝐷𝐸 ⊥ 𝐴𝐶于点 E，
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交𝐵𝐶的延长线于点 F．

(1)求证：𝐷𝐹是⊙O的切线；

(2)若点 E是𝐷𝐹的中点，求
𝑂𝐸
𝐴𝐵

的值．

4．如图，在 Rt△ABC中，∠𝐴𝐵𝐶 = 90°，以𝐴𝐵为直径作 ⊙ 𝑂，点𝐷为 ⊙ 𝑂上一点，且

𝐶𝐷 = 𝐶𝐵，连接𝐷𝑂并延长交𝐶𝐵的延长线于点𝐸．

(1)判断直线𝐶𝐷与 ⊙ 𝑂的位置关系，并说明理由；

(2)若𝐵𝐸 = 4，∠𝐴 = 45°，求𝐴𝐶的长．

5．已知在 Rt△ABC 中，∠𝐴𝐵𝐶 = 90°，以𝐴𝐵为直径的 ⊙ 𝑂交于𝐴𝐶点 D，过圆心 O作𝐴𝐶的平行



经𝑂𝐸，交𝐵𝐶于点 E，连接𝐷𝐸并延长交𝐴𝐵的延长线于点 F．

(1)求证：𝐷𝐹是 ⊙ 𝑂的切线；

(2)若𝐵𝐹 = 4,𝐷𝐹 = 6，求𝐷𝐸．

6．如图，Rt△ABC 中，∠𝐵𝐴𝐶 = 90°，点 D为斜边𝐵𝐶的中点，以𝐴𝐷为直径作 ⊙ 𝑂，分别与边𝐴𝐵

、𝐴𝐶交于点 E、F，过点 E作𝐸𝐺 ⊥ 𝐵𝐶，垂足为 G．

(1)求证：𝐸𝐺是 ⊙ 𝑂的切线；

(2)已知 ⊙ 𝑂的半径为 6，若𝐴𝐹 = 8，求 BE的长．

7．如图，已知𝐴𝐵为 ⊙ 𝑂的直径，𝐶𝐴，𝐶𝐸分别与 ⊙ 𝑂相切于点𝐴，𝐸，点 D是𝐶𝐸延长线上一点，

连接𝐷𝐵，且𝐷𝐵 = 𝐷𝐸．



(1)证明：𝐵𝐷是 ⊙ 𝑂的切线；

(2)若𝐴𝐵 = 6，𝐴𝐶 = 𝑥，𝐵𝐷 = 𝑦，求 y关于 x的函数解析式．

8．如图， △ 𝐴𝐵𝐶内接于⊙O，𝐴𝐷 ∥ 𝐵𝐶交⊙O于点 D，𝐷𝐹 ∥ 𝐴𝐵交𝐵𝐶于点 E，交⊙O于点 F，连接

𝐴𝐹,𝐶𝐹．

(1)求证：𝐴𝐶 = 𝐴𝐹；

(2)若⊙O的半径为 3，∠𝐶𝐴𝐹 = 30°，求𝐴𝐶的长（结果保留π）．

9．如图，A，B，C，D是 ⊙ 𝑂上的点，𝑂𝐴 ⊥ 𝐵𝐶于点 H．



(1)求证：∠𝐴𝑂𝐵 = 2∠𝐴𝐷𝐶；

(2)若 H为 OA的中点，且𝐷𝐶 + 𝐷𝐵 = 2 3，求 AD的长．

10．AB为⊙O的直径，PA为⊙O的切线，BC ∥ OP交⊙O于 C，PO交⊙O于 D，

（1）求证：PC为⊙O的切线；

（2）过点 D作 DE⊥AB于 E，交 AC于 F，PO交 AC于 H，BD交 AC于 G，DF＝FG，DF＝5，CG＝

6，求⊙O的半径．

11.如图， 是 ⊙ 𝑂的直径，点 是 △ 𝐴𝐵𝐶的内心， 的延长线交 ⊙ 𝑂于点 ，连接 ， ．AB E CE D AD AE



(1)求证： ；

(2)连接 ，若 ，求 的值．

12．如图， 是半圆 的直径， 是半圆 的切线（即圆 的切线）．连接 ，交半圆于点

，连接 ．过点 作直线 ，且 ．

(1)求证：直线 是半圆 的切线；

(2)求证：点 是线段 的中点；

(3)若 ， ，求线段 的长．
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参考答案：

1．(1)见解析

(2)6

【详解】（1）解：连接𝐶𝐸，𝐵𝐸，如图所示：

∵𝐵𝐶平分∠𝐴𝐵𝐷，

∴∠𝐴𝐵𝐶 = ∠𝐶𝐵𝐷，

∴𝐶𝐷 = 𝐴𝐶，

∵𝐸是弧𝐴𝐵的中点，

∴∠𝐴𝐵𝐸 = ∠𝐸𝐶𝐵，

∴∠𝐶𝐵𝐴 + ∠𝐴𝐵𝐸 = ∠𝐶𝐵𝐸，

∵∠𝐶𝐷𝐸与∠𝐶𝐵𝐸所对均为𝐴𝐶，

∴∠𝐶𝐷𝐸 =∠𝐶𝐵𝐸，

∵∠𝐶𝐹𝐷 = ∠𝐹𝐶𝐸 + ∠𝐹𝐸𝐶，𝐴𝐶 + 𝐴𝐸 = 𝐶𝐷 + 𝐵𝐸，

∴∠𝐹𝐶𝐸 + ∠𝐹𝐸𝐶 = ∠𝐶𝐵𝐸，

∴∠𝐶𝐹𝐷 = ∠𝐶𝐵𝐸 = ∠𝐶𝐷𝐹，

∴𝐶𝐷 = 𝐶𝐹；

（2）连接𝐴𝐶，𝐴𝐸，如图所示：

由（1）知∠𝐶𝐹𝐷 = ∠𝐸𝐹𝐵，∠𝐶𝐷𝐹 = ∠𝐹𝐵𝐸，

∴∠𝐸𝐹𝐵 = ∠𝐸𝐵𝐹，

∴𝐸𝐹 = 𝐸𝐵，

∵𝐸𝐹 = 5 2，𝐸是弧𝐴𝐵的中点，

∴𝐸𝐹 = 𝐵𝐸 = 𝐴𝐸 = 5 2，

∵𝐴𝐵为直径，

∴∠𝐴𝐸𝐵 = 90°，∠𝐴𝐶𝐵 = 90°，

∴𝐴𝐵 = 𝐴𝐸2 + 𝐵𝐸2 = 10，



由（1）得𝐶𝐷 = 𝐴𝐶

∴ ，

∴𝐶𝐷 = 𝐶𝐹 = 𝐴𝐶，

设𝐶𝐹 = 𝐴𝐶 = 𝑥，则𝐵𝐶 = 𝑥 + 2，

∴𝐴𝐶2 +𝐵𝐶2 = 𝐴𝐵2，即𝑥2 + (𝑥 + 2)2 = 102，

解得：𝑥 = 6（负根舍去），

∴𝐶𝐹 = 6． 

2．(1)见解析

(2)6 3 -
8
3
𝜋

【详解】（1）证明：∵C，A，D，F在⊙O上，𝐴𝐹 ⊥ 𝐴𝐶，

∴∠𝐷 = ∠𝐶𝐴𝐹 = 90°，

∵𝐴𝐵 ⊥ 𝐶𝐷，𝐵𝐺 ⊥ 𝐷𝐹，

∴∠𝐵𝐸𝐷 = ∠𝐺 = 90°，∴四边形𝐵𝐸𝐷𝐺中，∠𝐴𝐵𝐺 = 90°，

∴半径𝑂𝐵 ⊥ 𝐵𝐺，

∴𝐵𝐺是 ⊙ 𝑂的切线；

（2）解：连接𝐶𝐹，

∵∠𝐶𝐴𝐹 = 90°，

∴𝐶𝐹是 ⊙ 𝑂的直径，

∴ ，

∵直径𝐴𝐵 ⊥ 𝐶𝐷于 E，
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∴𝐶𝐸 = 𝐷𝐸，

∴𝑂𝐸是 △ 𝐶𝐷𝐹的中位线，

∴𝑂𝐸 = 1
2
𝐷𝐹 = 2，

∵∠𝐴𝐹𝐷 = 30°，

∴∠𝐴𝐶𝐷 = ∠𝐴𝐹𝐷 = 30°，

∴∠𝐶𝐴𝐸 = 90° - ∠𝐴𝐶𝐸 = 60°，

∵𝑂𝐴 = 𝑂𝐶，

∴ △ 𝐴𝑂𝐶是等边三角形，

∵𝐶𝐸 ⊥ 𝐴𝐵，

∴E为𝐴𝑂的中点，

∴𝑂𝐴 = 2𝑂𝐸 = 4，𝑂𝐵 = 4，𝐴𝐸 = 2，

∴𝐵𝐸 = 𝑂𝐵 + 𝑂𝐸 = 6，𝐷𝐸 = 𝐶𝐸 = 2 3，

∵∠𝐵𝐸𝐷 = ∠𝐷 = ∠𝐺 = 90°，

∴四边形𝐵𝐸𝐷𝐺是矩形，

∴𝑆阴影 = 𝑆矩形𝐵𝐸𝐷𝐺 - 𝑆梯形𝑂𝐸𝐷𝐹 - 𝑆扇形𝐵𝑂𝐹

= 6 × 2 3 -
1
2 × (2 + 4) × 2 3 -

60𝜋 ⋅ 42

360

= 6 3 -
8
3
𝜋．

3．(1)见解析；

(2)
𝑂𝐸
𝐴𝐵

= 21
12

．

【详解】（1）证明：连接 CD，连接 OD，

∵𝐵𝐶为 ⊙ 𝑂的直径，

∴𝐶𝐷 ⊥ 𝐴𝐵．

∵𝐴𝐶 = 𝐵𝐶，

∴𝐴𝐷 = 𝐵𝐷．

∵𝐴𝐷 = 𝐵𝐷，𝑂𝐵 = 𝑂𝐶，

∴𝑂𝐷是 △ 𝐵𝐶𝐴的中位线，

∴𝑂𝐷 ∥ 𝐴𝐶．



∵𝐷𝐸 ⊥ 𝐴𝐶，

∴ ．

∵𝑂𝐷为半径，

∴𝐷𝐹是 ⊙ 𝑂的切线．

（2）解：由（1）知𝑂𝐷 ∥ 𝐴𝐶，

∵点𝐸是𝐷𝐹的中点，

∴𝐷𝐸 = 𝐸𝐹，

∵𝑂𝐷 ∥ 𝐴𝐶，

∴
𝐷𝐸
𝐸𝐹

= 𝑂𝐶
𝐶𝐹
，

∴𝑂𝐶 = 𝐶𝐹，即：点𝐶为𝑂𝐹的中点，

∴𝐶𝐷 = 1
2
𝑂𝐹 = 𝑂𝐶，则𝑂𝐷 = 𝑂𝐶 = 𝐶𝐷，

∴ △ 𝑂𝐶𝐷为等边三角形，

∴∠𝐷𝑂𝐹 = 60°，则∠𝐹 = 30°，

设 ⊙ 𝑂的半径为𝑎，

则：𝑂𝐷 = 𝑂𝐵 = 𝑂𝐶 = 𝐶𝐹 = 𝑎，

∴∠𝐵 = 1
2
∠𝐷𝑂𝐶 = 30°，𝐵𝐶 = 2𝑎，𝑂𝐹 = 2𝑎，

由勾股定理可得：𝐵𝐷 = 3𝑎，𝐷𝐹 = 3𝑎，

∴𝐷𝐸 = 1
2
𝐷𝐹 = 3

2
𝑎，𝐴𝐵 = 2𝐵𝐷 = 2 3𝑎

∴𝑂𝐸 = 𝑂𝐷2 + 𝐷𝐸2 = 7
2

𝑎，

∴
𝑂𝐸
𝐴𝐵

=
7

2
𝑎

2 3𝑎
= 21

12
，

即：
𝑂𝐸
𝐴𝐵

= 21
12

．

4．(1)直线𝐶𝐷与 ⊙ 𝑂相切，理由见详解
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