
重难点突破 07  立体几何中求角度、线

段、距离

1．四棱锥 P ABCD 中，四边形 ABCD 为菱形， 2AD  ， 60BAD  ，平面 PBD 平面

ABCD ．

（1）证明： PB AC ；

（2）若 PB PD ，且 PA 与平面 ABCD 成角为 60，点 E 在棱 PC 上，且
1
3

PE PC
uuur uuur

，求平

面 EBD 与平面 BCD的夹角的余弦值．

【解答】解：（1）证明：因为四边形 ABCD 为菱形，

所以 BD AC ，

因为平面 PBD 平面 ABCD ，平面 PBD 平面 ABCD BD ， AC  平面 ABCD ，

所以 AC  平面 PBD ，

因为 PB  平面 PBD ，故 AC PB ．

（2）设 AC BD OI ，则O为 AC 、 BD的中点，

又因为 PB PD ，

所以 PO BD ，

又因为 AC  平面 PBD ， PO 平面 PBD ，

所以 PO AC ，

因为 AC BD OI ， AC 、 BD 平面 ABCD ，

所以 PO  平面 ABCD ，

所以 PAO 为 PA 与平面 ABCD 所成角，故 60PAO  ，

由于四边形 ABCD 为边长为 2AD  ， 60BAD  的菱形，

所以
3sin 60 2 3

2
AO AD     ， tan 3 3 3PO AO PAO     ，

以点O为坐标原点，OA、OB 、OP 所在直线分别为 x 、 y 、 z



轴建立如下图所示的空间直角坐标系：

则 ( 3,0,0)A ， ( 3,0,0)C  ， (0B ，1， 0) ， (0D ， 1 ， 0) ， (0P ，0，3) ，

由
1 1 3( 3,0, 3) ( ,0, 1)
3 3 3

PE PC      
uuur uuur

，

得
3 3(0, 1,3) ( ,0, 1) ( , 1,2)

3 3
BE BP PE         
uuur uuur uuur

，且 (0,2,0)DB 
uuur

，

设平面 BEC 的法向量为 ( , , )m x y z
r

，

则

2 0

3 2 0
3

m DB y

m BE x y z

   



     


uuurr

uuurr ，

取 2 3x  ，则 1z  ， 0y  ，

所以 (2 3,0,1)m 
r

，

又平面 BCD的一个法向量为 (0,0,1)n 
r

，

所以
| | 1 13| cos , |

| | | | 1313 1
m nm n

m n


    
 

r r
r r

r r ，

所以平面 EBD 与平面 BCD的夹角的余弦值为
13

13
．

2．如图，在四棱锥 P ABCD 中，底面 ABCD 是菱形， PA  平面 ABCD ， 2PA AB  ， PD

的中点为 F ．

（1）求证： / /PB 平面 ACF ．

（2）若 AD CF ，求二面角 F AC D  的余弦值．



【解答】解：（1）证明：设 AC BD OI ，连接OF ，

由于O， F 分别是 BD， PD的中点，

所以 / /OF PB ，

由于 PB  平面 ACF ，OF 平面 ACF ，

所以 / /PB 平面 ACF ．

（2）设 E 是 AD 的中点，连接 EF ， EC ，

则 / /EF PA，

所以 EF 平面 ABCD ，

由于 AD ， EC  平面 ABCD ，

所以 EF AD ， EF EC ，

由于 AD CF ， EF CF FI ， EF ，CF  平面CEF ，

所以 AD 平面CEF ，

因为 EC  平面CEF ，

所以 AD EC ，则 2 22 1 3EC    ，

以 E 为空间坐标原点建立如图所示空间直角坐标系：

平面 ACD 的一个法向量为 (0,0,1)m 
r

，

(0,0,1), (0, 1,0), ( 3,0,0)F A C ， (0, 1, 1), ( 3,0, 1)FA FC    
uuur uuur

，

设平面 ACF 的法向量为 ( , , )n x y z
r

，

则
0

3 0

n FA y z

n FC x z

     


   

uuurr
uuurr ，

令 1x  ，则 3y   ， 3z  ，



故可设 (1, 3, 3)n  
r

，

设二面角 F AC D  为 ，由图可知 为锐角，

所以
3 21cos | |

| | | | 77
m n

m n
 

  


r r
r r ，

所以二面角 F AC D  的余弦值为
21
7

．

3．在三棱锥 P ABC 中，底面 ABC 是边长为 2 的等边三角形，点 P 在底面 ABC 上的射影

为棱 BC 的中点O，且 PB 与底面 ABC 所成角为
3

，点 M 为线段 PO上一动点．

（1）证明： BC AM ；

（2）若
1
2

PM
MO

 ，求点 M 到平面 PAB 的距离．

【解答】证明：（1）分别连接 AO ， AM ， OQ 为 BC 中点， ABC 为等边三角形，

AO BC  ，Q点 P 在底面 ABC 上的投影为点O， PO 平面 ABC ，

又 BC Q 平面 ABC ， PO BC  ，

又 AO PO OQ I ， AO  平面 APO ， PO 平面 APO ，

BC  面 APO ，

又 AM Q 面 APO ， BC AM  ．

解：（2）设点 M 到平面 PAB 的距离为 h，点O到面 PAB 的距离为 d ，


1
2

PM
MO

 ，
1
3

h d  ，



BOQ 为 PB 在底面 ABC 上的投影， PBO 为 PB 与面 ABC 所成角，
3

PBO 
  ，

POQ 垂直平分 BC ， PB PC  ， PBC 为正三角形， 2PB  ，

Rt AOP 中，易得 2 23 6AO OP AP AO PO     ，

2BA BP Q ， B 到 PA 的距离为 2 26 102 ( )
2 2

  ，


15
2PABS  ，又

3
2AOBS  ，

由 P AOB O PABV V  ，
1 1
3 3AOB PABS PO S d    ，



3 3 152
515

2

AOB

PAB

S POd
S






   ，


1 15
3 15

h d  ，

点 M 到平面 PAB 的距离为
15

15
．

4．如图，在四棱柱 1 1 1 1ABCD A B C D 中，侧棱 1A A  平面 ABCD ， / /AB DC ， AB AD ，

2AD CD  ， 1 4AA AB  ， E 为棱 1AA 的中点．

（1）证明： 1BC C E ．

（2）设 (0 1)CM CE   
uuuur uuur

，若 1C 到平面 1BB M 的距离为
2 5

5
，求 ．

【解答】证明：（1）以 A为坐标原点，分别以 AD ， 1AA ， AB 所在直线为 x 轴， y 轴， z 轴，

建立空间直角坐标系，如图所示：

则 (0B ，0， 4) ， (2D ，0， 0) ， (2C ，0， 2) ， (0E ，2， 0) ， 1(2C ，4， 2) ， 1(0B ，4，

4) ，所以 (2BC 
uuur

，0， 2) ， 1 (2EC 
uuuur

，2， 2) ，



所以 1 2 2 0 2 ( 2) 0BC EC       
uuur uuuur

，

所以 1BC EC
uuur uuuur

，即 1BC C E ；

解：（2）因为 1 (0BB 
uuur

，4， 0) ， ( 2CE  
uuur

，2， 2) ，

所以 (2 2BM BC CM BC CE      
uuuur uuur uuuur uuur uuur

， 2 ， 2 2 )  ，

设平面 1BB M 的法向量为 (n x
r

， y ， )z ，

所以 1 0

0

n BB

n BM

  


 

uuurr
uuuurr ，即

4 0
(2 2 ) 2 (2 2) 0

y
x y z  


     

，令 1x   ，解得 (1n  
r

，0，

1 ) ，

因为 1 1 (2B C 
uuuur

，0， 2) ，

所以 1C 到平面 1BB M 的距离 1 1
2

| | 4
| | 2 2

B C nd
n






 



uuuur r
r ，

由题意可知
2

4 2 5
52 2







，解得

1
3

  ．

5．如图，正三棱柱 1 1 1ABC A B C 中，各棱长均为 4， N 是 1CC 的中点．

（1）求点 N 到直线 AB 的距离；

（2）求点 1C 到平面 ABN 的距离．



【解答】解：建立如图所示的空间直角坐标系，

则 1(0,0,0), (2 3,2,0), (0,4,0), (0,4,4)A B C C ，

NQ 是 1CC 的中点，

(0N ，4， 2) ．

（1） (0,4,2), (2 3,2,0)AN AB 
uuur uuur

，则 | | 2 5,| | 4AN AB 
uuur uuur

．

设点 N 到直线 AB 的距离为 1d ，

则 2 2
1 | | ( ) 20 4 4

| |
AN ABd AN

AB


    
uuur uuur

uuur
uuur ．

（2）设平面 ABN 的一个法向量为 ( , , )n x y z
r

，

则由 ,n AB n AN 
uuur uuurr r

，

得
2 3 2 0

4 2 0

n AB x y

n AN y z

    


   

uuurr
uuurr ，

令 2z  ，则
31,

3
y x   ，即

3( , 1,2)
3

n  
r

．

易知 1 (0,0, 2)C N  
uuuur

，设点 1C 到平面 ABN 的距离为 2d ，

则 1
2

4| | | | 3
| | 4 3

3

C N nd
n

 
  

uuuur r
r ．



6．如图，在正三棱柱 1 1 1ABC A B C 中， 1 3AA  ，此三棱柱的体积为 6 3 ， P 为侧棱 1AA 上

点，且 1AP  ， H 、G 分别为 AB 、 1 1A C 的中点．

（1）求此三棱柱的表面积；

（2）求异面直线GH 与 1PC 所成角的大小；

（3）求 1PC 与平面 1 1AA B B 所成角的大小．

【解答】解：（1）设底面正三角形的边长为 a，则其面积为 23
4ABCS a  ，

Q三棱柱 1 1 1ABC A B C 的体积为 6 3 ，

 23 3 6 3
4

a   ，解得 2 2a  ，

三棱柱的侧面积为 1 13 3 2 2 3 18 2S a AA      ，

三棱柱的表面积为 1
32 18 2 8 2 18 2 4 3

4ABCS S S        ．

（2）如图，



取 1A P 的中点 F ，连接 HF ， FG ，可得 1/ /HF PC ，

异面直线GH 与 1PC 所成角，即为直线GH 与 HF 所成角，

1AP Q ，

在直角△ 1A HF 中，有 2 2
1 1 3HF A H A F   ，

在直角 AFG 中，有 2 2 6FG AG AF   ，

取 AC 的中点 M ，连接GM ， HM ，

在直角 GHM 中，有 2 2 11GH GM HM   ，

在 HFG 中，由余弦定理得：

3 11 6 4 33cos
332 3 11

GHF  
  


，

异面直线GH 与 1PC 所成角的大小为
4 33arccos

33
；

（3）如图，

取 1 1A B 的中点 E ，可得 1 1 1C E A B ，

由正三棱柱的结构特征易知平面 1 1 1A B C  平面 1 1ABB A ，

又平面 1 1 1A B C 平面 1 1 1 1ABB A A B ，



1C E 平面 1 1ABB A ，

直线 1PC 与平面 1 1ABB A 所成的角即为 1C PE ，

在 Rt △ 1A PE 中， 2 2
1 1 6PE A P A E   ，

又 2 2
1 1 1 1 6C E A C A E   ，

在 Rt △ 1PC E 中，

1
1tan 1C EC PE

PE
   ，

1 45C PE   ．

7．如图，在四棱锥 P ABCD 中，底面 ABCD 是矩形， 2 2AB AD  ， PA  平面 ABCD ，

E 为 PD中点，且 1PA  ．

（1）求证： / /PB 平面 ACE ；

（2）求直线 BE 与平面 PAB 所成角的余弦值．

【解答】解：（1）如图，

连接 BD，交 AC 于点O，连接 EO，

EQ 为 PD中点，O为 BD中点，

/ /EO PB ，

又 EO Q 平面 ACE ， PB  平面 ACE ，

/ /PB 平面 ACE ；

（2）如图，以 A为坐标原点， AB ， AD ， AP 所在直线分别为 x 轴， y 轴， z 轴建立空间

直角坐标系，



则 (0A ，0， 0) ， (2B ，0， 0) ， (2C ，1， 0) ， (0P ，0，1) ，

(0D ，1， 0) ， 1 1(0, , )
2 2

E ，


1 1( 2, , )
2 2

BE  
uuur

，

由题有 y 轴 面 PAB ，显然向量 (0,1,0)n 
r

是平面 PAB 的一个法向量，

设直线 BE 与平面 PAB 所成角为 ，则 [0, ]
2
  ，



1
| | 22sin | cos , |

6| || | 9
2

BE nBE n
BE n

 
     

uuur ruuur r uuur r ，

 2 34cos 1
6

sin    ，

即直线 BE 与平面 PAB 所成角的余弦值为
34
6

．

8．如图正方体 1 1 1 1ABCD A B C D 中，棱长为 a， M 、 N 分别为 AD 、 1BD 的中点．

（1）求证： MN AD ；

（2）求 1D C 与平面 1D MB所成角的大小．

【解答】解：（1）证明：如图，



以点 D 为坐标原点， DA为 x 轴， DC 为 y 轴， 1DD 为 z 轴建立空间直角坐标系．

则 (0D ，0， 0) ， (A a ，0， 0) ， (0C ， a， 0) ， 1(A a ，0， )a ，

1(0D ，0， )a ， (B a ， a， 0) ， (
2
aN ，

2
a
， )

2
a

， (
2
aM ，0， 0) ，

（1） (0MN 
uuuur

，
2
a
， )

2
a

， (AD a 
uuur

，0， 0) ，

 0MN AD 
uuuur uuur

，

MN AD  ；

（2）解： 1(0DQ ，0， )a ， (0C ， a， 0) ， (B a ， a， 0) ，

1 (0D C 
uuuur

， a， )a ， 1 ( ,0, )
2
aD M a 

uuuuur
， 1 (D B a

uuuur
， a， )a ，

设平面 1D MB的一个法向量为 (n x
r

， y ， )z ，则 1

1

0,

0,

n D M

n D B

  


 

uuuuurr
uuuurr 即

0
2

0

a x az

ax ay az

  

   

，

令 1z  ，则 2x  ， 1y   ，所以 (2, 1,1)n  
r

，

设 1D C 与平面 1D MB所成角的大小为 ，

则 1sin | cos D C  
uuuur

， 1

1

| | | 2 | 3|
3| | | | 6 2

D C n an
D C n a

 
   

 

uuuuur r
r uuuur r ，

1D C 与平面 1D MB所成角的大小为
3arcsin

3
．

9．如图，正方体 1 1 1 1ABCD A B C D 的棱长为 2．

（1）用空间向量方法证明： 1 1 / /A C 平面 1ACD ；

（2）求直线 BD与平面 1ACD 所成角的正弦值．



【解答】（1）证明：由题，以 D 为原点，以 DA， DC ， 1DD 所在直线分别为 x ， y ， z 轴

建立如图所示的空间直角坐标系，

Q正方体 1 1 1 1ABCD A B C D 的棱长为 2，

(2A ，0， 0) ， (0C ，2， 0) ， 1(0C ，2， 2) ， 1(0D ，0， 2) ， 1(2A ，0， 2) ，

则 1 1 1( 2,2,0), ( 2,2,0), (0, 2,2)A C AC CD     
uuuur uuur uuuur

，

设平面 1ACD 的一个法向量为 ( , , )n x y z
r

，

则
1

2 2 0

2 2 0

n AC x y

n CD y z

     


    

uuurr
uuuurr ，令 1z  ，则可得 1x  ， 1y  ，即 (1,1,1)n 

r
；

 1 1 2 2 0 0n A C     
uuuurr

，

 1 1n A C
uuuurr

，又 1 1A C  平面 1ACD ，

1 1 / /A C 平面 1ACD ；

（2） (2BQ ，2， 0) ， (0D ，0， 0) ，

 ( 2, 2,0)BD   
uuur

，



由（1）知平面 1ACD 的一个法向量为 (1,1,1)n 
r

，

设直线 BD与平面 1ACD 所成的角为 ，

| | | 2 2 | 6sin | cos , |
3| | | | 2 2 3

BD nBD n
BD n

   
      

 

uuur ruuur r uuur r ，

即直线 BD与平面 1ACD 所成角的正弦值为
6

3
．

10．如图，在菱形 ABCD 中， 2AB  ， 60DAB  ， M ， N 分别为 BC ，CD的中点，将

MNC 沿 MN 折起，使点C 到点 P 的位置， 6AP  ．

（1）证明：平面 APN  平面 PMN ；

（2）若Q为线段 AB 上一点，求 PQ与平面 APM 所成角的正弦值的最大值．

【解答】（1）证明：连接 AC ， BD， AC 与 MN 交于点O，连接OP ，

则 AC BD ，

又 M ， N 分别为 BC ，CD的中点，所以 / /MN BD ，

则 AC MN ，

因为 MN OA ， MN OP ，OA OP OI ，

所以 MN 平面 APO ，

又 AP  平面 APO ，所以 MN AP ，

在菱形 ABCD 中， 2AB  ， 60DAB  ，

则 在 ADN 中 ， 由 余 弦 定 理 得

2 2 12 cos120 4 1 2 2 1 ( ) 7
2

AN AD DN AD DN             ，

因为 1PN CN  ，所以 2 2 2AP PN AN  ，

则 AP PN ，

又 PN M N NI ，所以 AP  平面 PMN ，

因为 AP  平面 APN ，所以平面 APN  平面 PMN ．
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