	课次
	16
	周次
	9
	教学时数
	2

	授课课题
	§10.1对弧长的曲线积分

	授课方式
	讲授

	教学目标
	1  理解第一类曲线积分（对弧长的曲线积分）的定义和性
质，进一步渗透有限与无限、量变到质变的辨证关系，培养学生的辩证唯物主义观点 
2  掌握第一类曲线积分的计算方法 
3  掌握用第一类曲线积分解决问题的步骤 

	教学重点
难点
	重点是第一类曲线积分的计算方法
难点是第一类曲线积分的定义及应用

	授课方法和手段
	讲练结合法

	教学内容与教学过程设计

	一、对弧长的曲线积分
1。 曲线形物件的质量
1． 曲线形构件质量




设一构件占面内一段曲线弧，端点为，线密度连续

求构件质量。



解（1）将分割





（2），

（3）                               



（4）    

















定义  为面内的一条光滑曲线弧，在上有界，用将分成小段，任取一点， 作和，令，当时，存在，称此极限值为在上对弧长的曲线积分（第一类曲线积分）记为                                                                                                          
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注意：（1）若曲线封闭，积分号


（2）若连续，则存在，其结果为一常数。


（3）几何意义=1，则=L（L为弧长）

（4）物理意义 M=


（5）此定义可推广到空间曲线=
（6）将平面薄片重心、转动惯量推广到曲线弧上



重心：，，。



转动惯量：， ， 


（7）若规定L的方向是由A指向B，由B指向A为负方向，但与的方向无关。
[bookmark: _Toc375690320]二、对弧长的曲线积分的性质
根据定义可知，若函数f（x，y）在L上连续(或除去个别点外，f（x，y）在L上连续，有界)，L是逐段光滑曲线，则f（x，y）在L上对弧长的曲线积分一定存在(即f（x，y）在L上可积)。
设f（x，y），g（x，y）在L上可积，则有以下性质：


（1） =k（k为常数）；


（2） =；

（3） 如果曲线L由几部分组成，则在弧L上的积分等于在各部分上积分之和，即


=。
[bookmark: _Toc375690321]三、对弧长的曲线积分的计算法
定理  设曲线L由参数方程x=x（t），y=y（t）（α≤t≤β）表示，x（t），y（t）在区间
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	［α，β］上有一阶连续导数，且x′2（t）+y′2（t）≠0（即曲线L是光滑的简单曲线），函数f（x，y）在曲线上连续，则


         =。             

证  如图10-41所示，设曲线L以A，B为端点，弧AB的长度为l，L上任一点M可由弧长=s来确定，以s为曲线L的参数，点A对应于s=0，点B对应于s=l，点Ki（ξi，ηi）对应于s=si，于是根据定义




===。                       
由假设曲线L由参数方程
x=x（t），y=y（t）（α≤t≤β）
表示，x′（t）,y′（t）在［α，β］上连续，设弧长s随t的增大而增大，于是

s′（t）=。
将（10-5-2）式右端作变量代换，并注意t=α时，s=0，t=β时，s=l，于是得


=。
说明：从定理可以看出
（1） 


计算时将参数式代入，，在上计算定积分。
（2） 





注意：下限一定要小于上限，< （∵恒大于零，∴ >0）





（3） ：, 时，=





同理：，时，=。




(4)  空间曲线：，，，


=
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例2  计算曲线积分，曲线L是抛物线y=自点（0，0）到点（2，1）的一段弧。





解  因为ds==,而x的变化区间是［0，2］，由公式得==

=。


例3  计算曲线积分I=，L是椭圆在第一象限中的部分。
解  由椭圆的参数方程x=acost，y=bsint，可得
x′t=-asint，y′t=bcost，


ds=dt=
按公式,得


I==

=

=



=

=。
例4  计算曲线积分

,
其中Γ是螺旋线x=acost，y=asint，z=bt的第一圈。


	解  因为
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ds=

=

=，
t的变化区间是［0，2π］，由公式即得


=

=

=。




练习  计算曲线积分，其中是第一象限内从点到点的单位圆弧






	课外自主
学习设计
	



	学习资源
	




	教学反思（手写）
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	课次
	17
	周次
	9
	教学时数
	2

	授课课题
	§10.2 对坐标的曲线积分

	授课方式
	讲授

	教学目标
	1  理解第二类曲线积分（对坐标的曲线积分）的定义和性质，进一步渗透有限与无限、量变到质变的辨证关系，培养学生的辩证唯物主义观点
2  掌握第二类曲线积分的计算方法
3  熟悉两类曲线积分之间的关系

	教学重点
难点
	重点是第二类曲线积分的计算方法
难点是对坐标的曲线积分计算中，积分上下限与起点和终点有关
两类曲线积分之间的联系

	授课方法和手段
	讲练结合法

	教学内容与教学过程设计

	一、引例
变力沿曲线所作的功。








设一质点在面内从点沿光滑曲线弧移到点，受力，其中，在上连续。求上述过程所作的功




解 （1）分割 先将分成个小弧段  






(2) 代替 用近似代替 ，  






近似代替内各点的力，则沿所 做的功

（3） 求和  



4）取极限  令的长度 ， 
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	这类和的极限在研究其他物理、力学问题时也会遇到，现在引进下面的定义。
[bookmark: _Toc375690440]二、对坐标的曲线积分的定义
定义1  设L为xOy面内从点A到点B的一条有向光滑曲线弧，函数P(x，y)，

Q(x，y)在L上有界，在L上沿L的方向任意插入一点列M1(x1，y1)，M2(x2，y2)，…，Mn-1(xn-1，yn-1)，把L分成n个有向小弧段  （i=1，2，…，n；M0=A，Mn=B）






设Δxi=xi-xi-1，Δyi=yi-yi-1，点（ξi，ηi）为上任意取定的一点，如果无论怎样将L划分为n个小弧段，也无论（ξi，ηi）在小弧段上怎样取定，当各小弧段长度的最大值λ→0时，和式的极限总存在，则称此极限值为函数P（x，y）在有向曲线弧L上对坐标x的曲线积分，记作，类似地，如果总存在，则称此极限值为函数Q（x，y）在有向曲线弧L上对坐标y的曲线积分，记作，即有


=
和


=，
其中P（x，y），Q（x，y）叫做被积函数，L叫做积分弧段。
对坐标x或y的曲线积分统称为对坐标的曲线积分或称为第二类曲线积分。
应用上经常出现的是


+
这种合并起来的形式。为简便起见，把它写成

。
例如，前面讨论过的变力F=P（x，y）i+Q（x，y）j沿L从A到B所做的功可以

表示成W=
我们指出，当P（x，y），Q（x，y）在有向曲线弧L上连续时，对坐标的曲线积分都存在，以后我们总假定P（x，y），Q（x，y）在L上连续。
上述定义可以类似地推广到积分弧段为空间有向曲线弧Γ的情形：
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，


合并起来的形式是

。
[bookmark: _Toc375690441]三、性质
性质1  把L分成L1和L2，则



=+  
公式（10-1-1）可以推广到L由L1，L2，…，Lk组成的情形。它表示如果L是分段光滑的，我们规定函数在有向曲线弧L上对坐标的曲线积分等于它在光滑的各段上对坐标的曲线积分之和。
性质2  设L是有向曲线弧，-L是与L方向相反的有向曲线弧，则有

              

。
证  把L分成n小段，相应地-L也分成n小段，对于每一个小弧段来说，当弧段的方向改变时，有向弧段在坐标轴上的投影的绝对值不变但要改变符号，因此式成立。
上式式表明，当积分弧段的方向改变时，对坐标的曲线积分要改变符号。因此关于对坐标的曲线积分，我们必须注意积分弧段的方向，而对弧长的曲线积分则与积分弧段的方向无关，这是两类曲线积分的一个重要差别。
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	[bookmark: _Toc375690442]三、对坐标的曲线积分的计算
与对弧长的曲线积分的计算一样，对坐标的曲线积分也可化为定积分来计算。
定理1  设P（x，y），Q（x，y）在有向曲线弧L上有定义且连续，L的参数方程为


当参数t单调地由α变到β时，点M（x，y）从L的起点A沿L运动到终点B，φ(t)，ψ(t)在以α及β为端点的闭区间上具有一阶连续导数，且φ′2（t）+ψ′2（t）≠0，则曲线积分




存在，且=

	证  在L上取一点列
A=M0，M1，M2，…，Mn-1，Mn=B，
它们对应于一列单调变化的参数值
a=t0，t1，t2，…，tn-1，tn=β
根据对坐标的曲线积分的定义，有


=
设点（ξi，ηi）对应于参数值τi，即ξi=φ(τi),ηi=ψ(τi),其中τi在ti-1与ti之间。由于
Δxi=xi-xi-1=φ(ti)-φ(ti-1)，
应用微分中值定理，有
Δxi=φ′(τ′i)Δti，
其中Δti=ti-ti-1,τ′i在ti-1与ti之间，于是


=
利用φ′(t)在闭区间［α，β］（或［β，α］）上的一致连续性可以证明，上式中的点τ′i可换成τi，从而


=


上式右端的和的极限就是定积分由于函数P(φ(t)，ψ(t))φ′(t)连续，这个定积分存在，因此也存在，并且有


=
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同理可证=。
两式相加，得到


=
这里下限α对应于L的起点，上限β对应于L的终点。






注意 （1）：起点对应参数，：终点对应参数   不一定小于



     （2）若由 给出 ，则






（3）此公式可推广到空间曲线：，，，则          

	





：起点对应参数，：终点对应参数

例1  计算，其中L为抛物线y2=x上从点A(1，-1)到点B(1，1)的一段弧。
解法1  将所给积分化为对y的定积分来计算，将L的方程写成
x=y2，-1≤y≤1，
故



===4/5
解法2  将所给积分化为对x的定积分来计算，由于y=±x不是单值函数，所以要把L分为AO和OB两部分
在AO上y=-x，x从1变到0;在OB上y=x，x从0变到1。因此



=+


= +

=2=4/5
显然，本题中的积分化为对y的定积分来计算要简便得多。

例2  计算，其中L为
（1） 半径为a，圆心在原点，按逆时针方向绕行的上半圆周；
（2）从点A（a，0）沿x轴到点B（-a，0）的直线段。
解（1）L是参数方程
x=acosθ，y=asinθ
对于θ从0变到π的曲线弧，因此
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==a3


=a3=
（2） L的方程为y=0，x从a变到-a


= =0。
从例2看出，虽然两个曲线积分的被积函数相同，起点和终点也相同，但沿不同路径得出的值并不相等。

例3  计算，其中L为
（1） 抛物线y=x2上从0（0，0）到B（1，1）的一段弧；
（2） 抛物线x=y2上从0（0，0）到B（1，1）的一段弧；

	（3） 有向折线OAB，这里O，A，B依次是点（0，0），（0，1），（1，1）。
解（1）L：y=x2，x从0变到1。故


=

==1。
（2） L：x=y2，y从0变到1,故


=

==1。



（3） =+。
在OA上，x=0，y从0变到1，所以



==。



在AB上，y=1，x从0变到1，所以==。



从而      =+=1
从例3可以看出，虽然路径不同，曲线积分的值可以相等。













练习  计算，其中为（1）的抛物线上从到 一段弧。（2）抛物线上从到的一段弧。（3）有向折线，这里依次是点，，。
结论：起点，终点固定，沿不同路径的积分值相等。
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例4  计算，其中Γ为螺旋线：x=acost，y=asint，z=bt，0≤t≤π。

解  由公式得 

=

=

=

=。

	
例5  计算,其中Γ是从点A（1,1,1）到点B（2,3,4）的直线段。



解  线段AB的方程是==,化为参数方程得
x=1+t,  y=1+2t,  z=1+3t, t从0到1

于是得            

=

==13
例6  设有一质量为m的质点受重力的作用在铅直平面沿某一光滑曲线弧从点A移动到点B，求重力所做的功。
解  取水平直线为x轴，y轴铅直向上，则重力在两坐标轴上的投影分别为P(x，y)=0，Q(x，y)=-mg，其中g为重力加速度，于是当质点从A(x0，y0)移动到B(x1,y1)时，重力做功为



W=== =mg(y0-y1)。
此结果表明，这里重力所作的功与路径无关且仅取决于下降的高度。






	课外自主学习设计
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	学习资源
	


	教学反思（手写）
	     




   
   

	课次
	18
	周次
	10
	教学时数
	2

	授课课题
	§10.3  格林公式及其应用

	授课方式
	讲授

	教学目标
	1  掌握格林公式
2  理解曲线积分与路径无关的条件

	教学重点
难点
	重点是格林公式应用
难点是利用格林公式简化二重积分、曲线积分、求平面图形面积

	授课方法和手段
	讲练结合法

	教学内容与教学过程设计
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	一、格林公式

在一元函数积分学中，牛顿莱布尼茨公式=F(b)-F(a)表示：F′(x)在区间［a，b］上的定积分可以通过它的原函数F(x)在这个区间的端点上的值来表达。
下面要介绍的格林（Green）公式告诉我们，在平面闭区域D上的二重积分可以通过闭区域D的边界曲线L上的曲线积分表达。
现在先介绍平面单连通区域的概念，设D为平面区域，如果D内任一闭曲线所围的部分都属于D，则D为平面单连通区域，否则称为复连通区域。通俗地说，平面单连通区域就是不含有“洞”（包括点“洞”）的区域，复连通区域是含有“洞”（包括点“洞”）的区域。
例如，平面上的圆形区域{(x,y)|x2+y2<1},上半平面{(x,y)|y>0}都是单连通区域，圆环域{(x,y)|1<x2+y2<4}、{(x,y)|0<x2+y2<2}都是复连通区域。
此外，我们还需要平面区域的边界线的正向的概念。对于平面区域D的边界曲线L，我们规定L的正向如下：当观察者沿L的这个方向行走时，D内在他近处的那一部分总在他的左边。相反的方向则为负方向。曲线L取负方向则记作-L。例如，D是边界曲线L及L所围成的复连通区域，作为D的正向边界，L的正向是逆时针方向，而L的正向是顺时针方向。

定理1  设闭区域D由分段光滑的曲线L所围成.函数P(x,y)及Q(x,y)在D上具有一阶

	

连续偏导数，则有=，
其中L是D的取正向的边界曲线.公式称为格林公式。
证  根据D的不同形式，分三种情形证明。
（1）若区域D既是x型又是y型区域，即平行于坐标轴的直线和边界曲线L至多交于两点。
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设D{(x,y)|φ1(x)≤y≤φ2(x),a≤x≤b},因为连续，所以由二重积分的计算法有



==
另一方面，由对坐标的曲线积分的性质及计算法有





= +=+

=


因此           =                                  


设D={(x,y)|ψ1(y)≤x≤ψ2(y),  c≤y≤d}，类似可证=                           
由于D既是x型又是y型，（10-3-2）、（10-3-3）同时成立，合并后即得公式。
（2）若D是一般单连通区域.这时可用几段光滑曲线将D分成若干个既是x型又是y型的区域。
如图所示，将D分成3个既是x型又是y型的区域D1,D2,D3，在这三个区域上格林公式成立，将三个等式相加，再注意到

=0，
即可证得区域D上格林公式成立。
（3）若D为复连通区域.这时可用光滑曲线将D分成若干个单连通区域从而变成（2）的情形
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注意，对于复连通区域D，格林公式右端应包括沿区域D的全部边界的曲线积分，且边界的方向对于区域D来说都是正向。
说明：（1）格林公式对光滑曲线围成的闭区域均成立	


 （2）记法=
 （3）在一定条件下用二重积分计算曲线积分，在另外条件下用曲线积分计算二重积分。


例1  计算,其中是半径为r的圆在第一象限的部分



解  引入辅助曲线OA，BO，令L=OA++BO，应用格林公式，因为 P=0,Q=x，则=1



所以       ==.


而          =，


又由于      =0, =0，



所以        = =。

例2  计算,其中D是以O(0,0),A(1,1),B(0,1)为顶点的三角形闭区域。





以上内容仅为本文档的试下载部分，为可阅读页数的一半内容。如要下载或阅读全文，请访问：https://d.book118.com/628060102104006040
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