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全国大学生数学竞赛（非数学专业）

复

习

讲



2

义

微  分  学

一、基本概念与内容提要

1. 由参数方程确定的函数的导数
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2.多元函数微分学

z z u u udz dx dy du dx dy
x y x y z

    
    

    
全微分： dz具有形式不变性。
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、 、偏导数的几何意义： 和 分别表示曲线 在点 ， ，

x y处的切线对 轴和 轴的斜率。函数的连续性和可微、可导必须会用定义判断。

连续的混合高阶偏导数与求导顺序无关。
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二元函数的偏导数存在是连续的既不充分又不必要条件。

二元函数存在两个偏导数是可微的必要不充分条件。

偏导数连续是函数可微的充分不必要条件。函数连续是可微的必要不充分条件。

( , ) ( , )

[ ( ), ( )]

x yz dz f x y x f x y y
dz z u z vz f u t v t
dt u t v t

     

   
    

   

全微分的近似计算：

多元复合函数的求导法：

[ ( , ), ( , )]

( , ) ( , )

z z u z vz f u x y v x y
x u x v x

u u v vu u x y v v x y du dx dy dv dx dy
x y x y

    
    

    
   

     
   

当 ， 时，

2

2( , ) 0 ( ) ( )x x x

y y y

F F Fdy d y dyF x y
dx F dx x F y F dx

 
      

 

隐函数的求导公式：

隐函数 ， ， ＋

( , , ) 0 yx

z z

FFz zF x y z
x F y F

 
    

 
隐函数 ， ，

( , , , ) 0 ( , )
( , , , ) 0 ( , )

1 ( , ) 1 ( , ) 1 ( , ) 1 ( , ),
( , ) ( , ) ( , ) ( , )

u v

u v

F F
F FF x y u v F G u vJ
G GG x y u v G Gu v

u v
u F G v F G u F G v F G
x J x v x J u x y J y v y J u y

 
        

 
       

           
       

隐函数方程组：

, ,

二、常考例题讲解

用基本方法求导数

1. 设函数 )(xyy  由方程 29ln)( yyf exe  确定，其中 f 具有二阶导数，且 1f ，

则 2

2

d
d

x
y ________________.

2. 已知函数 ,),( byaxeyxuz  且 0
2





yx
z ，确定 ba, ，使得函数 ),( yxzz  满足

0
2












 z
y
z

x
z

yx
z .

3. 设函数 )(tf 有二阶连续的导数，  2 2 1, ,r x y g x y f
r

     
 

，
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求
2 2

2 2
g g

x y
 


 

.

4. 已知  2ln 1

arctan

t

t

x e

y t e

  


 

，求
2

2

d y
dx

.

5. 设 函 数 ),( yxu 的 所 有 二 阶 偏 导 数 都 连 续 ， 2

2

2

2

y
u

x
u






 且 xxxu )2,( ，

2
1 )2,( xxxu  ，求 )2,(11 xxu  .

解： xxxu )2,( 两边对 x 求导，得到： 1)2,(2)2,( 21  xxuxxu ，代入 2
1 )2,( xxxu  求

得：
2

1)2,(
2

2
xxxu 

 ；

2
1 )2,( xxxu  两边对 x 求导，得到： xxxuxxu 2)2,(2)2,( 1211  ；

2
1)2,(

2

2
xxxu 

 两边对 x 求导，得到 xxxuxxu  )2,(2)2,( 2221 .

以上两式与 2

2
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

联立，又二阶导数连续，所以 2112 uu  ，故 xxxu
3
4)2,(11 

用全微分求解隐函数

5. 设 ),( yxzz  是方程 0)1,1( 
y

z
x

zF 确定的隐函数，且具有连续的二阶偏导

数 ， 以 及 0),(),(  vuFvuF vu ， 求 证 ： 022 


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导数与极限、积分、微分方程等结合求函数表达式

6. 设函数 )(xf 在 ),0[  上连续，在 ),0(  上可导，已知 0)(lim
0




xf
x

且函数

)( 22 yxfu  满足 
 









2222

.
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1
222
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2

yxts

dsdt
tsy

u
x
u

（1）.求函数 )0)((  xxf 的表达式；

 （2）.若 ,0)0( f 求 .
)1ln(

)(lim 20 x
xf

x 
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7. 设 函 数 y=f(x) 由 参 数 方 程
 

 
22

1
x t t

t
y t

    


确 定 ， 且

 
2

2
3

4 1
d y

tdx



， 其 中  t 具 有 二 阶 导 数 ， 曲 线  y t 与

2 2

1
3

2
t uy e du

e
  在 t=1 处相切，求函数  t .

8．设一元函数 ( )u f r 当 0 r   时有连续的二阶导数，且 (1) 0, (1) 1f f   ，

又 2 2 2( )u f x y z   满足方程
2 2 2

2 2 2
0u u u

x y z
  

  
  

，试求 ( )f r 的表达式。

解： ( ( , , ))u f r x y zQ , ( : ( ))x

xu f f f r
r

   
2 2

2 2 3
( )xx

f f f x f x f x fu x
r r r r r r r
     

      
2 2 2 2

2 3 2 3
,yy zz

f y f y f f z f z fu u
r r r r r r
     

     对称地，

2 0xx yy zz

fu u u f
r


     

2 2

P 1P= = ,ln ln ln ln
P

2 Cf P C
r r r


    令 ，

2 2

1( ) ( (1) 1)CP f r f
r r

    Q 1 1( ) ( (1) 0)f r C f
r r

      Q

注 
2 2 2

2 2 2
0u u u

x y z
  

  
  

，称为（三维）拉普拉斯方程，又名调和方程、位势方

程，是一种偏微分方程.因为由法国数学家拉普拉斯首先提出而得名.在一般条件

下解拉普拉斯方程超出考试范围.本题讨论特殊条件下的拉普拉斯方程求解问题.

9. 设 2 2( ),u f x y u  且 满足（二维）拉普拉斯方程 ,

( , )u f x y求 的表达式 .

分析：函数 ( , )u f x y 是 2 2x y 的函数，可以考虑用极坐标进行转化，利用求

微分方程的方法得到表达式。

解：令 2 2r x y  ，则  ( , )u f x y f r  ，  u u r x f r
x r x r

  
 

  
、
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   
2 2 2

"

2 2 3

u x yf r f r
x r r


 


、 同理可得    

2 2 2
"

2 2 3

u y xf r f r
y r r


 


、

     
 

"2 2
"

2 2

1 10,
f ru u f r f r

x y r f r r
 

      
 

、

、
积分得

     

   

0
0 0 1

2 2 2 2
0 1 2 1

ln ln ln , , ln

1 ln ln
2

cf r r c f r f r c r c
r

u c x y c c x y c

     

     

、 、

.

10. 已 知 函 数 z=z(x,y) 满 足 2 2 2z zx y z
x y

 
 

 
， 设 1 1

1 1

u x

v
y x

z x



 

  



 


， 对 函 数

 ,u v  ，求证： 0
u





.

证明：由题意得 ,
1

ux u y
uv

 


，则
1 1
z x

   是 u,v 的复合函数，则

 22 2 2 2

1 1 1 1 1
1

z x z y z z
u z x u y u u u z x yuv
         

                   
2

2 2 2

2 2
2 2 2 2 2

1 1 1
1

1 1 1 1 0

y z y z
x uv u u z x x y

z zx y
u x z x y u x

    
         

  
        

Q
.

积  分  学

一、基本概念与内容提要

1. 定积分性质

①若  xf 是奇函数（即    xfxf  ），那么对于任意 的 常 数 a ， 在 闭 区 间

 aa, 上，   0

a

a
dxxf .

②若  xf 是偶函数（即    xfxf  ），那么对于任意的常数 a，在闭区间  aa,

上     


a

a

a
dxxfdxxf

0
2 .
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③若  xf 为奇函数时，  xf 在  aa, 的全体原函数均为偶函数；当  xf 为偶函

数时，  xf 只有唯一原函数为奇函数即  
x

dttf
0

.

④若  xf 是以T 为周期的函数（即    xfxTf  ），且在闭区间  T,0 上连续可

积，那么        





Ta

a

T T

T dxxfdxxfdxxf
0

2

2

2.二重积分的六大对称性

   如果积分区域 D 具有轴或点对称（令
1
2

D 表示 D 的一半区域，即 D 中对应 0y 

部分，余类推），被积函数  ,  f x y 同时具有奇偶性，那么，二重积分的计算可以

得到不同程度的简化，这一技巧在研考数学中每年都必出题，务必理解记住下列

6 类对称性定理。

① D 关于 X 轴对称（ D 关于Y 轴对称类推）

       

1
2

2 ( , ) ,     ( , ) ( , )
( , )

0,   ( , ) ( , )

D

D

f x y dxdy f y f x y f x y
f x y dxdy

f x y f x y

  
 
   




是关于 的偶函数，即

② D 关于 ,  X Y 都对称

              1
4

4 ( , ) ,   ( , ) ( , ) ( , )
( , )

0,   ( , ) ( , ) ( , ) ( , )

D

D

f x y dxdy f x y f x y f x y
f x y dxdy

f x y f x y f x y f x y

    


 
      




或

③ D 关于原点对称

             
1
2

0,   ( , ) ( , )
( , ) 2 ( , ) ,   ( , ) ( , )

D D

f x y f x y
f x y dxdy f x y dxdy f x y f x y

   
   



 
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④当 1D 和 2D 关于某一直线对称，对同一被积函数，则

            
1 2

( , ) ( , )
D D

f x y dxdy f x y dxdy 

⑤ D 关于 X a 轴对称

  0
D

x a dxdy 

⑥ 万能轮换对称性 

● 轮换对称性描述

      如果将 x 与 y 及 z 交换，即 x y  , y z ， z x 后，积分区域方程不

变，则将被积函数中的变量作同样变换后所获得的积分值与原积分值相等，这

个性质在二重积分，三重积分，曲线积分和曲面积分等六类多元函数积分中都

成立。

●轮换对称性实例

       1
1 1 1 1

0, 0 0, 0

2 2 2 2 2 2

2
1 1

4 4
2 2

1 0
23 3 3

x y x y x y x y
x y x y

x y x y

a b a bI a x b y dxdy x y dxdy x y dxdy a b xdxdy

x y x y y xI dxdy dxdy
x y x y y x

       
   

   

 
        

   
    

       

   

 

3. 二重积分的换元公式．
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设 ),( yxf 在 D 上连续， ),(),,( vuyyvuxx  在平面 uOv 上的某区域 *D 上

具有连续的一阶偏导数且雅可比 .)Jacobi,( C.G.J 行列式

0




vu

vu

yy
xxJ ，

*D 对 应 于 xOy 平 面 上 的 区 域 D ， 则


D

f dudvJvuyvuxfdxdyyx
D

)],(),,([),(
*

 ．    

4. 三重积分的对称性：  




 dvzyxfI ),,(

⑴若  关于 xoy 面 )0( z 对称，

①若 ),,,(),,( zyxfzyxf  则 0I ，

②若 ),,,(),,( zyxfzyxf  则 1,),,(2
1

 


dvzyxfI ： 0z

⑵若  关于 yoz 面 )0( x 对称，

 ①若 ),,,(),,( zyxfzyxf  则 0I ，

②若 ),,,(),,( zyxfzyxf  则 2,),,(2
2

 


dvzyxfI ： 0x

⑶若  关于 xoz 面 )0( y 对称，

 ①若 ),,,(),,( zyxfzyxf  则 0I ，

②若 ),,,(),,( zyxfzyxf  则 3,),,(2
3

 


dvzyxfI ： 0y

5. 三重积分换元法

1) 球坐标系代换： sin cos , sin sin , cosx y z          ，

2| | sin (0 ,0 ,0 2 )J               ,即  ddrdrdV sin2

( , , )
D

f x y z dxdydz = 2

'

( sin cos , sin sin , cos ) sin
D

f d d d            

适用于积分公式或被积函数是 2 2 2( )f x y z  型.
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2) 柱 坐 标 代 换 ： cos , sin ,x r y r z z    ， ( 0,0 2 , )r z        ，

( , , )
( , , )
x y zJ r
r z


 


,即 dzrdrddV 

三重积分的柱坐标换元公式为： ( , , )
D

f x y z dxdydz =
'

( cos , sin , )
D

f r r z rd drdz   ，

适用于 2 2( )f x y 型被积函数或积分区域

6. 高斯公式

定理  设空间闭区域  是由分片光滑的闭曲面 2 所围成，P（x,y,z）,Q(x,y,z),R(x,y,z)在  上

具有一阶连续偏导数，则有公式：

 
 











 RdxdyQdzdxPdydzdxdydz

z
R

y
Q

x
P )(

或 dsRQdxdydz
z
R

y
Q

x
P

 
 











 )coscos(cos)( 

这里  是由  的整个边界边界曲面的外侧构成，  cos,cos,cos 为  上点（x,y,z）处的

法向量的方向余弦.

二、常考例题讲解

一元积分中用方程、变限积分求导等来解题

1. 设 )(xf 是 连 续 函 数 ， 且 满 足  
2

0

2 2d)(3)( xxfxxf , 则

)(xf ____________.

2. 已知  
1

0

2

0

2 )(2d)()( dxxfxxfxxxf ，求 ).(xf

3. 设 )(xf 是连续函数，且满足 1)1(,d)2(
0

 fettxtf
x x ,求 

2

1
.)( dxxf



11

分段函数与含有绝对值号的定积分计算中，若被积函数为分段函数，先以分

段点将积分区间分为若干个子区间，再利用可加性分段求解；若被积函数为绝对

值函数，先令绝对值为零，求出根，并由此将积分区间分成若干段，再逐段求解.

（有时需要适当的做变量替换）

4. 计算积分 ]([][
1

xdx
x
xn

 表示 x 的取整函数）.

5. 计算积分 3

2

0

0

sin
lim

x

tdtxt
x

x

 


.

6. 计算积分 dxxx
n




0
sin ( n 表示正整数）.

7. 计算积分 dxxe x
 

0

2 sin .

利用奇偶性和周期性简化定积分计算，若遇对称区间，先考虑被积函数是否

具有奇偶性；若积分上下限中出现 ，被积函数出现三角函数，可用周期性积分

性质  



T

a

Ta

a
dxxfdxxf )()( .

8. 计算积分 .)1)((
1

1

1113 dxeexx xx



9. 求定积分 
n

dxxI
0

sin ，其中 n 为自然数。

解：注意到 xsin 是偶函数且以 为周期，因此利用性质可以简化计算

nxdxndxxndxxndxxndxxI
n

2sin2sin2sinsinsin 2
0

2
0

2

2
00

  







10. 计算积分 



a

a
dxxx .)1(tansin2

用二重积分换元法来处理（        
 

,
, [ , , , ]

,D D

x y
f x y dxdy f x u v y u v dudv

u v




  ）
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11.计算积分 cos
D

x yI dxdy
x y

 
   

 , 其中
1

0,  0
x y

D
x y

 
  

所围区域.
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解：令 ,    u x y v x y    ，  
   

 

, 1 1 1
, 1 1, 2
, 1 1

x y
J

u vu v
x y


   

 


1

0

11 1 1 1cos cos 2sin1 sin
02 2 2 2

uvD

vu uI dudv dv du vdv
vv v

    
   

12. 计算积分
 

0
3 1
4

ln 1

1y x
x y

yx y
xI dxdy

x y 

  

   
 

  .

解：设  
   2

, 1;
, 1

x yy uu x y v
u ux u v v
x y
v v
x y


     

  
 
 
 

；
0 0 1
3 31 1
4 4

y x v
x y u

     
       

   
 

 
21 1

3 20
40

3 1
4

ln 1 ln 1 203 1 ln 2
4801 1 1y x

x y

yx y vuxI dxdy du dv
x y u v 

  

        
     

用递推公式来求解积分

13. 设 0s  ，求  0 1,2,...sx n
nI e x dx n  

利用二重积分积分区域对称与被积函数奇偶性等来解题

14. 计算积分 ,)1sgn( dxdyxy
D
  其中  20,20|),(  yxyxD .

15. 设 D 是 由 曲 线 1,1,3  yxxy 所 围 成 的 有 界 闭 区 域 ， 计 算 积 分

.))sin(( 2 dxdyxyy
D
 
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利用格林公式把曲线积分转化为二重积分,并适当要结合对称性来解决，

dxdy
y
p

x
QdyxQdxxP

L
D

)()()(







  ，其中 L 是 D 的取正向的边界曲线.

16. 已知平面区域 }0,0|),{(   yxyxD ， L 为 D 的正向边界，试证：

（1）   

L

xy

L

xy xyeyxexyeyxe dddd sinsinsinsin ；

（2） sin sin 25d d
2

y x

L

xe y ye x  Ñ .

17. 设函数  x 具有连续的导数，在围绕原点的任意光滑的简单闭曲线 C 上，

曲线积分  
4 2

2
C

x y d x x d y
x y





Ñ 的值为常数.

（1）设 L 为正向闭曲线 2 22 1x y   ，证明：  
4 2

2
0C

x y d x x d y
x y





Ñ

（2）求函数  x ；

（3）设 C 是围绕原点的光滑简单正向闭曲线，求  
4 2

2
C

xydx x dy
x y





Ñ 。

利用换元法、高斯公式等解决二重积分或三重积分

18. 设曲面  是锥面 22 zyx  与两球面 1222  zyx ， 2222  zyx 所围

立体表面外侧， )(uf 为连续可微的奇函数，计算曲面积分

.)]([)]([ 333 dxdyyzfzdzdxyzfydydzx 


19. 设 f 为连续函数， 0t 区域  是由抛物面 22 yxz  和球面 2222 tzyx 

所围起来的上半部分，定义三重积分 .)()( 222 dxdydzzyxftF 


 求 )(tF
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的导数 ).(tf 

极    限

一、基本概念与内容提要

1） .极限存在的条件：左极限等于右极限。

相关联的题型：（1）函数连续性和可导性的判断及应用；（2）求函数的间断

点：①第一类间断点（左右极限存在）：a>可去间断点：左右极限存在且相等但

函数在该点无定义或函数值不等于极限值。b>跳跃间断点：左右极限存在但不

相等。②第二类间断点：除第一类间断点以外所有的间断点；（3）用定义求导数，

若
   

0

0

0
lim

x x

f x f x
x x




存在，则函数在 0x 处可导且      
0

0'
0

0
lim

x x

f x f x
f x

x x





。

所以，判断可导性就是判断极限
   

0

0

0
lim

x x

f x f x
x x




是否存在； 

2）.连续函数的极限

3）.常用极限：  lim 1 0 ,lim 1,lim cot 0,n n

n n x
a a n arc x

  
   

   

0 0

lim cot ,, limarctan ,limarctan
2 2

lim 0,lim ,lim 1,lim ln 0

x x x

x x x

x x x x

arc x x x

e e x x x

 

 

  

   

   

    

4） .极限的四则运算

5） 恒等变形、约去零因子、有理化等常用化简方法

6）.极限存在准则（夹逼定理、单调有界定理）

7）.两个重要极限及其变形：  
1

0 0

sinlim 1,lim 1 x

x x

x x e
x 

  

8）.洛比达法则（重点），常与洛比达法则一起交替使用，常考的共有七种不定

式极限：

①
0
0

型，常用方法：约去零因子；等价无穷小替换；变量代换；洛比达法则；恒

等变形
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②



型，常用方法：分子分母同时除以最高次幂项；变量替换；洛比达法则

③   型，常用方法：通分；倒代换；有理化

④0 g 型，常用方法：变形；变量代换；取倒数化为



型

⑤ 00 型，常用方法：取对数化为0 g 型；恒等变形；变量代换

⑥ 0 型，常用方法：取对数化为0 g 型；恒等变形消除不定式；利用重要极限

 
1

0
lim 1 x
x

x e


  ；等价替换

⑦1 型，常用方法：取对数化为0 g 型；利用重要极限  
1

0
lim 1 x
x

x e


 

9）. 无穷小得比较

设      
0 0

lim 0, lim 0, 0
x x x x

x x x  
 

   ，则    ,x x  即为无穷小量，

（1）若
 
 0

lim 0
x x

x
x




 ，则称当 0x x 时  x 是比  x 高阶的无穷

小，记为    x o x     ，或者说当 0x x 时  x 是比  x 低阶的

无穷小；

（2）若
 
   

0

lim 0
x x

x
C C

x



  ，则称当 0x x 时  x 是与  x

同

阶的无穷小。特别的，当 C=1 时，称当 0x x 时  x 与  x 是等价无穷

小，记为     0x x x x  : ；

（3）若
 
 

 
0

lim 0kx x

x
C C

x



  ，则称当 0x x 时  x 是与  x

的 k 阶无穷小。

等价无穷小替换求极限（注意：有界函数与无穷小的积是无穷小）：等价无

穷小是
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指在乘积型极限中，一个无穷小因式可以用与它等价的无穷小因式代替。

常用等价无穷小：当 0x  时，  sin , tan , 1 ,ln 1 ,xx x x x e x x x : : : :

 21 11 cos , 1 1 , 1 ln , 1 1 ,arcsin ,
2

a x nx x x ax a x a x x x x
n

     : : : : :

   arctan x x: 。注意：高阶无穷小、k 阶无穷小的判断及应用。

补充：无穷大量比较：

① 当 n   时 ， 无 穷 大 的 阶 数 由 低 到 高 排 列 为 ：

     ln , 0 , 0 , 1 ,n nn n n a a n       ；

② 当 x   时 ， 无 穷 大 的 阶 数 由 低 到 高 排 列 为 ：

     ln , 0 , 0 , 1 ,x xx x x a a x       。

9） .利用泰勒公式、中值定理求极限，求极限常用迈克劳林公式有：

 

 
   

2

1 2 13 5
2

1 ...
1! 2! !

1
sin ...

3! 5! 2 1 !

n
x n

n n
n

x x xe o x
n

xx xx x o x
n

 

     


     



 
   

22 4
2 11

cos 1 ...
2! 4! 2 !

n n
nxx xx o x

n


     

 

     

3 5 5

12 3

1 2tan
3 15

1 1ln 1 ... 1
2 3

n
n n

x x x x o x

xx x x x o x
n



   

       

 21 1 ...
1

n nx x x o x
x

     


10） .利用定积分的定义求极限

11） 证明数列极限存在的方法：①夹逼定理②单调有界定理③级数敛散法：

若级数  1
1

n n
n

a a





 收敛，则 lim nn
a


存在④级数收敛的必要条件：若级数
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1
n

n
a




 收敛，则 lim 0nn

a


 。

补充：给定数列 na ，则 lim nn
a


存在的充要条件是级数  1

1
n n

n
a a






 收敛。

所以，判断数列的敛散性可以转化为判断级数的敛散性。

12） 抓大头公式：

0

01
0 1

1
0 1

,

...lim 0,
...

,

n n
n

m mx
n

a n m
b

a x a x a n m
b x b x b

n m



 

 
        


，数列极限也可用。

13） 中值定理求极限：关键是将欲求的极限写成中值定理的形式，在求函数

式具有规律比或其分子分母之项具有中值定理那样的关联或函数式非常复杂

难以化简时，尤其是像求类未定的极限如  lim sin 1 sin
x

x x


  ，可以

考虑使用中值定理。

14） 利 用 级 数 收 敛 的 必 要 条 件 求 极 限 ： 若  
1n

f n



 收 敛 ， 则

   lim lim 0
n x

f n f x
 

  。求极限可转化为求定积分、判断级数的敛散性等。

二、常考题型讲解

   幂函数指数化（即
)(

0
)(

00

)](ln[lim
)](ln[)( lim)]([lim

xg
xx

xg xf
xf

xx

xg

xx
eexf 


）再求解；计算 0

型先化为 )(ln)(lim
0

xfxg
xx

再求解.往往与等价无穷小、洛比达法则、重要极限等结合.

1．求极限

1
2

0

...lim
x x nx x

x

e e e
n

   
 
 

，其中 n 是给定的正整数. 

2． 求极限 ,)
3

(lim

111

n
nnn

n

cba 


其中 n 是给定的正整数.
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3． 求极限 ,)11(lim 2 n

n
nn 


 其中 n 是给定的正整数.

4． 求极限 .)sin(lim cos1
1

0
x

x x
x 



5． 求极限 .)!(lim 2
1
n

x
n



6． 求极限
2

)11(lim xx

x x
e 


.

7． 求极限 ].)11[(lim e
n

n n

x




8． 求极限 .))1ln(1()1(lim
2

2

0 x
xex x

x




9． 求极限 .1)(coslim

1

0 x
x x

x




  先对所求函数用平方差公式做化简，再与价无穷小、洛比达法则、重要极限等

结合求解

10. 设     2 21 1 ... 1 ,
n

nx a a a    其中 1a  ，求 lim nn
x

 
.

11. 设 nna
2

cos
2

cos
2

cos 2


 � ，求极限 .lim nn
a



12. 已知
12

12

3 5 1 7 1 2...
2 4 1 6 2

n

n nx





     ，求极限 lim nn

x


.
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解：分子      12 2 4 2 22 1 2 1 2 1 .. . 2 1 2 1
n n

       ，

分母
2 11 2 2 ... 2 2 12 2

n n      ，

2

2 1 2 1

2 1 1lim lim lim 2 2
2 2

n

n n nn n n
x

      

 
     

 

.

已知极限求解极限或函数，用等价无穷小或泰勒展示可以求解

13. 已知 ,6
12sin)(1

lim
0




 x
xxf

x
求极限 ).(lim

0
xf

x

14. 已知 ,4
12

)
cos1

)(1ln(
lim

0







 xx
x

xf

求极限 .)(lim 30 x
xf

x

用泰勒公式做比较方便类型

15. 求极限
0

tan(tan ) sin(sin )lim
tan sinx

x x
x x




.

解：由麦克劳林公式得：    
3 3

3 3tan ,sin
3 3!
x xx x o x x x o x     

       

 

33 3 3
3 3

3 3

tan 1tan tan tan
3 3 3 3

2
3

x x xx x o x x x o x

x x o x

 
        

 

  

       

 

33 3 3
3 3

3 3

sin 1sin sin sin
3! 3! 3! 3!

1
3

x x xx x o x x x o x

x x o x

 
        

 

  

   

   

3 3 3 3

3 30 0
3 3

2 1
tan (tan ) s in (s in ) 3 3lim lim

tan s in
3 3 !

x x

x x o x x x o x
x x
x x x xx o x x o x

 

               
    

       
   

 
 

3 3

0 3 3
l i m 21

2
x

x o x

x o x



 


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极限与积分、导数等知识结合的类型，做适当的变量替换后或用导数定义化

简，再用夹逼准则、泰勒公式、洛比达法则等求解.

16. 设函数 )(xf 连续， 
1

0
d)()( txtfxg ，且 A

x
xf

x




)(lim
0

， A 为常数，求 )(xg 并

讨论 )(xg 在 0x 处的连续性.

17. 设函数 )(xf 在点 1x 可导，且 2)1(,0)1(  ff ，求 .
tan

)cos(sinlim 2

2

0 xxx
xxf

x 




18. 求极限 .
cos

sinlim
13 



 

x

xx
dt

tt
tx

极限证明类型，常用 ""   定义、单调有界定理及施笃兹定理证明(施笃兹定

理 设数列 nx 与 ny ，其中 ny 单调增加且趋于  .如果
1

1lim




 


nn

nn
n yy

xx 存在或为

 ，则 


n

n
n y

xlim
1

1lim




 


nn

nn
n yy

xx .)

19. 设 na 为数列， ,a 为有限数，求证：

（1）如果 ,lim aann



则 ;lim 21 a

n
aaa n

n





�

（2）如果存在正整数 p ，使得 ,)(lim  npnn
aa 则 ;lim

pn
an

n






（3）若 ,)(lim 1 daa nnn
 

则 ;lim d
n
an

n




20.证明数列

���� ���� �� �� ，

个根号n

222,,22,2 

收敛，并求极限.

其他极限类型

21.求极限 ).1sin(lim 2n
n





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利用 )1sin()1()1sin( 212 nnn n    来解.

 解：

.0
1

sin)1(lim

)1sin()1(lim)1sin(lim

2

212














nn

nnn

n

n

n

nn





空间解析几何

一、基本知识复习

1．向量在轴上的投影

Prjua|a|cos  其中  为向量与 u 轴的夹角

数量积与投影�

对于两个向量 a 和 b�它们的模�|a|、|b|�及它们的夹角 的

余弦的乘积称为向量 a 和 b 的数量积�记作 ab�即

a·b|a| |b| cos �

    由于|b| cos |b|cos(a^ b)��当 a0 时�|b| cos(a^ b)�是向量 b 在向量 a 的方向上的

投影�于是 a·b��|a| Prj ab� 同理�当 b0 时�a·b� |b| Prj ba�

2.向量的方向角余弦称为方向余弦� 

    设 r(x y z) 则 x|r|cos y|r|cos z|r|cos  

    cos、cos、cos 称为向量 r 的方向余弦 

        
||

cos
r
x  

||
cos

r
y  

||
cos

r
z  

从而      rer
r


||

1)cos,cos,(cos   

上式表明 以向量 r 的方向余弦为坐标的向量就是与 r 同方向的单位向量 e r  因此

cos2cos2cos21

3．向量积及其运算规律
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向量积�设向量 c 是由两个向量 a 与 b 按下列方式定出�

�    c 的方向垂直于 a 与 b 所决定的平面�c 的指向按右手规则从 a 转向 b 来确定�

    那么�向量 c 叫做向量 a 与 b 的向量积�记作 ab�即

c� ab�

c 的模�|c||a||b|sin  �其中 为 a 与 b 间的夹角.

向量积的坐标形式

设 a� ax i  ay j  az k��b� bx i  by j  bz k

�
zyx

zyx
bbb
aaa
kji

ba  aybzi�azbx j�axbykaybxkaxbz jazbyi

�( ay bz  az by) i  ( az bx  ax bz) j  ( ax by  ay bx) k�

向量积的性质�

    (1) aa� 0 � 

    (2) 对于两个非零向量 a、b�如果 ab��0�则 a//b��反之�如果 a//b�则 ab� 

0�

    如果认为零向量与任何向量都平行�则 a//b��ab��0�

向量积的运算律�

    (1) 交换律 ab��ba� 

    (2) 分配律�(ab)c��ac��bc�

(3) (a)b��a(b)��(ab)  (为数)

4.空间中的平面及方程
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平面的点法式方程：

    法线向量 如果一非零向量垂直于一平面 这向量就叫做该平面的法线向量 容易知道 

平面上的任一向量均与该平面的法线向量垂直 

    唯一确定平面的条件�当平面上一点 M0�(x0 y0 z0)和它的一个法线向量 n(A B C)为

已知时 平面的位置就完全确定了 

设 M�(x y z)是平面上的任一点，n (A B C)为平面上的法向量，则平面的方程为

A(xx0)B(yy0)C(z�z0)0，此方程叫做平面的点法式方程 

平面的一般方程：AxByCzD0

平面的截距式方程： 1
c
z

b
y

a
x ，其中 a、b、c 依次叫做平面在 x、y、z 轴上的截距

5.空间直线及其方程

由直线上一点与直线 l 的方向所决定的直线方程

    方向向量���如果一个非零向量平行于一条已知直线 这个向量就叫做这条直线的方向

向量 容易知道 直线上任一向量都平行于该直线的方向向量 

    确定直线的条件���当直线 L 上一点 M 0(x0 y0 x0)和它的一方向向量 s��(m n p)为

已知时 直线 L 的位置就完全确定了 

  直线方程的确定���已知直线 L 通过点 M0(x0 y0 x0)� 且直线的方向向量为 s��(m n p) 

则直线点向式（或对称式）方程
p
zz

n
yy

m
xx 000 





 �

由直线的对称式方程容易导出直线的参数方程 

    设 t
p
zz

n
yy

m
xx








 000 � 得方程组











ptzz
ntyy
mtxx

0

0

0
   此方程组就是直线的参数方程 

空间直线的一般方程：

设直线 L 是平面1 与平面2 的交线� 平面的方程分别为 A1xB1yC1zD10 和

A2xB2yC2zD20 那么点 M 在直线 L 上当且仅当它同时在这两个平面上� 
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当且仅当它的坐标同时满足这两个平面方程� 即满足方程组

        







0
0

2222

1111
DzCyBxA

DzCyBxA  

    因此 直线 L 可以用上述方程组来表示 上述方程组叫做空间直线的一般方程 

  两向量垂直、平行的充分必要条件立即推得下列结论���

   ①设有两直线 L1�
1

1

1

1

1

1
p

zz
n

yy
m

xx  � L2�
2

2

2

2

2

2
p

zz
n

yy
m

xx  � 则

        L 1L 2m1m2n1n2p1p20�

        L1 ���L2
2

1

2

1

2

1
p
p

n
n

m
m   

   ②设直线 L 的方向向量为(m n p) 平面�的法线向量为(A B C)� 则

        L��
p
C

n
B

m
A   �������������� L/ / �� AmBnCp0

 6. 平面束�

设直线 L 的一般方程为

        







0
0

2222

1111
DzCyBxA

DzCyBxA � 

其中系数 A1、B1、C1 与 A2、B2、C2 不成比例 考虑三元一次方程���

        A1xB1yC1zD1�(A2xB2 yC2zD2)0 

即     (A1�A2)x(B1�B2)y(C1�C1)zD1�D20 

其中�为任意常数 因为系数 A1、B1、C1 与 A2、B2、C2 不成比例 所以对于任何一个�值 

上述方程的系数不全为零 从而它表示一个平面 对于不同的�值 所对应的平面也不同 而

且这些平面都通过直线 L  也就是说 这个方程表示通过直线 L 的一族平面 另一方面 任何

通过直线 L 的平面也一定包含在上述通过 L 的平面族中 

    通过定直线 L 的所有平面的全体称为平面束 

方程 A1xB1yC1zD1�(A2xB2yC2zD2)0 就是通过直线 L 的平面束方程 
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7. 切平面方程与法线方程

设点 在曲面 F(x, y, z)=0 上，而 F(x, y, z)在点 处存在连续偏导数，

且三个偏导数不同时为零，则曲面 F(x, y, z)=0 在点 处的切平面方程为

0))(())(())(( 000000  zzXFyyXFxxXF zyx

法线方程为
)()()( 0

0

0

0

0

0

XF

zz

XF

yy

XF

xx

zyx









设点 在曲面 z = f (x, y)上，且 z = f (x, y) 在点 M0 (x0, y0) 处存在连续

偏导数，则该曲面在点 处的切平面方程为

.

过 X0 的法线方程为 .

注：方法 2 实际上是方法 1 中取 的情形.

8. 法平面方程与切线方程

    设空间的曲线 C 由参数方程的形式给出：












)(
)(
)(

tzz
tyy
txx

， ),( t ．

切线方程为:
)(

)(
)(

)(
)(

)(

0

0

0

0

0

0

tz
tzz

ty
tyy

tx
txx













法平面方程为 0))(())(())(( 00
'

00
'

00
'  zztzyytyxxtx

如果空间的曲线 C 表示为空间两曲面的交，即
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






0),,(
0),,(

:
zyxG
zyxF

c
，

    假设在 ),,( 000 zyxA 有 0
),(
),(






Azy

GFJ ，在 ),,( 000 zyxA 某邻域内满足隐函数组存

在定理条件.

切线方程为

AAA yx
GF
zz

xz
GF
yy

zy
GF
xx

),(
),(

),(
),(

),(
),(

000


















法平面方程为 0)(
),(
),()(

),(
),()(

),(
),(

000 









 zz

yx
GFyy

xz
GFxx

zy
GF

AAA

二．习题讲解

直线与平面

1. （ 2021 ） 过 点 )0,1,2(  ， 垂 直 于 直 线
321
zyx

 且 平 行 于 平 面

07654  zyx 的直线方程.

2. 经过点 )1,1,1(0 M 并且与两直线
1

3
2
2

1
:1








zyxL 和

2
1

11
2:2





 zyxL

都相交的直线 .L

3. 求两直线
1
3

0
2

1
1:1 







 zyxL 与
11

1
2

2:2
zyxL 




 的公垂线.

4. 求直线 1
0

:
0

x y
l

z
 

 
与直线 2

2 1 3:
4 2 1

x y zl   
 

 
的距离. 

解：直线 1l 的对称式方程 1 :
1 1 0
x y zl   ，记两直线的方向向量分别为

   1 21,1,0 , 4, 2, 1l l   
r ur

， 两 直 线 上 的 定 点 分 别 为

   1 20,0,0 , 2,1,3P P ，

   1 2 1 22,1,3 , 1,1, 6a PP l l     
r uuuur r ur

，由向量的性质可知，两直线的距离
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 1 2

1 2

2 1 18 19
21 1 36

a l l
d

l l

   
  

 

r r ur
g
r ur

5. (2021)求通过直线







03455
0232

:
zyx

zyx
L 的两个相互垂直的平面 1 和 2 ，使其

中一个平面过点（4，-3，1）.

旋转面的方程

6. 求经过点 )0,0,1(A 与点 )1,1,0(B 的直线绕 z 轴旋转一周生成的旋转曲面方程.

7. 求曲线








3
1

22 zx
y

绕 z 轴旋转一周生成的旋转曲面方程.

曲线在平面上的投影方程

8. 求椭球面 1222  xyzyx 在坐标平面 yoz 上的投影方程.

9. (2021)求直线
1
1

11
1:





 zyxL 在平面 0122:  zyx 上的投影直线方程

0L ,并求 0L 绕 y 轴旋转一周所成曲面的方程.

切线与切平面

10. 求曲面 2
2

2
2

 yxz 平行于平面 022  zyx 的切平面方程.

11. 求经过直线
2

12
1

3
1

6:








 zyxL 且与椭球面 2132: 222  zyxS 相切的

切平面方程.

12. 求曲线










0224
01223

:
222

22

zyzyx
zyx

L 上点 )2,1,1(M 处的切线方程.

13. 求曲线







0
6

:
222

zyx
zyx

L 上点 )1,2,1( M 处的切线及法平面方程.
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以上内容仅为本文档的试下载部分，为可阅读页数的一半内容。

如要下载或阅读全文，请访问：

https://d.book118.com/635113141130011341

https://d.book118.com/635113141130011341

