
上海交通大学附属中学 2023-2024学年度第一学期

高三数学期末测试卷

一､填空题（本大题共 12 题，满分 54 分）只要求直接填写结果，第 1~6 题每个空格填对得 4分，第

7~12 题每个空格填对得 5分，否则一律得零分.

1. 抛物线
2 4y x

的焦点坐标是______.

2. 设集合
 0 2A x x  

，集合

 
2 4 3 0B x x x   

，则
A B 

__________.

3. 方程
   2

3 3
log 4 5 log 1x x x   

的解是
x________．

4. 设 i是虚数单位，则复数
 2i 1 iz 

的虚部是________．

5. 函数

tan
4

 
  

 
y x




的最小正周期为 4，则____________．

6. 已知随机变量 X 的分布为

2 1 3

0.16 0.44 0.40

 
 
 ，则

 2 5E X  
__________.

7. 已知空间向量
     1,2,4, 5, 1,3 , , , 1PA PB PC m n    

  

.若
, , ,P A B C

四点共面，则

10 17m n __________.

8. 已知直线
: 1l y x 

与 x轴的交点为 F ，直线l上的动点 P 满足：点 P 到直线
= 1x 

的距离
d PF

恒成立，

则动点 P 所对应轨迹的长度为__________.

9. 在某次比赛中运动员五轮的成绩互不相等，记为
 1 2 3 4 5

i
x i，，，，

，平均数为
x
，若随机删去其中一轮的成绩，

得到一组新数据，记为
 1 2 3 4

i
y i，，，

，平均数为
y
，下面说法正确的是__________.（写出所有正确选项）

①新数据的极差可能等于原数据的极差.

②新数据的中位数可能等于原数据的中位数.

③若
x y

，则新数据的方差一定大于原数据方差.

④若
x y

，则新数据的第 40 百分位数一定大于原数据的第 40 百分位数.

10. 已知正项数列


n
a

的前
n
项和 n

S
满足

 21 0
n n

n S S n   
（
n
为正整数）.记

 
1

( ) | |
n

n i
i

f x a x i



  
，若函

数


2024
y f x kx 

的值域为 R ，则实数
k
的取值范围是__________.

11. 函数
( ) exf x ax b  

在区间
1,3

上存在零点，则
2 2a b

的最小值为_________.
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12. 若对于任意自然数 n
，函数

π
cos

3
y x 
  

 在每个闭区间
 2 1,2 1n n 

上均有两个零点，则正实数的最

小值是__________.

二､选择题（本大题共有 4题，第 13-14题每题 4分，第 15-16题每题 5分）每题有且只有一个正确

选项.考生应在答题纸的相应位置，将代表正确选项的小方格涂黑.

13. ABC
中，“A B ”是“sin sinA B ”的（ ）

A. 充分不必要条件 B. 必要不充分条件

C .充要条件 D. 既不充分也不必要条件

14. 如图，三棱柱
1 1 1

 ABC A B C 中，底面三角形
1 1 1
A B C 是正三角形，E 是 BC 的中点，则下列叙述正确的是（ ）

A. 直线
1

CC 与直线
1

B E 是异面直线 B. 直线
1

CC 与直线 AE 是共面直线

C. 直线 AE 与直线
1 1

B C 是异面直线 D. 直线 AE 与直线
1

BB 是共面直线

15. 甲箱中有5个红球， 2个白球和3个黑球；乙箱中有 4个红球，3个白球和3个黑球.先从甲箱中随机取出一球

放入乙箱中，分别以
1
A 、

2
A 、

3
A 表示由甲箱中取出的是红球、白球和黑球的事件；再从乙箱中随机取出一球，以 B

表示由乙箱中取出的球是红球的事件，则下列结论错误的是（ ）

A. 2

5
P B  B.

 
1

5

11
P B A 

C. 事件 B 与事件
1
A 不相互独立 D.

1
A 、

2
A 、

3
A 两两互斥

16. 考虑这样的等腰三角形：它的三个顶点都在椭圆
2

2

2

: 1( 1)
x

C y a
a

   上，且其中恰有两个顶点为椭圆C 的顶

点.关于这样的等腰三角形有多少个，有两个命题：命题①：满足条件的三角形至少有 12 个.命题②：满足条件的三

角形最多有 20 个.关于这两个命题的真假有如下判断，正确的是（ ）

A. 命题①正确；命题②错误. B. 命题①错误；命题②正确.

C. 命题①，②均正确. D. 命题①，②均错误.

三､解答题（本大题共有 5题，满分 78 分）解答下列各题必须在答题纸的相应位置写出必要的步骤.
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17. 已知等差数列


n
a 的前 n项和为

n
S ，公差 0d  ，

2
a 是

1 5
,a a 的等比中项，

5
25S  .

（1）求
n
a 的通项公式；

（2）若数列
n
b 满足

1n n n
b b S


  ，求

2 20
b b .

18. 有一矩形硬纸板材料（厚度忽略不计），一边 AB 长为 6 分米，另一边足够长.现从中截取矩形 ABCD （如图甲

所示），其中OEMF 是以O 为圆心， 120EOF  的扇形，且弧 EF GH， 分别与边 BC AD， 相切于点 M N， .剪

去图中的阴影部分，剩下的部分恰好能折卷成一个底面是弓形的柱体包装盒（如图乙所示，重叠部分忽略不计）.

（1）当 BE 长为 1 分米时，求折卷成的包装盒的容积；

（2）当 BE 的长是多少分米时，折卷成的包装盒的容积最大？

19. 已知椭圆  2 2

2 2

: 1 0
x y

a b
a b

     ，右焦点为 F ，动直线l与圆 2 2 2:O x y b  相切于点Q ，与椭圆交于

 
1 1
,A x y 、

 
2 2
,B x y 两点，其中点Q 在 y轴右侧.

（1）若直线 : 2 0l x y   过点 F ，求椭圆方程；

（2）求证： AF AQ 为定值.

20. 如图，正四棱柱
1 1 1 1

ABCD A B C D 的底面边长为 1，高为 2，点 M 是棱
1

CC 上一个动点（点 M 与C ，
1

C 均不

重合）.
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（1）当点 M 是棱
1

CC 的中点时，求证：直线 AM 平面
1 1

B MD ；

（2）当
1 1

D M AB 时，求点
1

D 到平面
1

AMB 的距离；

（3）当平面
1

AB M 将正四棱柱
1 1 1 1

ABCD A B C D 分割成体积之比为1:2的两个部分时，求线段 MC 的长度.

21. 已知数列{ }
n

a 满足
1 1

1, ( )
n n

a a f a


  .

（1）若
π

( ) sin( )
2

f x x A x  ，求最小正数 A 的值，使数列{ }
n

a 为等差数列；

（2）若 ( ) ln 2f x x x   ，求证： 2 1n
n

a  ；

（3）对于（2）中的数列{ }
n

a ，求证：
2 2 2

2 3

4 4 4
[1 ] [1 ] [1 ] e

( 1) ( 1) ( 1)
n

a a a
    

  

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上海交通大学附属中学 2023-2024学年度第一学期

高三数学期末测试卷

一､填空题（本大题共 12 题，满分 54 分）只要求直接填写结果，第 1~6 题每个空格填对得 4分，第

7~12 题每个空格填对得 5分，否则一律得零分.

1. 抛物线
2 4y x

的焦点坐标是______.

【答案】1,0

【分析】根据抛物线的标准方程直接求出焦点坐标即可.

【详解】因为抛物线标准方程为 2 4y x ，

所以焦点坐标为 1,0 ，

故答案为：1,0 .

2. 设集合
 0 2A x x   ，集合

 
2 4 3 0B x x x    ，则 A B  __________.

【答案】
 0 1x x 

【分析】先求出集合 B ，再根据交集的定义即可得解.

【详解】
 2 4 3 0 3B x x x x x      或

1x ，

所以
 0 1A B x x    .

故答案为：
 0 1x x  .

3. 方程
   2

3 3
log 4 5 log 1x x x    的解是 x________．

【答案】6

【分析】根据对数真数大于零和对数函数的单调性可直接构造不等式组求得结果.

【详解】由
   2

3 3
log 4 5 log 1x x x    得：

2

2

4 5 0

1 0

4 5 1

x x

x

x x x

   


 
    

，

即

 

 2

1 5 0

1

5 6 1 6 0

x x

x

x x x x

   



      

，解得： 6x .

故答案为：6.

4. 设 i是虚数单位，则复数
 2i 1 iz  的虚部是________．

【答案】2
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【分析】根据复数的乘法运算即可得复数 z，即可得 z的虚部.

【详解】解：复数   22i 1 i 2i 2i 2 2iz      ，所以复数 z的虚部为 2 .

故答案为： 2 .

5. 函数 tan
4

 
  

 
y x


 的最小正周期为 4，则____________．

【答案】
4




【分析】直接根据三角函数周期公式计算得到答案.

【详解】 tan
4

 
  

 
y x


 ，故 4T




  ，故 4


 .

故答案为：
4


 .

【点睛】本题考查了正切函数周期，属于简单题.

6. 已知随机变量 X 的分布为
2 1 3

0.16 0.44 0.40

 
 
 

，则  2 5E X  __________.

【答案】7.64

【分析】根据期望的计算公式以及性质即可求解.

【详解】由题意可得  2 0.16 0.44 3 0.4 1.32E X     ,

所以   2 5 2 5 7.64E X E X    ,

故答案为：7.64

7. 已知空间向量      1,2,4, 5, 1,3 , , , 1PA PB PC m n    
  

.若 , , ,P A B C 四点共面，则

10 17m n __________.

【答案】 11

【分析】根基空间向量共面定理结合空间向量坐标表示的线性运算即可得解.

【详解】因为 , , ,P A B C 四点共面，所以 , ,PA PB PC


共面，

所以存在唯一实数对 ,x y ，使得 PC xPA yPB 
  

，

即

5

2

1 4 3

m x y

n x y

x y

 


 
 

，所以
1 2 5

1 4 17

n y

m y

 

 

，

所以    17 1 2 5 1 4 0n m    ，

所以10 17 11m n  .

故答案为： 11 .
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8. 已知直线 : 1l y x  与 x轴的交点为 F ，直线l上的动点 P 满足：点 P 到直线 = 1x  的距离 d PF 恒成立，

则动点 P 所对应轨迹的长度为__________.

【答案】8

【分析】设  , 1P x x ，根据 d PF ，求出 x的范围，再根据两点间的距离公式即可得解.

【详解】因为直线 : 1l y x  与 x轴的交点为 F ，所以 1,0F

由题意，设  , 1P x x ，

由 d PF ，

得   2 21 1 1x x x     ，

即 2 6 1 0x x  ，解得3 2 2 3 2 2x    ，

所以动点 P 所对应轨迹为 1, 3 2 2,3 2 2y x x       ，

其长度为
     2 23 2 2 3 2 2 3 2 2 1 3 2 2 1 8            
   

.

故答案为：8 .

9. 在某次比赛中运动员五轮的成绩互不相等，记为
 1 2 3 4 5

i
x i，，，， ，平均数为 x，若随机删去其中一轮的成绩，

得到一组新数据，记为  1 2 3 4
i
y i，，， ，平均数为 y，下面说法正确的是__________.（写出所有正确选项）

①新数据的极差可能等于原数据的极差.

②新数据的中位数可能等于原数据的中位数.

③若 x y ，则新数据的方差一定大于原数据方差.

④若 x y ，则新数据的第 40 百分位数一定大于原数据的第 40 百分位数.

【答案】①②③

【分析】根据极差、中位数、平均数和方差的概念，以及百分位数的概念及计算方法，逐项判定，即可求解.

【详解】对于①，若随机删去任一轮的成绩，恰好不是最高成绩和最低成绩，

此时新数据的极差可能等于原数据的极差，所以①正确；

对于②，不妨假设
1 2 3 4 5
x x x x x    ，

当  
2 4 3

1

2
x x x  时，若随机删去的成绩是

3
x ，

此时新数据的中位数等于原数据的中位数，所以②正确；

对于③，若 x y ，即删去的数据恰为平均数，

根据方差的计算公式，分子不变，分母变小，所以方差会变大，所以③正确；
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对于④，若 x y ，即删去的数据恰为平均数，在按从小到大的顺序排列的 5 个数据中，

因为5 40% 2  ，此时原数据的 40% 分位数为第二数和第三个数的平均数；

删去一个数据后的 4个数据，从小到大的顺序排列，可得 4 40% 1.6  ，

此时新数据的 40% 分位数为第二个数，

显然新数据的 40% 分位数小于原数据的40% 分位数，所以④错误.

故答案为：①②③.

10. 已知正项数列


n
a 的前 n项和

n
S 满足 21 0

n n
n S S n    （n为正整数）.记  

1

( ) | |
n

n i
i

f x a x i



   ，若函

数 
2024

y f x kx  的值域为 R ，则实数 k的取值范围是__________.

【答案】
2024 2024

, ,
2025 2025

   
     

   

【分析】利用
1n n n

a S S


  求出数列的通项公式
1 1

1n
a

n n
 


，由裂项相消求和法计算可得

2024

1

2024

2025i
i

a



 .设函数

  2024

2024
1

( )
i

i

g x f x kx a x i kx



     ，将函数 ( )g x 写出分段函数，根据函数的值域为 R 和极限的思想可得当

0k  时
2024

1

0
i

i

k a



  、当 0k  时
2024

1

0
i

i

k a



  ，解不等式即可求解.

【详解】因为 21 0
n n

n S S n    ，所以
   1 +1 0

n n
n S n S   
  ，

又因为
n
a 是正项数列，所以

 1 0
n

n S n   ，即
1n

n
S

n



，

当 1n  得
1 1

1 1

1 1 2
aS  


 ，当 2n 得

1

1 1

1 ( 1)n n n

n n
a S S

n n n n


    

 
，

经检验 1n  符合上式，所以
1 1 1

( 1) 1n
a

n n n n
  

 
.

所以
2024

1

1 1 1 1 1 2024
1

2 2 3 2024 2025 2025i
i

a



         .

设函数   2024

2024
1

( )
i

i

g x f x kx a x i kx



     ，

当 ( ,1]x 时，
1 2 3 2024

( ) 1 2 3 2024g x a x a x a x a x kx         

2024 2024

1 2 3 2024 1 2 2024
1 1

( 2 3 2024 ) ( ) ( ) ( )
i

i i
i

a a a a a a a k x k a x ia

 

               ；

同理可得，当 (1,2]x 时，
1

( ) 1g x k x  ，

当 (2,3]x 时，
2

( ) 2g x k x  ，


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当 (2023,2024]x 时，
2023

( ) 2023g x k x  ，

当 (2024, )x 时，
2024 2024

1 1

( ) ( ) ( )
i i

i i

g x k a x ia

 

    ，

即

2024 2024

1 1

1

2

2023

2024 2024

1 1

( ) ( ), ( ,1]

1, (1,2]

2, (2,3]
( )

2023, (2023,2024]

( ) ( ), (2024, )

i i

i i

i i

i i

k a x ia x

k x x

k x x
g x

k x x

k a x ia x





 

 


  


  


 


  

    


 

 


，其中  1,2, ,2023

j
k j R  ，

由函数 ( )g x 的值域为 R 知，当 0k  时， lim ( ) ,lim ( )
x x

g x g x
 

 ，

所以
2024

1

0
i

i

k a



  ，即 0
2024

2025
k  ，解得

2024

2025
k  ；

当 0k  时， lim ( ) ,lim ( )
x x

g x g x
 

 ，

所以
2024

1

0
i

i

k a



  ，即 0
2024

2025
k  ，解得

2024

2025
k  ，

综上，实数 k的取值范围为
2024 2024

( , ) ( , )
2025 2025

  .

故答案为：
2024 2024

( , ) ( , )
2025 2025

 

【点睛】关键点睛：本题的难点是将函数   2024

2024
1

( )
i

i

g x f x kx a x i kx



     转化为分段函数，利用函数的

值域确定关于 k的不等式即可求解，其中涉及到极限思想以及数列的求通项公式和求和知识点，平时练习都要熟练

应用.

11. 函数 ( ) exf x ax b   在区间
1,3上存在零点，则 2 2a b 的最小值为_________.

【答案】
2e

2
## 2

1
e

2

【分析】设t为 f x 在1,3上的零点，可得e 0t at b   ，转化为点 ,a b 在直线 1 e 0tt x y    上，根据

2 2a b 的几何意义，可得  
2

2 2

2

e

1 1

t
a b

t
 

 
有解，利用导数求得函数的单调性和最值，即可得答案．

【详解】设t为 f x 在1,3上的零点，可得e 0t at b   ，

所以 e 0tta b   ，即点 ,a b 在直线 e 0ttx y   ，

又 2 2a b 表示点 ,a b 到原点距离的平方，
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则 2 2

2

e

1

t

a b
t

 


有解，即
2

2 2

2

e

1

t
a b

t
 


有解，

令  2

2

e

1

t
g t

t



，可得


 
 

 
 

2 2 2 2 2

2 22 2

2e 1 2 e 2e 1

1 1

t t tt t t t
g t

t t

   
  

 
，

因为 2e 0t  ， 2 1 0t t  ，

所以
0g t 恒成立，

可得 g t 在1,3上为单调递增函数，

所以当 1t时，   2

min

e
1

2
g t g  ，

所以
2

2 2
e

2
a b  ，即 2 2a b 的最小值为

2e

2
．

故答案为：
2e

2
.

12. 若对于任意自然数 n，函数
π

cos
3

y x 
  

 
在每个闭区间 2 1,2 1n n  上均有两个零点，则正实数的最

小值是__________.

【答案】
5π

6

【分析】根据整体法可得零点满足
 1 6 π

, Z
6

k
x k




  ，即可利用 0n  时，  2 1,2 1 1,1n n   ，求解符合

条件的
,
结合周期性验证所求

,
满足其他区间即可.

【详解】令
π π

π, Z
3 2

x k k     ,则
π

π, Z
6

x k k    ，

函数的零点
 1 6 π

, Z
6

k
x k




 

0 ，

当 0n  时，  2 1,2 1 1,1n n   ，此时符合条件的两个零点为故
5π π

,
6 6

x x
 

  ，

故
5π

1
6

 ，解得
5π

6
 ，

当
5π

6
 时，

5π π
cos

6 3
y x 
  

 
的零点为

 1 6
, Z

5

k
x k


  ，

因此零点为
11 1 7 13 19

, , 1, , , , ,5,
5 5 5 5 5

  ，结合三角函数的周期性可知：满足每个闭区间 1,1,1,3,3,5, 上

恰好有两个零点。
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故答案为：
5π

6

二､选择题（本大题共有 4题，第 13-14题每题 4分，第 15-16题每题 5分）每题有且只有一个正确

选项.考生应在答题纸的相应位置，将代表正确选项的小方格涂黑.

13. ABC 中，“A B ”是“sin sinA B ”的（ ）

A. 充分不必要条件 B. 必要不充分条件

C. 充要条件 D. 既不充分也不必要条件

【答案】C

【分析】由正弦定理，大角对大边，大边对大角等证明出充分性和必要性均成立，从而求出答案.

【详解】因为 A B ，由大角对大边可得 a b ，

由正弦定理得 sin sin

a b

A B
 ，且  , 0,πA B ，

所以sin 0,sin 0A B  ，故sin sinA B ，充分性成立，

同理当sin sinA B 时，  , 0,πA B ，sin 0,sin 0A B  ，

由正弦定理 sin sin

a b

A B
 可得 a b ，

由大边对大角可得 A B ，必要性成立，

“A B ”是“sin sinA B ”的充要条件.

故选：C

14. 如图，三棱柱
1 1 1

 ABC A B C 中，底面三角形
1 1 1
A B C 是正三角形，E 是 BC 的中点，则下列叙述正确的是（ ）

A. 直线
1

CC 与直线
1

B E 是异面直线 B. 直线
1

CC 与直线 AE 是共面直线

C. 直线 AE 与直线
1 1

B C 是异面直线 D. 直线 AE 与直线
1

BB 是共面直线

【答案】C

【分析】根据异面直线的判定定理求解即可.

【详解】由于
1

CC 与
1

B E 均在平面
1 1

BCC B 内，不是异面直线，故 A 错误；
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1
CC 平面 ABC C ， AE 平面 ABC ，点C 不在直线 AE 上，所以

1
CC 和 AE 是异面直线，故 B 错误；

AE 平面
1 1

BCC B E ，
1 1

B C  平面
1 1

BCC B ，点 E 不在直线
1 1

B C 上，则 AE 与
1 1

B C 是异面直线，故 C 正确；

AE 平面
1 1

BCC B E ，
1

B B  平面
1 1

BCC B ，点 E 不在直线
1

B B 上，则 AE 与
1

B B 是异面直线，故 D 不正确.

故选：C

【点睛】方法点睛：判断两条直线是否为异面直线，第一两条直线平行或相交，则两条直线共面，第二若一条直线

与一个平面相交于一点，那么这条直线与这个平面内不经过该点的直线是异面直线，这是判断两条直线是异面直线

的方法，要根据题目所提供的线线、线面关系准确的做出判断.

15. 甲箱中有5个红球， 2个白球和3个黑球；乙箱中有 4个红球，3个白球和3个黑球.先从甲箱中随机取出一球

放入乙箱中，分别以
1
A 、

2
A 、

3
A 表示由甲箱中取出的是红球、白球和黑球的事件；再从乙箱中随机取出一球，以 B

表示由乙箱中取出的球是红球的事件，则下列结论错误的是（ ）

A. 2

5
P B  B.

 
1

5

11
P B A 

C. 事件 B 与事件
1
A 不相互独立 D.

1
A 、

2
A 、

3
A 两两互斥

【答案】A

【分析】利用全概率公式可判断 A 选项；直接写出
 

1
P B A 的值，可判断 B 选项；利用独立事件的定义可判断 C

选项；利用互斥事件的定义可判断 D 选项.

【详解】依题意， 
1

5 1

10 2
P A   ， 

2

2 1

10 5
P A   ， 

3

3

10
P A  ，

 
1

5

11
P B A  ，

   
2 3

4

11
P B A P B A  ，B 对，

  3

1

1 5 1 4 3 4 9

2 11 5 11 10 11 22i i
i

P B P A P B A



         ，A 错；

   
1 1 1

1 5 5

2 11 22
P BA P A P B A    ， 

1

1 9 9

2 22 44
P A P B    ，

所以，   
1 1

P BA P B P A  ，所以，事件 B 与事件
1
A 不相互独立，C 对，

由题意可知，事件
1
A 、

2
A 、

3
A 中的任意两个事件都不可能同时发生，

因此，事件
1
A 、

2
A 、

3
A 两两互斥，D 对.

故选：A.

16.考虑这样的等腰三角形：它的三个顶点都在椭圆
2

2

2

: 1( 1)
x

C y a
a

   上，且其中恰有两个顶点为椭圆C 的顶

点.关于这样的等腰三角形有多少个，有两个命题：命题①：满足条件的三角形至少有 12 个.命题②：满足条件的三

角形最多有 20 个.关于这两个命题的真假有如下判断，正确的是（ ）
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