
第二十一章 一元二次方程（压轴题专练）

一、填空题

1．（2023·全国·九年级专题练习）若关于 x 的一元二次方程 2( 3) 4 3 0m x x mx m+ - + + + = 的常数项是 6，则

一次项是（    ）

A． x- B． 1- C．x D．1

【答案】A

【分析】根据一元二次方程定义可得 3 6m + = ， 3 0m + ¹ ，可得 m 的值，再代入原方程，由此即可得结

果．

【详解】解：∵关于 x 的一元二次方程 2( 3) 4 3 0m x x mx m+ - + + + = 的常数项是 6，

∴ 3 6m + = ， 3 0m + ¹ ，

解得： 3m = ，

把 3m = 代入原方程可得 26 6 0x x- + = ，

∴一次项是 x- ，

故选：A．

【点睛】本题考查了一元二次方程的一般形式，解题的关键是熟练掌握一元二次方程的一般形式：一元二

次方程的一般形式是 2 0( 0)ax bx c a+ + = ¹ ，其中， 2ax 是二次项，bx 是一次项， c 是常数项．

2．（2023 春·福建南平·九年级专题练习）两个关于 x 的一元二次方程 2 c 0ax bx+ + = 和 2 a 0cx bx+ + = ，其中

a ， b ， c是常数，且 a c 0+ = ，如果 2020x = 是方程 2 c 0ax bx+ + = 的一个根，那么下列各数中，一定是方程

2 a 0cx bx+ + = 的根的是（  ）

A． ± 2020 B． 1
2020

- C．-2020 D． 1±
2020

【答案】C

【分析】根据一元二次方程的定义以及一元二次方程的解法即可求出答案．

【详解】∵ 0a ¹ ， 0c ¹ ，a+c=0 

∴ 1c
a

= - ，

∵ax2+bx+c=0 和 cx2+bx+a=0，

∴ 2 0b cx x
a a

+ + = ， 2 1 0c bx x
a a

+ + = ，



∴ 2 1 0bx x
a

+ - = ， 2 1 0bx x
a

- - = ，

∵ 2020x = 是方程 2 0ax bx c+ + = 的一个根，

∴ 2020x = 是方程 2 1 0bx x
a

+ - = 的一个根，

∴ 2020x = - 是方程 2 1 0bx x
a

- - = 的一个根，

即 2020x = - 是方程 2 0cx bx a+ + = 的一个根

故选：C．

【点睛】本题考查了一元二次方程，解题的关键是熟练运用一元二次方程的定义以及方程的解的概念．

3．（2023·全国·九年级假期作业）根据绝对值的定义可知  
 

0
0

x x
x

x x
ì ³ï= í- <ïî

，下列结论正确的个数有（    ）

①化简 | | | | | |a b c+ + 一共有 8 种不同的结果；

② 3 2x x+ + - 的最大值是 5；

③若 3 19na n= - ， 1 2n nS a a a= + + ×××+ （ n 为正整数），则当 1327nS = 时， 35n = ；

④若关于 x 的方程 21 2 8
3 3 3

x x x b- - = + 有 2 个不同的解，其中b 为常数，则 4 2b- < < 或 33
12

b >

A．4 个 B．3 个 C．2 个 D．1 个

【答案】C

【分析】由 a 、 b 、 c 的结果分别有 2 种，则 | | | | | |a b c+ + 的结果共有 2 2 2 8  = 种，可判断①；根据 x

的取值，化简运算 3 2x x+ + - 即可判断②；根据

【详解】解：Q a 、 b 、 c 的结果分别有 2 种，

\ | | | | | |a b c+ + 的结果共有 2 2 2 8  = 种，

故①正确；

当 2x > 时， 3 2 3 2 2 1x x x x x+ + - = + + - = + ，

当 0 2x£ £ 时， 3 2 3 2 5x x x x+ + - = + + - = ，

当 - <3 ≤ 0x 时， 3 2 3 2 5 2x x x x x+ + - = - + - = - ，

当 3x < - 时， 3 2 3 2 2 1x x x x x+ + - = - - + - = - - ，

故②错误；



nQ 是正整数，

19 3 ,1 6
3 19

3 19, 7n

n n
a n

n n
- £ £ì

\ = - = í - ³î
，

6 16 13 10 7 4 1 51S = + + + + + = ，

  2 3 19 6
51

2n

n n
S

+ - -
= + ， 7n ³ ，

当 35n = 时，    2 3 35 19 35 6
51 51 1276 1327

2nS
+  -  -

= + = + = ，

故③正确；

2

2

2

1 2 8 , 2 4
1 2 8 3 3 3

1 2 83 3 3 , 2 4
3 3 3

x x x x
x x

x x x

ì - - £ - ³ïï- - = í
ï- + + - < <
ïî

或
，

当 2x £ - 或 4x ³ 时， 21 2 8
3 3 3

x x x b- - = + ，

21 5 8 0
3 3 3

x x b-\ - - = ，

Q方程有 2 个不同的解，

2
2 5 1 84 4 0

3 3 3
b ac bæ ö æ öD = - = - -   - - >ç ÷ ç ÷

è ø è ø
，

解得： 57
12

b > - ，

当 2 4- < <x 时， 21 2 8
3 3 3

x x x b- + + = + ，

21 1 8 0
3 3 3

x x b\- - + - = ，

Q方程有 2 个不同的解，

2
2 1 1 84 4 0

3 3 3
b ac bæ ö æ ö æ öD = - = - -  -  - >ç ÷ ç ÷ ç ÷

è ø è ø è ø
，

解得： 33
12

b < ，

故④错误；

综上，正确的有①③，

故选：C．

【点睛】本题考查了数字的变化规律，绝对值的性质，一元二次方程的判别式，熟练掌握知识点是解题的

关键．



4．（2023 春·江苏·八年级期末）已知两个多项式 2 1A x x= + + ， 2 1B x x= - + ，x 为实数，将 A、B 进行加减

乘除运算：

①若 A+B=10，则 2x = ；

② 2 4 6A B A B- - + - + = ，则 x 需要满足的条件是 2 1x- £ £ ；

③ 0A B = ，则关于 x 的方程无实数根；

④若 x 为正整数( 3x ¹ )，且 3
7

A
B

-
-

为整数，则 x = 1，2，4，5．

上面说法正确的有（  ）

A．1 个 B．2 个 C．3 个 D．4 个

【答案】C

【分析】利用 10A B+ = 可求出 2x = ± ，故①错误；对 2 4 6A B A B- - + - + = 分情况讨论可知②正确；若

0A B = ，则 0A = 或 0B = ，利用根的判别式可知 0A = ， 0B = 时，方程无解，故③正确；由 3
7

A
B

-
-

为整数，

可得 2
3x -

是整数，可求出 1x = ，2，4，5，故④正确．

【详解】解：∵ 2 1A x x= + + ， 2 1B x x= - + ，

∴①当 10A B+ = 时，则 2 21 1 10x x x x+ + + - + = ，解得： 2x = ± ，故①错误；

②当 2 4 6A B A B- - + - + = ，则 2 4 2 2 2 4 6A B A B x x- - + - + = - + + = ，

当 2x £ - 时，  2 2 2 4 2 2 2 4 4 2 6x x x x x- + + = - - + = - - = ，解得： 2x = - ；

当 2 1x- < £ ，  2 2 2 4 2 2 2 4 6x x x x- + + = - + + = ，解得： 2 1x- < £ ；

当 1x > ，  2 2 2 4 2 2 2 4 4 2 6x x x x x- + + = - + + = + = ，解得： 1x = （舍去）；

综上所述： 2 1x- £ £ ，故②正确；

③若 0A B = ，则 0A = 或 0B = ，

当 0A = 时， 2 1 0x x+ + = ， 2 4 1 4 3 0b acD = - = - = - < ，无解；

当 0B = 时， 2 1 0x x- + = ， 2 4 1 4 3 0b acD = - = - = - < ，无解；

∴ 0A B = ，关于 x 的方程无实数根；故③正确；

④∵
 

  
2 2 2

2 2 2 2

2 21 3 2 6 2 4 2 4 21 1 1
1 7 6 6 6 2 3 3

3
7

A xx x x x x x x x
x x x x x x x xB x x x

++ + - + - - - + + +
= = = + = + = +

- + - - - - - -- -
-

=
- + -

，

若 3
7

A
B

-
-

为整数，则 2
3x -

是整数，



∵x 为正整数( 3x ¹ )，解得： 1x = ，2，4，5，故④正确；

∴正确的有②③④

故选：C

【点睛】本题考查分式的化简，含绝对值的一元一次方程的求解，根的判别式，能够正确解方程是解题的

关键．

5．（2023·全国·九年级假期作业）关于 x 的一元二次方程 2 2 1 0ax ax b- + + = （ab≠0）有两个相等的实数根

k ，则下列选项成立的是（    ）

A．若﹣1＜a＜0，则 k k
a b

> B．若 k k
a b

> ，则 0＜a＜1

C．若 0＜a＜1，则 k k
a b

< D．若 k k
a b

< ，则-1＜a＜0

【答案】B

【分析】根据一元二次方程的根的情况利用判别式求得 a 与 b 的数量关系，再代入方程求 k 的值，然后结

合 a 的取值范围和分式加减法运算法则计算求解．

【详解】解：∵关于 x 的一元二次方程 2 2 1 0ax ax b- + + = （ab≠0）有两个相等的实数根 k，

∴ 2( 2 ) 4 ( 1) 0a a bD = - - + = ，

24 4 4 0a ab a- - = ，

又∵ 0ab ¹ ，

∴a-b-1=0，即 a=b+1，

∴ax2-2ax+a=0，

解得：x1=x2=1，

∴k=1， 

1 1 1
1 ( 1)

k k
a b a a a a

- = - = -
- -

当 k k
a b

> 时，即 0k k
a b

- > ，

即 1 0
( 1)a a

- >
-

， 

∴a（a-1）<0，

即
0

1 0
a

a
<ì

í - >î
或

0
1 0

a
a

>ì
í - <î

解得 0<a<1



当 k k
a b

< 时，即 0k k
a b

- < ，

即 1 0
( 1)a a

- <
-

，

∴a（a-1）>0，

即
0

1 0
a

a
>ì

í - >î
或

0
1 0

a
a

<ì
í - <î

解得：a>1 或 a<0．

故选：B．

【点睛】本题考查一元二次方程的根的判别式，根据一元二次方程根的情况求得 a 与 b 之间的等量关系是

解题关键．

6．（2023 春·安徽·八年级期中）对于一元二次方程  2 0 0+ + = ¹ax bx c a ，下列说法：

①若 0a b c- + = ，则 2 4 0b ac- ³ ；

②若方程 2 0ax c+ = 有两个不相等的实根，则方程 2 0ax bx c+ + = 必有两个不相等的实根；

③若 c 是方程 2 0ax bx c+ + = 的一个根，则一定有 1 0ac b+ + = 成立；

④若 0x 是一元二次方程 2 0ax bx c+ + = 的根，则  22
04 2b ac ax b- = +

其中正确的：（    ）

A．只有① B．只有①② C．①②③ D．只有①②④

【答案】D

【分析】根据一元二次方程解的含义、一元二次方程根的判别式等知识逐个分析即可．

【详解】由 0a b c- + = ，表明方程  2 0 0+ + = ¹ax bx c a 有实数根﹣1，表明一元二次方程

 2 0 0+ + = ¹ax bx c a 有实数解，则 2 4 0b acD = - ³ ，故①正确；

∵方程 2 0ax c+ = 有两个不相等的实根，

∴方程 2 cx
a

= - 有两个不相等的实根，

即 a 与 c 异号．

∴-ac>0，

∴ 2 24 ( 4 ) 0b ac b acD = - = + - > ，

∴方程 2 0ax bx c+ + = 必有两个不相等的实根；

故②正确；



∵ c 是方程 2 0ax bx c+ + = 的一个根，

∴ 2 0ac bc c+ + = ，

即 ( 1) 0c ac b+ + =

当 0c ¹ 时，一定有 1 0ac b+ + = 成立；

当 c=0 时，则 1 0ac b+ + = 不一定成立，例如：方程 23 2 0x x+ = ，则 1 3 0ac b+ + = ¹ ；

故③错误；

∵ 0x 是一元二次方程 2 0ax bx c+ + = 的根，

∴ 2
0 0 0ax bx c+ + = ，

∴ 2
0 0c ax bx= - - ，

∴  0

22 2 2 2 2
0 0 0 04 4 ( ) 4 4 2b ac b a ax bx ax ax b ax b- = - - - = + + = + ，

故④正确；

故选：D．

【点睛】本题考查了一元二次方程根的判别式、一元二次方程的解等知识，熟练掌握这些知识是解答本题

的关键．

7．（2023 春·安徽滁州·八年级校联考期中）对于一元二次方程  2 0 0ax bx c a+ + = ¹ ，下列说法：

①若 0a b c+ + = ，则 2 4 0b ac- ³ ；

②若方程 2 0ax c+ = 有两个不相等的实根，则方程 2 0ax bx c+ + = 必有两个不相等的实根；

③若 c 是方程 2 0ax bx c+ + = 的一个根，则一定有 1 0ac b+ + = 成立；

④若 0x 是一元二次方程 2 0ax bx c+ + = 的根，则  22
04 2b ac ax b- = + 其中正确的（  ）

A．只有①②④ B．只有①②③ C．①②③④ D．只有①②

【答案】A

【分析】根据一元二次方程的根、一元二次方程的根的判别式、等式的性质解决此题．

【详解】①当 x=1 时，a×12+b×1+c=a+b+c=0，那么一元二次方程 ax2+bx+c=0（a≠0）有两个不相等的实数

根或有两个相等的实数根，此时 b2-4ac≥0 成立，那么①一定正确．

②方程 ax2+c=0 有两个不相等的实根，则-4ac＞0，那么 b2-4ac＞0，故方程 ax2+bx+c=0（a≠0）必有两个不

相等的实根，进而推断出②正确．

③由 c 是方程 ax2+bx+c=0 的一个根，得 ac2+bc+c=0．当 c≠0，则 ac+b+1=0；当 c=0，则 ac+b+1 不一定等

于 0，那么③不一定正确．



④(2ax0+b)2＝4a2x02+b2+4abx0，由 b2-4ac=4a2x0
2+b2+4abx0，得 ax0

2+bx0+c＝0．由 x0 是一元二次方程

ax2+bx+c=0 的根，则 ax02+bx0+c＝0 成立，那么④正确．

综上：正确的有①②④，共 3 个．

故选：A．

【点睛】本题主要考查一元二次方程的根、一元二次方程的根的判别式、等式的性质，熟练掌握一元二次

方程的根、一元二次方程的根的判别式、等式的性质是解决本题的关键．

8．（2023·全国·九年级假期作业）若方程 2 2 3 2 0x px p+ - - = 的两个不相等的实数根 1 2x x、 满足

 2 3 2 3
1 1 2 24x x x x-+ = + ，则实数 p 的所有值之和为（    ）

A．0 B． 3
4

- C． 1- D． 5
4

-

【答案】B

【分析】先根据一元二次方程解的定义和根与系数的关系得到 2
1 12 3 2 0x px p -+ - = ， 1 2 2x x p+ = - ，进而推

出 1 1
3 2

1 13 2 2x px x px= + - ，则 3 2
1

2 2
1 1 1 1 13 2 2x px x pxx x= + - ++ ， 3 2

2
2 2

2 2 2 2 23 2 2x px x pxx x= + - ++ ，即可推出

       2 2
1 2 1 23 2 1 2 4p x x p x x+ + + - + = ，然后代入 1 2 2x x p+ = - ，  22 2

1 2 1 2 4x x x x p+ = + - 得到

   2 4 3 1 0p p p+ + = ，再根据判别式求出符号题意的值即可得到答案．

【详解】解：∵ 1 2x x、 是方程 2 2 3 2 0x px p+ - - = 的两个相等的实数根，

∴ 2
1 12 3 2 0x px p -+ - = ， 1 2 1 22 3 2x x p x x p+ = - = - -， ，

∴ 2
1 12 3 2x px p= ++ ，

∴ 2
1 1 1
3

12 3 2x px px x= ++ ，

∴ 1 1
3 2

1 13 2 2x px x px= + - ，

∴ 3 2 2 2
1 1 1 1 1 13 2 2x x px x px x+ = + - + ，

同理得 3 2
2

2 2
2 2 2 2 23 2 2x px x pxx x= + - ++ ，

∵  2 3 2 3
1 1 2 24x x x x-= +＋ ，

∴  2 3 2 3
1 1 2 2 4x x x x+ + + = ，

∴ 2 2 2 2
1 1 1 1 2 2 2 23 2 2 3 2 2 4px x px x px x px x+ - + + + - + = ，



∴        2 2
1 2 1 23 2 1 2 4p x x p x x+ + + - + = ，

∴          23 2 2 1 2 2 2 3 2 4p p p p pé ù+ - + - - - - - =ë û
，

∴    2 26 4 1 2 4 6 4 4p p p p p- - + - + + = ，

∴  2 2 26 4 4 6 4 2 4 6 4 4p p p p p p p- - + + + - + + = ，

∴  2 22 2 2 4 6 4 0p p p p p- + - + + = ，

∴  22 4 6 4 1 0p p p p- + + + - = ，

∴  22 4 7 3 0p p p+ + = ，

∴    2 4 3 1 0p p p+ + = ，

解得 1 2 3
30 1
4

p p p= = - = -， ， ，

∵    2Δ 2 4 3 2 0p p= + + > ，

∴ 2 3 2 0p p+ + > ，

∴   1 3 0p p+ + > ，

∴ 1p = - 不符合题意，

∴ 1 3
3
4

p p+ = -

∴符合题意，

故选 B．

【点睛】本题主要考查了一元二次方程根与系数的关系，根的判别式，一元二次方程解的定义，熟知一元

二次方程的解是使方程左右两边相等的未知数的值是解题的关键．

9．（2023 春·浙江杭州·八年级校考期中）空地上有一段长为 a 米的旧墙 MN ，利用旧墙和木栏围成一个矩形

菜园（如图 1 或图 2），已知木栏总长为 40 米，所围成的菜园面积为 S．下列说法错误的是（　　）

A．若 16 196a S= =， ，则有一种围法



B．若 20 198a S= =， ，则有一种围法

C．若 24 198a S= =， ，则有两种围法

D．若 24 200a S= =， ，则有一种围法

【答案】A

【分析】分两种情况讨论：，图 2 围法，设矩形菜园垂直于墙的边为 x 米，分别表示矩形的长，再利用矩形

面积列方程，解方程，注意检验 x 的范围，从而可得答案．

【详解】解：设矩形菜园的宽为 x 米，则长为  40 2x- 米，

∴ ( ) 240 2 2 40 ,S x x x x= - = - +  

当 16a = 时，采用图 1 围法，则此时12 20,x£ <  

当 196S = 时，

22 40 196,x x- + =  

解得：
1 210 2, 10 2,x x= + = -  

此时都不符合题意，

采用图 2 围法，如图，

此时矩形菜园的宽为 x 米，即 ,AB CD x= =  

则 40 2 16,AD BC x+ = - +  则 28 ,BC x= -  所以长为  28 x- 米，

结合 28 16x- > 可得 0 12,x< <   

∴ ( )28 196,x x- =  

解得： 1 2 14,x x= =  经检验不符合题意，

综上：若 16 196a S= =， ，，则没有围法，故 A 符合题意；

设矩形菜园的宽为 x 米，则长为  40 2x- 米，



∴ ( ) 240 2 2 40 ,S x x x x= - = - +  

当 20a = 时，采用图 1 围法，则此时10 20,x£ <  

当 198S = 时，

22 40 198,x x- + =  

解得： 1 211, 9,x x= =  经检验 11x = 符合题意；

采用图 2 围法，如图，

此时矩形菜园的宽为 x 米，即 ,AB CD x= =  

则 40 2 20,AD BC x+ = - +  则 30 ,BC x= -  所以长为  30 x- 米，

结合30 20x- > 可得 0 10,x< <   

∴ ( )30 198,x x- =  

解得：
1 215 3 3, 15 3 3,x x= + = -  经检验 15 3 3x = - 符合题意，

综上：若 20 198a S= =， ，则有两种围法，故 B 不符合题意；

设矩形菜园的宽为 x 米，则长为  40 2x- 米，

∴ ( ) 240 2 2 40 ,S x x x x= - = - +  

当 20a = 时，采用图 1 围法，则此时10 20,x£ <  

当 198S = 时，

22 40 198,x x- + =  

解得： 1 211, 9,x x= =  经检验都符合题意；

采用图 2 围法，如图，



此时矩形菜园的宽为 x 米，即 ,AB CD x= =  

则 40 2 24,AD BC x+ = - +  则 32 ,BC x= -  所以长为  32 x- 米，

结合32 24x- > 可得 0 8,x< <   

∴  32 198,x x- =  

解得：
1 216 58, 16 58,x x= + = -  经检验都不符合题意，

若 24 198a S= =， ，则有两种围法，C 不符合题意，

设矩形菜园的宽为 x 米，则长为  40 2x- 米，

∴ ( ) 240 2 2 40 ,S x x x x= - = - +  

当 20a = 时，采用图 1 围法，则此时10 20,x£ <  

当 200S = 时，

22 40 200,x x- + =  

解得： 1 2 10,x x= =  经检验符合题意；

采用图 2 围法，如图，

此时矩形菜园的宽为 x 米，即 ,AB CD x= =  

则 40 2 24,AD BC x+ = - +  则 32 ,BC x= -  所以长为  32 x- 米，

结合32 24x- > 可得 0 8,x< <   



∴  32 200,x x- =  

解得：
1 216 2 14, 16 2 14,x x= + = -  经检验都不符合题意，

综上所述，若 24 200a S= =， ，则有一种围法，D 不符合题意；

故选 A

【点睛】本题考查的是一元二次方程的应用，理解题意，表示图 2 中矩形的长是解本题的关键．

二、填空题

10．（2023·山东枣庄·统考一模）将关于 x 的一元二次方程 2 0x px q- + = 变形为 2x px q= - ，就可以将 2x 表

示为关于 x 的一次多项式，从而达到“降次”的目的，又如  3 2x x x x px q= × = - = …，我们将这种方法称为“降

次法”，通过这种方法可以化简次数较高的代数式．根据“降次法”，已知： 2 1 0x x+ - = ，且 0x > ．则 4 32 3x x x- +

的值为       ．

【答案】 6 2 5-

【分析】先将 2 1 0x x+ - = 变形为 2 2,1 1x x x x+ = = - ，再利用“降次法”将 4 32 3x x x- + 转化为 4 4x- ，然后解

一元二次方程，求出 x ，再代入求值即可．

【详解】解： 2 1 0x x+ - = ，

∴ 2 2,1 1x x x x+ = = - ．

∴ 4 32 3x x x- +

4 3 33 3x x x x= + - + ，

2 2 2( ) 3 3x x x x x x= + - × + ，

2 3 (1 ) 3x x x x= - - + ，

21 3 3 3x x x x= - - + + ，

 1 3 3 1 3x x x x= - - + - + ，

1 3 3 3 3x x x x= - - + - + ，

4 4x= - ．

∵ 2 1 0x x+ - = ， 1, 1, 1a b c= = = - ，

∴ 2 4 1 4 5 0b acD = - = + = >

∴ 1 5
2

x - ±
= ，

∵ 0x > ，



1 5
2

x - +
= ； 

∴原式 1 54 4
2

- +
= - ×  

 4 2( 1 5)= - - +  

 4 2 2 5= + -  

 6 2 5= - ．

故答案为： 6 2 5- ．

【点睛】本题考查代数式求值和解一元二次方程．理解并掌握“降次法”，是解题的关键．

11．（2023·全国·九年级专题练习）如图是一块矩形菜地    , m , mABCD AB a AD b= = ，面积为  2ms ．现

将边 AB 增加1m ．

  

（1）如图 1，若 5a = ，边 AD 减少1m ，得到的矩形面积不变，则b 的值是          ．

（2）如图 2，若边 AD 增加 2m ，有且只有一个 a 的值，使得到的矩形面积为  22 ms ，则 s 的值

是       ．

【答案】     6     6 4 2+ / 4 2 6+

【分析】（1）根据面积的不变性，列式计算即可．

（2）根据面积，建立分式方程，转化为 a 一元二次方程，判别式为零计算即可．

【详解】（1）根据题意，得，起始长方形的面积为  2ms ab= ，变化后长方形的面积为    21 1 ma b+ - ，

∵ 5a = ，边 AD 减少1m ，得到的矩形面积不变，

∴   5 1 1 5b b+ - = ，

解得 6b = ，

故答案为：6．

（2）根据题意，得，起始长方形的面积为  2ms ab= ，变化后长方形的面积为    21 2 ma b+ + ，



∴   2 1 2s a b= + + ， sb
a

= ，

∴  2 1 2ss a
a

æ ö= + +ç ÷
è ø

，

∴
2 2

1
s s

a a
= +

+
，

∴  22 2 0a s a s+ - + = ，

∵有且只有一个 a 的值，

∴  22Δ 4 2 8 0b ac s s= - = - - = ，

∴ 2 12 4 0s s- + = ，

解得
1 26 4 2, 6 4 2s s= + = - （舍去），

故答案为： 6 4 2+ ．

【点睛】本题考查了图形的面积变化，一元二次方程的应用，正确转化为一元二次方程是解题的关键．

12．（2023·河北衡水·统考二模）六张完全相同的小矩形纸片 C 与 A，B 两张矩形纸片恰好能拼成一个相邻

边长为 m，50 的大矩形，部分数据如图所示．

（1）若 8n = ，则矩形 A 的水平边长为       ；

（2）请用含 m，n 的代数式表示矩形 A 的周长：      ；

（3）若矩形 A，B 的面积相等，则 n =        ．

【答案】     26      100 2 12m n+ -      25
3

【分析】（1）根据图可得矩形 A 的长 3+ 个小矩形宽 50= ，即可得到矩形 A 的水平边长；

（2）根据图可得矩形 A 的宽 3+ 个小矩形宽 m= ，进而得到矩形 A 的竖直边长，即可得到答案；

（3）分别表示出矩形 A，B 的面积，根据矩形 A，B 的面积相等即可得到答案．

【详解】解：设矩形 A 的水平边长为 a  ，矩形 A 的竖直边长b  ，

（1）由图可知 3 50a n+ = ，

50 3 50 3 8 26a n\ = - = -  = ；



（2）由（1）可知 50 3a n= - ，

由图可知 3b m n= -  

\ 矩形 A 的周长      2 2 50 3 3a b n m né ù= + = - + -ë û  

 2 50 6 100 2 12m n m n= + - = + - ；

（3）由题知，矩形 A 的面积   50 3 3ab n m n= = - - ；

由图知，矩形 B 的面积 22 3 6n n n= × =

Q  矩形 A，B 的面积相等,

   250 3 3 6n m n n- - = ①

Q  小矩形纸片长 2m n= - ，矩形 A 的水平边长为 50 3a n= -

由图可知小矩形纸片长 = 矩形 A 的水平边长

2 50 3m n n\ - = -  ②

联立①②解得， 25
3

n = （ 50n = 舍去）．

故答案为： 26 ；100 2 12m n+ - ； 25
3

．

【点睛】本题主要考查列多项式，多项式的值，一元二次方程，掌握解题的方法以及解方程的方法是解题

的关键．

13．（2023 春·浙江·八年级阶段练习）一个矩形内放入两个边长分别为3cm 和 4cm 的小正方形纸片，按照图

①放置，矩形纸片没有被两个正方形纸片覆盖的部分（黑色阴影部分）的面积为 27cm ；按照图②放置矩形

纸片没有被两个正方形纸片覆盖的部分的面积为 211cm ，若把两张正方形纸片按图③放置时，矩形纸片没有

被两个正方形纸片覆盖的部分的面积为             ．

【答案】 28cm /8 平方厘米

【分析】设矩形的长为 x ，宽为 y ，根据图①和图②的阴影面积列出方程组，求出 ,x y 的值，再求图③的

面积求解即可．

【详解】解：设矩形的长为 x ，宽为 y ，由题意，得：



     
 

3 4 4 3 7
16 3 4 11

x y x y
xy y

ì - - + - - =ï
í = + - +ïî

，

整理，得：
2 7 7 17

15 3
xy x y

xy y
= + -ì

í
= +î

①

②
，

把②代入①得： 47 7y x= - ③，

把③代入①得：    2 47 7 7 7 47 7 17x x x x- = + - - ，

整理，得： 27 68 156 0x x- + = ，

解得： 1 2
266,
7

x x= = ，

当 6x = 时， 47 6 7 5y = -  = ，

当 26
7

x = 时， 2647 7 21
7

y = -  = （不合题意，舍去）；

∴长方形的长为6cm，宽为5 cm，

∴图③中的阴影面积为：   26 5 16 3 6 4 8cm - -  - = ；

故答案为： 28cm ．

【点睛】本题考查一元二次方程的应用．正确的识图，找准等量关系，列出方程，是解题的关键．

14．（2023 春·浙江·七年级期末）已知在长方形纸片 ABCD 中， 6AB = ， 5AD = ，现将两个边长分别为 a 和b

的正方形纸片按图 1、图 2 两种方式放置（图 1、图 2 中两张正方形纸片中均有部分重叠），长方形中未被

这两张正方形纸片覆盖的部分用阴影表示，设图 1 中阴影部分的面积为 1S ，图 2 中阴影部分的面积为 2S ；

若 2 1 3- =S S 时，则b =          ；若再在边长为 a 大正方形的左上角摆放一个边长为b 的小正方形（如图

3），当 1 8S = 时，则图 3 中阴影部分的面积 3S =          ．

【答案】     3     6.5/
13
2

【分析】先将 1S ， 2S ， 3S 用用 a，b 表示，再分别根据 2 1 3- =S S 与 1 8S = ， 2 11S = 计算即可．

【详解】解：在图 1 中，根据题意得： 1 ABCDS S S S S= - - +长方形 小正方形大正方形 大小正方形重叠部分
，



∴  2
1

2 26 5 6 6 30a b a b b a abS b=  - - + + - = - + - + ，

同理在图 2 中， 2 ABCDS S S S S= - - +长方形 小正方形大正方形 大小正方形重叠部分
，

∴  2
2

2 26 5 5 5 30a b a b b a abS b=  - - + + - = - + - +

∴    2
2

2
1 5 30 6 30S a ab b a ab bS b- = - + - + - - + - + = ，

又∵ 2 1 3- =S S ，

∴ 3b = ．

又∵ 1 8S = ，即 2 6 30 8a ab b- + - + = ，

将 3b = 代入方程 2 6 30 8a ab b- + - + = 中得：

2 3 6 3 30 8a a- + -  + =

解得： 1 24, 1a a= = - （舍去），

∴ 4a = ．

在图 3 中， 3S S S S S= + - -小正方形大正方形 左上空白大直角三角形 右下空白小直角三角形

∴  2 2 2 2 2
3

2 21 1 1 1 1 1 1 1 134 3 4 3
2 2 2 2 2 2 2 2 2

a b a b b a a b abS = + - + - = + - =  +  -   =

故答案为：3；13
2

．

【点睛】本题考查列代数式，整式的混合运算，解一元二次方程，掌握相关知识和技巧是解题的关键．本

题难度较大，所列式子较复杂，需要较强的阅读理解能力和对数学思想的运用能力．

三、解答题

15．（2023 春·福建福州·八年级福州日升中学校考期末）阅读材料．材料：若一元二次方程

 2 0 0ax bx c a+ + = ¹ 的两个根为
1x ，

2x ，则
1 2

bx x
a

+ = - ， 1 2
cx x
a

= ．

(1)材料理解：一元二次方程 25 10 1 0x x+ - = 的两个根为
1x ，

2x ，则 1 2x x+ =  ， 1 2x x =  ．

(2)类比探究：已知实数 m ， n 满足 27 7 1 0m m- - = ， 27 7 1 0n n- - = ，且 m n¹ ，求 2 2m n mn+ 的值．

(3)思维拓展：已知实数 s ， t 分别满足 27 7 1 0s s+ + = ， 2 7 7 0t t+ + = ，且 1st ¹ ，求 2 7 2st s
t

+ + 的值．

【答案】(1) 2- ； 1
5

-

(2)
1
7

-

(3) 1-



【分析】（1）直接根据阅读材料可得答案；

（2）由题意得出 m ， n 可看作方程 27 7 1 0x x- - = 的两个根，据此知 1m n+ = ， 1
7

mn = - ，将其代入计算可

得；

（3）把 2 7 7 0t t+ + = 变形为
21 17 7 1 0

t t
æ ö + × + =ç ÷
è ø

，据此可得实数 s 和1
t

可看作方程 27 7 1 0x x+ + = 的两根，继

而知 1 1s
t

+ = - ， 1 1
7

s
t

× = ，进一步代入计算可得．

【详解】（1）解： 1 2
10 2
5

x x+ = - = - ， 1 2
1
5

x x = - ，

故答案为： 2- ； 1
5

- ；

（2）∵ 27 7 1 0m m- - = ， 27 7 1 0n n- - = ，且 m n¹ ，

∴ m ， n 可看作方程 27 7 1 0x x- - = 的两个根，

∴ 1m n+ = ， 1
7

mn = - ，

∴  2 2 1 11
7 7

m n mn mn m n æ ö+ = + =  - = -ç ÷
è ø

，

∴ 2 2m n mn+ 的值为 1
7

- ；

（3）∵ s ， t 分别满足 27 7 1 0s s+ + = ， 2 7 7 0t t+ + = ，且 1st ¹ ，

∴
21 17 7 1 0

t t
æ ö + × + =ç ÷
è ø

，

∴ s 和1
t

可看作方程 27 7 1 0x x+ + = 的两根，

∴
1 1s
t

+ = - ， 1 1
7

s
t

× = ，

∴
2 7 2st s

t
+ +

7 22 ss
t t

= + +

1 12 7s s
t t

æ ö= + + × ×ç ÷
è ø

  12 1 7
7

=  - + 

1= - ，

∴
2 7 2st s

t
+ + 的值为 1- ．



【点睛】本题考查分式的化简求值，因式分解的应用，求代数式的值，解题的关键是根据题意建立合适的

方程及分式的混合运算顺序和运算法则．

16．（2023 春·湖南长沙·八年级统考期末）请阅读下列材料：

问题：已知方程 2 1 0x x+ - = ，求一个一元二次方程，使它的根分别是已知方程根的 2 倍．

解：设所求方程的根为 y ，则 2y x= ，所以
2
yx = ，把

2
yx = 代入已知方程，得

2

1 0
2 2
y yæ ö + - =ç ÷

è ø
；化简，得

2 2 4 0y y+ - = ；故所求方程为 2 2 4 0y y+ - = ．

这种利用方程根的代换求新方程的方法，我们称为“换根法”；

请用阅读材料提供的“换根法”求新方程（要求：把所求方程化为一般形式）：

(1)已知方程 2 3 2 0x x+ - = ，求一个一元二次方程，使它的根分别为已知方程根的相反数；

(2)已知关于 x 的一元二次方程  2 0 0ax bx c a- + = ¹ 有两个不等于零的实数根，求一个一元二次方程，使它

的根分别是已知方程根的倒数．

【答案】(1) 2 3 2 0y y- - =

(2)  2 0 0cy by a c- + = ¹

【分析】（1）设所求方程的根为 y ，则 y x= - ，将 x y= - 代入已知方程 2 3 2 0x x+ - = ，化简即可得到答案；

（2）设所求方程的根为 y ，则 1y
x

= ，将其代入已知方程，然后化为一般形式即可得到答案．

【详解】（1）解：设所求方程的根为 y ，则 y x= - ，

x y\ = - ，

把 x y= - 代入已知方程 2 3 2 0x x+ - = ，

得    2 3 2 0y y- +  - - = ，

化简得， 2 3 2 0y y- - = ，

\这个一元二次方程为： 2 3 2 0y y- - = ；

（2）解：设所求方程的根为 y ，则 1y
x

= ，

1x
y

\ = ，

把 1x
y

= 代入已知方程  2 0 0ax bx c a- + = ¹ ，



得
2

1 1 0a b c
y y

æ ö
- × + =ç ÷

è ø
，

去分母得， 2 0a by cy- + = ，

若 0c = ，则 2 0ax bx- = ，于是方程  2 0 0ax bx c a- + = ¹ 有一根为 0，不符合题意，

0c\ ¹ ，

\所求方程为：  2 0 0cy by a c- + = ¹ ．

【点睛】本题考查了一元二次方程的解，解答该题的关键是弄清楚“换根法”的具体解题方法．

17．（2023 春·广东梅州·九年级校考开学考试）已知关于 x 的方程    3 27 7 2 44 1 2 60x p x p x p- + + - + = ．

① 求证：不论 p 为何实数时，方程    3 27 7 2 44 1 2 60x p x p x p- + + - + = 有固定的自然数解，并求这自然数；

② 设方程另外的两个根为u 、 v ，求u 、 v 的关系式；

③ 若方程    3 27 7 2 44 1 2 60x p x p x p- + + - + = 的三个根均为自然数，求 p 的值．

【答案】① 证明见解析，所求自然数为 2 ；②
 30 1

7
u v

uv
+ -

= ；③ 18p = ．

【分析】① 把方程整理，使含 P 的项“系数”为 0 ，求 x 的值，再代入不含 p 的项检验，可求这个自然数；

② 由所求自然数值可知方程的一个因式，代入方程，再将方程分解因式，由两根关系解题；

③ 在(2)的条件下，根据解为自然数，求 p 的值．

【详解】① 原方程整理得：    3 2 27 14 2 7 44 60 0x x x x x p- - + - - + ＝ ，

解方程 27 44 60 0x x- + = ，得 1 2x = ， 2
30
7

x = ，

当 2x = 时， 3 27 14 2 0x x x- - + = ，故所求自然数为 2 ；

② ∵ 2x = 是方程的固定解，

∴  2x - 是方程的一个因式，原方程分解为:

  22 7 7 30 1 0x x px p- - + - = ，

∴ u 、 v 是方程 27 7 30 1 0x px p- + - = 的两根，

∴ u v p+ = ， 30 1
7
puv -

= ，

∴  30 1
7

u v
uv

+ -
= ；

③ 由② 可知，u v p+ = ， 30 1
7
puv -

= ，



设 30 1
7
p k-

= ，则 7 1
30
kp +

= ，

由题意可知， p ， k ，u ， v 均为自然数，

则 k 的个位数字必须为 7 ，

∴当 77k = 时，即 18p = 时，方程三个根均为自然数．

【点睛】本题考查了求高次方程固定根的方法，方程的根与系数关系，自然数解的问题，解题的关键是对

高次方程进行降次及熟练掌握根与系数之间的关系．

18．（2023·全国·九年级专题练习）阅读材料：选取二次三项式  2 0ax bx c a+ + ¹ 中的两项，配成完全平方

式的过程叫配方．例如 

①选取二次项和一次项配方：  22 4 2 2 2x x x- + = - - ；

②选取二次项和常数项配方：    2
2 4 2 2 2 2 4x x x x- + = - + - ，或    2

2 4 2 2 4 2 2x x x x- + = + - +

③选取一次项和常数项配方：  2
2 24 2 2 2x x x x- + = - -

请根据阅读材料解决下列问题：

(1)比照上面的例子，写出 2 4 9x x- + 三种不同形式的配方；

(2)已知 2 2 4 6 13 0x y x y+ + - + = ，求  y x- 的值

(3)当 x ， y 为何值时，代数式 2 25 4 6 25x xy y x- + + + 取得最小值，最小值为多少？

【答案】(1)见解析

(2)   6y x- =

(3)当 3x = - ， y = -6 时， 2 25 4 6 25x xy y x- + + + 取得最小值，最小值为16

【分析】（1）根据配方的定义，分别选取二次项、一次项、常数项中的两项，进行配方即可得出三种形式；

（2）首先根据配方法把 2 2 4 6 13 0x y x y+ + - + = 变形为    2 22 3 0x y+ + - = ，再根据偶次方的非负性，得出

2 0x + = ， 3 0y - = ，解出 x 、 y 的值，然后将 x 、 y 的值代入代数式  y x- ，计算即可得出结果；

（3）首先根据配方法把代数式 2 25 4 6 25x xy y x- + + + 变形为    2 22 3 16x y x- + + + ，再根据偶次方的非负

性，得出    2 22 3 16 16x y x- + + + ³ ，进而得出当 2 0x y- = ， 3 0x + = 时， 2 25 4 6 25x xy y x- + + + 取得最小

值，再进行计算即可得出结果．



【详解】（1）解：第一种形式：选取二次项和一次项配方，

2 4 9x x- +

2 4 4 4 9x x= - + - +

 22 5x= - + ；

第二种形式：选取二次项和常数项配方，

2 4 9x x- +

2 6 9 6 4x x x x= + + - -

 23 10x x= + - ；

或 2 4 9x x- +

2 6 9 6 4x x x x= - + + -

 23 2x x= - + ；

第三种形式：选取一次项和常数项配方，

2 4 9x x- +

2 2 24 44 9
9 9

x x x x= - + - +

2
22 53

3 9
x xæ ö= - +ç ÷

è ø
；

（2）解： 2 2 4 6 13 0x y x y+ + - + = ，

配方，得： 2 24 4 6 9 4 9 13 0x x y y+ + + - + - - + = ，

即    2 22 3 0x y+ + - = ，

∵  22 0x + ³ ，  23 0y - ³ ，

∴ 2 0x + = ， 3 0y - = ，

解得： 2x = - ， 3y = ，

∴      3 2 6y x- = -  - = ；

（3）解： 2 25 4 6 25x xy y x- + + +

2 2 24 4 6 9 16x xy y x x= - + + + + +

   2 22 3 16x y x= - + + + ，



∵    2 22 3 0x y x- + + ³ ，

∴    2 22 3 16 16x y x- + + + ³ ，

当 2 0x y- = ， 3 0x + = 时， 2 25 4 6 25x xy y x- + + + 取得最小值，

即当 3x = - ， y = -6 时， 2 25 4 6 25x xy y x- + + + 取得最小值，最小值为16 ．

【点睛】本题考查了配方法的应用，根据配方法的步骤和完全平方公式进行配方是解本题的关键．

19．（2023 春·浙江·八年级专题练习）阅读如下材料，完成下列问题：

材料一：对于二次三项式求最值问题，有如下示例：

 22 2 2 22 3 2 1 1 3 1 2x x x x x- + = - + - + = - + ．因为  21 0x - ³ ，所以  21 2 2x - + ³ ，所以，当 1x = 时，原式

的最小值为 2．

材料二：对于实数 a，b，若 0a b> > ，则 1 10
a b

< < ．

完成问题：

（1）求 2 4 1x x- - 的最小值；

（2）求
2

2

2 8 13
4 6

x x
x x

- +
- +

的最大值；

（3）若实数 m，n 满足 2 2 6 12 27m n m n- - + = ．求 2 23n m- 的最大值．

【答案】（1）-5；（2） 5
2

（3） 9 6
2

【分析】（1）按照材料一配方即可求最值；

（2）把原式化成
2

12
4 6x x

+
- +

，求 2 4 6x x- + 最小值即可；

（3）根据已知得到 2 2( 3) ( 6)m n- = - ，即 3m n+ = 或 9n m= - ，代入求最值即可．

【详解】解：（1） 2 22 2 24 1 4 2 2 1 ( 2) 5x x x xx- - = - + - - = - - ，因为  22 0x - ³ ，所以  22 5 5x - - ³ - ，所

以，当 2x = 时，原式的最小值为-5．

（2）
2 2

2 2 2

2 8 13 2( 4 6) 1 12
4 6 4 6 4 6

x x x x
x x x x x x

- + - + +
= = +

- + - + - +
，

当 2 4 6x x- + 取最小值时，原式最大，

由（1）可知 2 24 6 ( 2) 2x x x- + = - + ，最小值为 2，

此时
2

2

2 8 13
4 6

x x
x x

- +
- +

的最大值为 1 52
2 2

+ = ；

（3）∵ 2 2 6 12 27m n m n- - + = ，



∴ 2 26 9 ( 12 36) 0m m n n- + - - + = ，

2 2( 3) ( 6)m n- = - ，

3 6m n- = - 或 3 6m n- = - + ，

3m n+ = 或 9n m= - ，

2 23n m- = 2 2 2 23 27( 3) 3 2 6 9 2( )
2 2

m m m m m+ - = - + + = - - + ，

最大值是 27
2

， 2 23n m- 的最大值为 27 3 6
2 2

= ；

或 2 23n m- = 2 2 2 29 243(9 ) 3 2 18 81 2( )
2 2

m m m m m- - = - - + = - + + ，

最大值是 243
2

， 2 23n m- 的最大值为 243 9 6
2 2

= ；

综上， 2 23n m- 的最大值为 9 6
2

【点睛】本题考查了配方法求最值，解题关键是熟练运用配方法求代数式的最值．

20．（2023·全国·九年级假期作业）对任意一个三位数 k ，如果满足各个数位上的数字都不为零，且十位上

的数字等于百位上的数字与个位上的数字的平均数，那么称这个数为“快乐数”．例如： 123k = ，因为

1 32
2
+

= ，所以123是“快乐数”．

(1)请通过计算判断 241是不是“快乐数”，并直接写出最大的“快乐数”；

(2)已知一个“快乐数” 100 10k a b c= + + （1 a£ 、b 、 9c £ ， a 、b 、 c 为自然数），且使关于 x 的一元二次方

程 2 2 0ax bx c+ + = 有两个相等的实数根，若 7 10a b c£ + + £ ，求满足条件的所有 k 的值．

【答案】(1) 241不是“快乐数”；最大的“快乐数”为 999

(2)333

【分析】（1）根据“快乐数”的定义解答即可；

（2）根据“快乐数”可得出
2

a cb +
= ，根据一元二次方程根的情况可得 2b ac= ，再结合 7 10a b c£ + + £ 及

1 a£ 、b 、 9c £ ， a 、b 、 c 为自然数可得出 a 、b 、 c 的值，最后结合“快乐数”的定义即可得出答案．

【详解】（1）解：∵
2 1 4

2
+

¹ ，

∴ 241不是“快乐数”，

∵各个数位上的数字都不为零，且十位上的数字等于百位上的数字与个位上的数字的平均数，各个数位上的

数字最大为9，



又∵
9 9 9

2
+

= ，

∴最大的“快乐数”为 999 ．

（2）∵ 100 10k a b c= + + 为“快乐数”，

∴
2

a cb +
= ，

∵关于 x 的一元二次方程 2 2 0ax bx c+ + = 有两个相等的实数根，

∴  22 4 0b ac- = ，即 2b ac= ，

∴
2

2

7 10
1 9

a cb

b ac
a b c
a b c

+ì =ï
ïï =í
ï £ + + £
ï

£ £ïî 、 、

，

解得： 3a = ， 3b = ， 3c = ，

∴ 100 10 100 3 10 3 3 333k a b c= + + =  +  + = ，

综上所述，满足条件的所有 k 的值为333．

∴满足条件的所有 k 的值为333．

【点睛】本题考查一元二次方程的应用，不等式组应用．解题的关键是理解“快乐数”的定义．

21．（2023 春·浙江·八年级专题练习）对于任意一个三位数 k，如果 k 满足各个数位上的数字都不为零，且

十位上的数字的平方等于百位上的数字与个位上的数字之积的 4 倍，那么称这个数为“喜鹊数”．例如：k＝

169，因为 62＝4×1×9，所以 169 是“喜鹊数”．

(1)已知一个“喜鹊数”k＝100a+10b+c（1≤a、b、c≤9，其中 a，b，c 为正整数），请直接写出 a，b，c 所满足

的关系式  ；判断 241     “喜鹊数”（填“是”或“不是”），并写出一个“喜鹊数” ；

(2)利用（1）中“喜鹊数”k 中的 a，b，c 构造两个一元二次方程 ax2+bx+c＝0①与 cx2+bx+a＝0②，若 x＝m

是方程①的一个根，x＝n 是方程②的一个根，求 m 与 n 满足的关系式；

(3)在（2）中条件下，且 m+n＝﹣2，请直接写出满足条件的所有 k 的值．

【答案】(1)b2﹣4ac＝0；不是；121

(2)mn＝1

(3)121，242，363，484

【分析】（1）根据喜鹊数的定义解答即可；

（2）根据一元二次方程的定义和根的判别式解答即可；



（3）求出 m 与 n 互为倒数，又 m+n＝﹣2，得出 m＝﹣1，n＝﹣1，求出 b＝a+c，a＝c，结合喜鹊数的定义

即可得出答案．

【详解】（1）∵k＝100a+10b+c 是喜鹊数，

∴b2＝4ac，即 b2﹣4ac＝0；

∵42＝16，4×2×1＝8，16≠8，

∴241 不是喜鹊数；

∵各个数位上的数字都不为零，百位上的数字与个位上的数字之积的 4 倍，

∴十位上的数字的平方最小为 4，

∵22＝4，4×1×1＝4，

∴最小的“喜鹊数”是 121．

故答案为：b2﹣4ac＝0；不是；121．

（2）∵x＝m 是一元二次方程 ax2+bx+c＝0 的一个根，x＝n 是一元二次方程 cx2+bx+a＝0 的一个根，

∴am2+bm+c＝0，cn2+bn+a＝0，

将 cn2+bn+a＝0 两边同除以 n2 得：a（ 1
n

）2+b（ 1
n

）+c＝0，

∴将 m、 1
n

看成是方程 ax2+bx+c 的两个根，

∵b2﹣4ac＝0，

∴方程 ax2+bx+c 有两个相等的实数根，

∴m＝ 1
n

，即 mn＝1；

故答案为：mn＝1．

（3）∵m+n＝﹣2，mn＝1，

∴m＝﹣1，n＝﹣1，

∴a﹣b+c＝0，

∴b＝a+c，

∵b2＝4ac，

∴（a+c）2＝4ac，

解得：a＝c，

∴满足条件的所有 k 的值为 121，242，363，484．

故答案为：121，242，363，484．

【点睛】此题考查了一元二次方程的应用，解题关键是弄清喜鹊数的定义．



22．（2023·江苏·九年级假期作业）已知关于 x 的方程 2 22 3 5 0x px p q+ - + - = ，其中 p，q 都是实数．

(1)若 0q = 时，方程有两个不同的实数根
1x ，

2x ，且
1 2

1 1 1
7x x

+ = ，求实数 p 的值．

(2)若方程有三个不同的实数根
1x ，

2x ， 3x ，且
1 2 3

1 1 1 0
x x x

+ + = ，求实数 p 和 q 的值．

(3)是否同时存在质数 p 和整数 q 使得方程有四个不同的实数根
1x ，

2x ， 3x ， 4x 且

41 2 3 4
1 2 3 4 3( )

4
x x x xx x x x + + +

= ？若存在，求出所有满足条件的 p，q．若不存在，说明理由．

【答案】(1) 5p =

(2) 2p = - 或 2 ， 3q =

(3)存在， 2p = 时， 1q = ；当 5p = 时， 55q =

【分析】（1）根据根与系数的关系可得 2 2 2(2 ) 4( 3 5) 16 20 0p p pD = - - + = - > ， 1 2 2x x p+ = - ， 2
1 2 5 3= -x x p ，代

入
1 2

1 1 1
7x x

+ = 可得关于 p 的方程，解方程即可；

（2）由方程有三个不同的实数根
1x 、

2x 、 3x ，可得 3x p= - ，
1x 、

2x 是方程 2 22 3 5x px p q+ - + = 的两根；由

根与系数的关系可得 1 2 2x x p+ = - ， 2
1 2 10 7= -x x p ， 3x p= - ． 2 2 2(2 ) 4( 7 10) 32 40 0p p pD = - - + = - > ，进而得

到关于 p 的方程，解出 p 即可求出 q的值；

（3）方程有四个不同的实数根
1x ，

2x ， 3x ， 4x ，由（2）知 20 4 5q p< < - ，不妨设
1x ，

2x 是方程

2 22 3 5 0x px p q+ - + - = 的两根， 3x ， 4x 是方程 2 22 3 5 0x px p q+ - + + = 的两根，可得

4 4 4 3 3 2 23 3 1 2 3 3 3p p p p p p p p p=  =  =  =  =  ，进行讨论即可求解．

【详解】（1）解：若 0q = ，则方程为 2 22 3 5 0x px p+ - + = ．

因该方程有两个不同的实数
1x 、

2x ，

可得 2 2 2(2 ) 4( 3 5) 16 20 0p p pD = - - + = - > ， 1 2 2x x p+ = - ， 2
1 2 5 3= -x x p ，

解得 2 5
4

p > ；

由
1 2

1 1 1
7x x

+ = ，得 1 2
2

1 2 1 2

1 1 2 1
5 3 7

x x p
x x x x p

+ -
+ = = =

-
，

解得 5p = 或 1
3

- ．（注意 25 3 0)p- ¹



因为 2 5
4

p > ，所以 5p = ．

（2）显然 0q > ．方程可写成 2 22 3 5x px p q+ - + = ± ．

因该方程有三个不同的实数根，

即函数 2 2
1 2 3 5= + - +y x px p 与 2y q= ± 的图象有三个不同的交点，

可得： 3x p= - ，
2 2

24(5 3 ) 4 5 4
4

p pq p- -
- = = - ，即 24 5q p= - ，

因为
1x 、

2x 是方程 2 22 3 5x px p q+ - + = 的两根，

即 2 22 7 10 0x px p+ - + = ．

则 1 2 2x x p+ = - ， 2
1 2 10 7= -x x p ， 3x p= - ．

2 2 2(2 ) 4( 7 10) 32 40 0p p pD = - - + = - > ，

解得 2 5
4

p > ．

由
1 2 3

1 1 1 0
x x x

+ + = ，得
2

1 2
2 2

1 2 3

1 2 1 10 5 0
10 7 (7 10)

x x p p
x x x p p p p
+ - -

+ = + = =
- - -

，

解得 2 52
4

p = > ，

∴ 2p = - 或 2 ， 24 5 3q p= - = ．

（3）存在．

方程有四个不同的实数根
1x ，

2x ， 3x ， 4x ，由（2）知 20 4 5q p< < - ，

不妨设
1x ，

2x 是方程 2 22 3 5 0x px p q+ - + - = 的两根， 3x ， 4x 是方程 2 22 3 5 0x px p q+ - + + = 的两根，

则 1 2 2x x p+ = - ， 2
1 2 3 5x x p q= - + - ， 3 4 2x x p+ = - ， 3 4

23 5x x p q= - + + ，

则 1 2 3 4 4x x x x p+ + + = - ， 2 2 2 2
1 2 3 4 ( 3 5 )( 3 5 ) (3 5 )(3 5 )x x x x p q p q p q p q= - + - - + + = - + - - ，

因为 41 2 3 4
1 2 3 4 3( )

4
x x x xx x x x + + +

= ，

所以 2 2 4(3 5 )(3 5 ) 3p q p q p- + - - = ，

因为 P 是质数， 2p ³ ， 2 23 5 3 5 0p q p q- + > - - > ，

所以 2 2 23 5 3p q p p- + > > ，

4 4 4 3 3 2 23 3 1 2 3 3 3p p p p p p p p p=  =  =  =  =  ，

则
2 4

2

3 5 3
3 5 1

p q q
p q

ì - + =
í

- - =î
，



则 4 23 6 11 0p p- + = 无解，

则
2 4

2

3 5
3 5 3

p q p
p q

ì - + =
í

- - =î
，

则 4 23 6 13 0p p- + = 无解，

则
2 3

2

3 5 3
3 5

p q p
p q p

ì - + =
í

- - =î
，

则 3 23 6 10 0p p p- + + = ，

解得 1p = - ，

则
2 3

2

3 5
3 5 3

p q p
p q p

ì - + =
í

- - =î
，

则 3 26 3 10 0p p p- + + = ，

解得 1p = - ，2，5，

则
2 2

2 2

3 5 3
3 5

p q p
p q p

ì - + =
í

- - =î
，

则 22 10 0p - = ，

解得 5p = ± ．

故 2p = ，5，

所以存在满足条件的 p ， q．当 2p = 时， 1q = ；当 5p = 时， 55q = ．

【点睛】本题考查了一元二次方程的整数根与有理根，根与系数的关系，牢记两根之和等于 b
a

- 、两根之积

等于 c
a

是解题的关键．

23．（2023·全国·九年级假期作业）阅读材料，解答问题：

【材料 1】

为了解方程  22 213 36 0x x- + = ，如果我们把 2x 看作一个整体，然后设 2y x= ，则原方程可化为

2 13 36 0y y- + = ，经过运算，原方程的解为 1 2, 2x = ± ， 3,4 3x = ± ．我们把以上这种解决问题的方法通常叫做

换元法．

【材料 2】

已知实数 m ， n 满足 2 1 0m m- - = ， 2 1 0n n- - = ，且 m n¹ ，显然 m ， n 是方程 2 1 0x x- - = 的两个不相等



的实数根，由韦达定理可知 1m n+ = ， 1mn = - ．

根据上述材料，解决以下问题：

(1)直接应用：

方程 4 25 6 0x x- + = 的解为 ；

(2)间接应用：

已知实数 a ，b 满足： 4 22 7 1 0a a- + = ， 4 22 7 1 0b b- + = 且 a b¹ ，求 4 4a b+ 的值．

【答案】(1) 1 2x = ，
2 2x = - ，

3 3x = ，
4 3x = -

(2) 45 7 41
4

- 或 45 7 41
4

+ 或 45
4

【分析】（1）利用换元法解方程，设 2y x= ，则原方程可化为 2 5 6 0y y- + = ，解关于 y 的方程得到 1 2y = ，

2 3y = ，则 2 2x = 或 2 3x = ，然后分别解两个元二次方程即可；

（2）根据已知条件，当 a b= - 时， 2 2a b= ，解关于 2a 的一元二次方程 4 22 7 1 0a a- + = 得 2 7 41
4

a ±
= ，则

44 4 2 1 45 7 42 7 1
4

b aa a = - =
±

=+ ；

当 a b¹ - 时，把 2a 、 2b 看作方程 22 7 1 0x x- + = 的两不相等的实数根，则根据根与系数的关系得到 2 2 7
2

a b+ = ，

2 2 1
2

a b = ，再变形得到  24 4 2 2 2 22a b a b a b+ = + - ，然后利用整体代入的方法计算．

【详解】（1）解： 4 25 6 0x x- + = ，

设 2y x= ，则原方程可化为 2 5 6 0y y- + = ，

解得： 1 2y = ， 2 3y = ，

当 2y = 时， 2 2x = ，解得：
1 2x = ，

2 2x = - ，

当 3y = 时， 2 3x = ，解得：
3 3x = ，

4 3x = - ，

∴原方程的解为
1 2x = ，

2 2x = - ，
3 3x = ，

4 3x = - ，

故答案为：
1 2x = ，

2 2x = - ，
3 3x = ，

4 3x = - ；

（2）解：∵实数 a ，b 满足： 4 22 7 1 0a a- + = ， 4 22 7 1 0b b- + = 且 a b¹ ，

当 a b= - 时， 2 2a b= ，解关于 2a 的一元二次方程 4 22 7 1 0a a- + = ，



得： 2 7 41
4

a ±
= ，

∴ 44 4 2 1 45 7 42 7 1
4

b aa a = - =
±

=+ ；

当 a b¹ - 时，则 2a 、 2b 是方程 22 7 1 0x x- + = 的两不相等的实数根，

∴ 2 2 7
2

a b+ = ， 2 2 1
2

a b = ，

∴  
2

24 2 24 2 2 7 1 452 2
2 2 4

a b b ba a æ ö+ + == - -  =ç ÷
è ø

；

∴ 4 4a b+ 的值为 45 7 41
4

- 或 45 7 41
4

+ 或 45
4

．

【点睛】本题考查一元二次方程根与系数的关系：若
1x ，

2x 是一元二次方程  2 0 0ax bx c a+ + = ¹ 的两根，

则
1 2

bx x
a

+ = - ， 1 2
cx x
a

= ；也考查了换元法，解一元二次方程，求代数式的值，运用了恒等变换的思想．掌

握查一元二次方程根与系数的关系是解题的关键．

24．（2023 春·广东深圳·七年级统考期末）在学习《完全平方公式》时，某数学学习小组发现：已知

5a b+ = ， 3ab = ，可以在不求 a 、b 的值的情况下，求出 2 2a b+ 的值．具体做法如下：

2 2 2 2 2 22 2 ( ) 2 5 2 3 19a b a b ab ab a b ab+ = + + - = + - = -  = ．

(1)若 7, 6a b ab+ = = ，则 2 2a b+ = ______；

(2)若 m 满足 (8 )( 3) 3m m- - = ，求 2 2(8 ) ( 3)m m- + - 的值，同样可以应用上述方法解决问题．具体操作如下：

解：设8 m a- = ， 3m b- = ，

则 (8 ) ( 3) 5a b m m+ = - + - = ， (8 )( 3) 3ab m m= - - = ，

所以 2 2 2 2 2 2(8 ) ( 3) ( ) 2 5 2 3 19m m a b a b ab- + - = + = + - = -  = ．

请参照上述方法解决下列问题：若 (3 2)(10 3 ) 6x x- - = ，求 2 2(3 2) (10 3 )x x- + - 的值；

(3)如图，某校“园艺”社团在三面靠墙的空地上，用长 12 米的篱笆（不含墙 AM AD DN， ， ）围成一个长方

形花圃 ABCD，花圃 ABCD 的面积为 20 平方米，其中墙 AD 足够长，墙 AM ^ 墙 AD，墙 DN ^ 墙 AD，

1AM DN= = 米．随着学校“园艺”社团成员的增加，学校在花圃 ABCD 旁分别以 AB CD， 边向外各扩建两个

正方形花圃，以 BC 边向外扩建一个正方形花圃（如图所示虚线区域部分），请问新扩建花圃的总面积为

______平方米．



  

【答案】(1)37

(2)52

(3)116

【分析】（1）根据材料介绍方法解答即可；

（2）仿照操作方法解答即可；

（3）先说明 BM CN= ，设 BM CN x= = 米，则  12 2BC x= - 米，然后根据“花圃 ABCD 的面积为 20 平方

米”列方程求得 x，然后再列式求得扩建花圃的面积即可．

【详解】（1）解： 2 2 2 2 2 22 2 ( ) 2 7 2 6 37a b a b ab ab a b ab+ = + + - = + - = -  = ．

（2）解：设3 2x a- = ，10 3x b- = ，

则 (3 2) (10 3 ) 8a b x x+ = - + - = ， (3 2)(10 3 ) 6ab x x= - - = ，

所以 2 2 2 2 2 2(3 2) (10 3 ) ( ) 2 8 2 6 52x x a b a b ab- + - = + = + - = -  = ．

（3）解：∵四边形 ABCD 长方形，

∴ AB CD= ，

∵ AM DN= ，

∴ BM CN= ，

设 BM CN x= = 米，则  12 2BC x= - 米

由题意知   1 12 2 20x x+ - = ，解得 1x = 或 4x = ，经检验，均符合题意

①当 1x = 时， 2, 10AB BC= =

∴新扩建花圃的总面积为: 2 22 4 10 116 + = (平方米)；

②当 4x = 时， 5, 4AB BC= = ，

新扩建花圃的总面积为: 2 25 4 4 116 + = (平方米) ．

综上，新扩建花圃的总面积为 116 平方米．

故答案为 116．
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