
第 09 练 利用导数研究双变量问题

【基础练】

1．（2023·陕西宝鸡·统考二模）已知函数    2ln R
2
af x x x x x a    ，且 f（x）在内

有两个极值点 1 2,x x （ 1 2x x ）．

(1)求实数 a 的取值范围；

(2)求证：
1 2

2 0a x x 
 ．

2．（2020 秋·四川内江·高三四川省内江市第六中学校考阶段练习）已知 a R ，函数

     3 21 1 2 , 2 ln
6 2

f x x a x b g x a x     .

（1）若曲线  y f x 与曲线在它们的交点  1,c 处的切线互相垂直, 求 ,a b的值；

（2）设      'F x f x g x  ,若对任意的  1 2, 0,x x   ,且 1 2x x ,都有

     1 2 1 2F x F x a x x   ，求 a的取值范围．

3．（2023 春·山东威海·高二校考阶段练习）已知函数
1( ) x

xf x
e


 （ e为自然对数的底

数）.

（1）求函数 ( )f x 的单调区间；

（2）设函数
1( ) ( ) ( ) xx xf x tf x
e

    ，存在实数 1x ， 2 [0,1]x  ，使得 1 22 ( ) ( )x x  成立，

求实数 t的取值范围.

4．（2022 秋·新疆乌鲁木齐·高三乌市八中校考阶段练习）已知函数   lnaf x ax x
x

  

（ a  R ）.

（1）若  f x 是定义域上的增函数，求 a 的取值范围；

（2）若
2
5

a  ，若函数  f x 有两个极值点 1x ， 2x （ 1 2x x ），求的取值范围.

5．（2023·全国·高三专题练习）已知对于不相等的正实数 a，b，有
ln ln 2

a b a bab
a b

 
 



成立，我们称其为对数平均不等式．现有函数   ln 1xf x
x


 ．

(1)求函数  f x 的极值；

(2)若方程  f x m 有两个不相等的实数根 1x ， 2x ．

①证明： 1 2 2

11 x x
m

  ；

②证明：  2
1 2

2 ln 2lnx x m m
m

   ．

6．（2022·全国·高三专题练习）已知函数   lnf x x a x  .



（1）讨论  f x 的单调性；

（2）若  f x 有两个相异零点 1 2,x x ，求证：
2

1 2x x e  .

7．（2023·全国·高三专题练习）已知函数   ln af x x b
x

   （ a，b R ）.

(1)求函数  f x 的极值；

(2)若函数  f x 的最小值为 0， 1x ， 2x （ 1 2x x ）为函数的两个零点，证明：

2
1e e ln 2x x  .

8．（2021 秋·河南南阳·高三南阳中学校考阶段练习）已知函数  
2 1 2 lnx ax xf x

x
 

 .

（1）讨论函数  f x 的单调性；

（2）若
1 1ln lnm n
m n

   ，求证: 2m n  .

9．（2023·海南海口·校考模拟预测）已知函数   2 2ln 1f x x x   ．

(1)求曲线  y f x 在点处的切线方程；

(2)若函数      2 Rg x f x ax a   有两个极值点 1 2,x x ，且 1 2 ex x  ，求    1 2g x g x 的

取值范围．

10．（2023·全国·高三专题练习）已知函数   lnf x x .

（1）求函数的单调区间；

（2）证明： 1x ，  2 1x   ， ，.

【提升练】

11．（2023·福建宁德·福建省宁德第一中学校考一模）已知函数

23( ) 2 ln (2 3)
2

f x ax x a x    .

(1)求 ( )f x 在 (0,1]的最小值；

(2)若方程 ( )f x k 有两个不同的解 1 2,x x ，且 1 0 2, ,x x x 成等差数列，试探究  0f x 值的符

号.

12．（2023·安徽六安·安徽省舒城中学校考模拟预测）已知   21ln 2
2

f x a x x x  

（ Ra  且 0a  ），   cos sing x x x x  ．

(1)求  g x 在上的最小值；



(2)如果对任意的  1 ,x    ，存在 2
1 ,x e
e

    
，使得成立，求实数 a 的取值范围．

13．（2023·全国·高二专题练习）已知函数 2( ) xg x e ax ax   ， ( ) 2 lnxh x e x x   ．其

中 e为自然对数的底数．

（1）若 ( ) ( ) ( )f x h x g x  ，讨论 ( ) f x 的单调性；

（2）已知 0a  ，函数 ( )g x 恰有两个不同的极值点 1x ， 2x ，证明：．

14．（2021 春·全国·高二期末）已知函数 2

4( ) ( 1)
( 2)

f x x x
x

  


，函数.

（1）求函数  f x 的最小值；

（2）若对于任意 1 (1, )x   ，都存在 2 (1, )x   ，使得    1 2f x g x 成立，求实数 a的

取值范围.

15．（2022·浙江·高三专题练习）已知函数.

(1)若 5a  ，求曲线  y f x 单调递增区间及  y f x 在点处的切线方程；

(2)若不等式 ( )f x x 在 (0,1]x  上恒成立，求 a的取值范围；

(3)若  f x 有两个极值点 1x ， 2x ，且 1 2x x .记      1 2g a f x f x  ，求 a的取值范围，

使得   150 4ln 2
4

g a   .

16．（2004·重庆·高考真题）设函数   ( ) 1f x x x x a   ，.

（1）求导数 ( )f x ，并证明 ( )f x 有两个不同的极值点 1x ､ 2x ；

（2）若不等式    1 2 0f x f x ≤ 成立，求 a的取值范围.

17．（2022 春·浙江宁波·高二效实中学校考期中）已知函数    2

2ln xg x x t t R
e

    有两

个零点 1x ， 2x .

（1）求实数 t的取值范围；

（2）求证： 2
1 2

1 1 4
x x e

  .

18．（2022 秋·甘肃·高二统考期中）函数   1lnf x x mx
x

   .

（1）讨论函数  f x 的单调性；

（2）若      1 1 2 2 1 20f x mx f x mx x x     ，求证： 1 2 2x x  .

【能力练】

19．（2022·全国·高三专题练习）已知函数 2( )
1

xef x
ax bx


 

，其中 0a  ，b R ，e



为自然对数的底数.

(1)若 1b  ，且当 0x  时， ( ) 1f x  总成立，求实数 a 的取值范围；

(2)若 0b  ，且 ( )f x 存在两个极值点 1x ， 2x ，求证：
2

1 2
1( ) ( )

2
ef x f x 

 

20．（2022 春·福建宁德·高二福建省福安市第一中学校考阶段练习）已知函数 f(x)＝x－

alnx

(1)求函数 f(x)的极值点；

(2)若方程  f x k 有 2 个不等的实根 1 2,x x ，证明： 1 2 2x x a  .

21．（2022 秋·天津河西·高三天津市第四中学校考期中）已知函数   xf x e ， x R ，

 g x lnx ，  0,x   ．

(1)若直线 2y kx  与  g x 的图象相切，求实数 k 的值；

(2)设 0x  ，讨论曲线  y f x 与曲线 2 ( 0)y mx m  公共点的个数．

(3)设 a b ，比较
   

2
f a f b

与
   f b f a

b a



的大小，并说明理由．

22．（2023·全国·高三专题练习）已知函数    e 2 1xf x x a    ，

     2 1 2g x x a x a     （其中 e 2.71828 是自然对数的底数）

(1)试讨论函数  f x 的零点个数；

(2)当 1a  时，设函数      h x f x g x  的两个极值点为 1x 、 2x 且 1 2x x ，求证：

2 1e e 4 2x x a   .

23．（2023·全国·高三专题练习）已知函数
21( ) ln

2
f x x x ax  ．

(1)若 ( )f x 在 (0, ) 上单调递减，求实数 a 的取值范围．

(2)若 1 2,x x 是方程 ( ) 0f x  的两个不相等的实数根，证明： 1 2
1x x
a

  ．

24．（2023 春·广西桂林·高二校考阶段练习）已知函数.

（1）证明：曲线  y f x 在点处的切线 l恒过定点；

（2）若  f x 有两个零点 1x ， 2x ，且 2 12x x ，证明： 1 2 2

8x x
e

 .

【磨尖练】

25．（2022·天津和平·耀华中学校考模拟预测）已知函数在点( 1 ，  1f  )处的切线方程

为．

(1)求 a、b；



(2)设曲线 y＝f(x)与 x 轴负半轴的交点为 P，曲线在点 P 处的切线方程为 y＝h(x)，求证：

对于任意的实数 x，都有 f(x)≥h(x)；

(3)若关于 x 的方程有两个实数根 1x 、 2x ，且 1 2x x ，证明：
 

2 1

1 2e
1

1 e
m

x x


 


„ ．

26．（2022 秋·河南·高三安阳一中校联考阶段练习）已知函数存在两个极值点 1 2,x x ．

(1)求实数 a 的取值范围；

(2)判断 1 2

2
x xf  

 
 

的符号，并说明理由．

27．（2022 秋·天津和平·高三耀华中学校考阶段练习）已知函数， a  R ．

(1)当 1a  时，求  y f x 在处的切线方程；

(2)若  y f x 有两个极值点 1 2,x x ，且 1 2x x ．

①求实数 a的取值范围；

②求证：
2
2 1 3x x a   ．

28．（2022 秋·黑龙江牡丹江·高三牡丹江一中校考期末）已知 a  R ，函数

( ) ln 2 2
2
af x x x x
x

    .

(1)当 0a  时，求 ( )f x 的单调区间和极值；

(2)若 ( )f x 有两个不同的极值点 1x ，  2 1 2x x x .

（i）求实数 a的取值范围；

（ii）证明： 1 2
eln 2ln 3ln 2
2

x x    （ e 2.71828 ……为自然对数的底数）.



参考答案：

1．(1)
1 0
e

a  

(2)见解析

【分析】(1)转化为
ln xa

x
  有两个根，讨论单调性结合函数图象可求解；(2)等价于证明 1 2ln ln 2,x x  构造

函数即可证明.

【详解】（1）由题可知,   lnf x x ax   ,令   0f x  ,即 ln 0x ax  ,

即
ln xa

x
  有两个根 1 2,x x ,

令
ln( ) xg x

x
 ,则 2

1 ln( ) xg x
x

  ,

由 ( ) 0g x  得,1 ln 0x  ,解得0 ex  ;由 ( ) 0g x  得,1 ln 0x  ,解得 ex  ,

所以 ( )g x 在 (0, e)单调递增, 单调递减,

(1) 0,f  ex  时 ( ) 0f x  ,

所以要使
ln xa

x
  有两个根,则

10 (e)
e

a f    ,

解得
10 (e)
e

a f    ,所以
1 0
e

a   .

（2）由(1)可知

1

1

2

2

ln

,
ln

xa
x
xa

x

 

 


 且 1 21 x e x   ，所以

要证
1 2

2 0a x x 
 ，只用证  1 2 2 0a x x   ，

等价于证明 1 2( ) 2a x x   ，

而 2 1 2 1( ) ln lna x x x x    ，即
2 1

2 1

ln lnx xa
x x


 

 ，

故等价于证明
2 1

2 1 2 1

ln ln 2x x
x x x x




  ，

即证
2 2 1

1 2 1

2( )ln x x x
x x x




 .

令
2

1

xt
x

 ，则 1t  ，

于是等价于证明
2( 1)ln

1
tt

t





成立，

设， 1t 



2

2 2
1 4 ( 1)( ) 0

( 1) ( 1)
tg t

t t t t
 

   
 

，

所以 ( )g t  在 (1, ) 上单调递增，

故 ( ) (1) 0g t g  ，即
2( 1)ln

1
tt

t





成立，

所以 1 2ln ln 2x x  ，结论得证.

2．（１）
11,
3

a b  ,或
1 7,
2 12

a b  ；（２）
1
2

a  ．

【详解】试题分析：（１）由    ' 1 1 1f g   得
32 1
2

a a    
 

可得 a的值，由  1,c 在上得 0c = ，则  1,0 在

 y f x 上可得 ,a b等式，求得b 的值；（２）本题可转化为    G x F x ax  在上是增函数，求  ' 0G x  转

化为一元二次不等式恒成立问题，可得 a的取值范围．

试题解析：（1）          21 3 2' 2 , ' 1 , ' , ' 1 2
2 2

af x x a x f a g x g a
x

        Q Q ,依题意有

 ' 1 1f   ,且    1 1f g ,可得

 

32 1
2{

1 1 2 0
6 2

a a

a b

    
 

   
,解得

11,
3

a b  ,或
1 7,
2 12

a b  .

（2）    21 2 2 ln
2

F x x a x a x   Q .不妨设      1 2 1 2 1 2,x x F x F x a x x  ,

等价于    2 2 1 1F x ax F x ax   .设    G x F x ax  ,则对任意的  1 2, 0,x x   ,且 1 2x x ,

都有
   2 1

2 1

F x F x
a

x x





,等价于    G x F x ax  在上是增函数.

  21 2 ln 2
2

G x x a x x   ,可得  
22 2 2' 2a x x aG x x

x x
 

    ,依题意有, 对任意 0x  ,

有 2 2 2 0x x a   恒成立. 由  
2

22 2 1 1a x x x     ,可得
1
2

a  . 

考点：导数的几何意义；构造函数．

3．（1）0；（2） 3 2et   或
e3
2

t   ．

【详解】试题分析：（1）求导得 ( ) x
xf x
e

   ，根据导数的符号即可求出 ( )f x 的单调区间（2）如果存在

1 2, [0,1]x x  ，使得 1 22 ( ) ( )x x  成立，那么 min max2[ ( )] [ ( )]x x   由题设得
2 (1 ) 1( ) x

x t xx
e

   
 ，求导得 

( )( 1)( ) x

x t xx
e

      由于含有参数 t，故分情况讨论，分别求出 的最大值和最小值如何分类呢？由

( )( 1) 0x

x t x
e

 
  得 , 1x t x  ，又由于 [0,1]x   故以 0、1 为界分类 当 1t  时， 在[0,1]上单调递减；当 



0t  时，在[0,1]上单调递增以上两种情况都很容易求得 t的范围当 时，在上单调递减， 在[ ,1]t 上

单调递增，所以最大值为 (0), (1)  中的较大者，最小值为 ( )t ，
3(0) 1, (1) t

e
  

  ，一般情况下再分类是

比较这两者的大小，但 
12 ( ) 2 tt

e
 

 ，由（1）可知
4 12 2t

t
e e


  ，而 

2 3 3t
e e e


  ，显然

3 12 t

t t
e e
 

 ，所

以 min max2[ ( )] [ ( )]x x  无解 

试题解析：（1）∵函数的定义域为 R， ( ) x
xf x
e

  

∴当 0x  时， ( ) 0f x  ，当 0x  时， ( ) 0f x 

∴ ( )f x 在 ( ,0) 上单调递增，在 (0, )  上单调递减 

（2）假设存在 1 2, [0,1]x x  ，使得 1 22 ( ) ( )x x  成立，则 min max2[ ( )] [ ( )]x x  ．

∵

∴
2 (1 ) ( )( 1)( ) x x

x t x t x t xx
e e

      
  

当 1t  时， ( ) 0x   ， 在[0,1]上单调递减，∴ 2 (1) (0)  ，即 3 1
2
et   

②当 0t  时， ( ) 0x   ， 在[0,1]上单调递增，∴ 2 (0) (1)  ，即 3 2 0t e  

③当 时，

在 ， ( ) 0x   ， 在上单调递减，

在 ， ( ) 0x   ， 在[ ,1]t 上单调递增，

所以 2 ( ) max{ (0), (1)}t   ，即 
1 32 max{1, }t

t t
e e
 

 ―――――――― (*)

由（1）知，
1( ) 2 t

tg t
e


 在 上单调递减，

故
4 12 2t

t
e e


  ，而 

2 3 3t
e e e


  ，所以不等式 (*)无解

综上所述，存在 ( ,3 2 ) (3 , )
2
et e    U ，使得命题成立 

考点：1、导数的应用；2、不等关系

4．（1）；（2）    1 2
60 2ln 2
5

  f x f x .

【分析】（1）由题得 ( ) 0f x¢ ³ ，化为 2 1
xa

x



恒成立，即得解；

（2）先求出
2
5

1
2

a  ， 1
1 1
2

x  ，再求出
2

21
12

1

1 12 ln
1 2

x x
x

 
   

，令
2
1x t ，则

1 1
4

t  ，得



  1 1 ln
1 2

tg t t
t


 


，求出即得解.

【详解】（1）  f x 的定义域为，  
2

2 2

1a ax x af x a
x x x

      ，

∵  f x 在定义域内单调递增，

∴ ( ) 0f x¢ ³ ，即 2 0ax x a   对 0x  恒成立.

则 2 1
xa

x



恒成立. ∴ 2 1 max

xa
x

    
，

∵ 2

1 1 1=11 212

x
x x xx x

 
  

，∴
1
2

a  .

所以，a 的取值范围是.

（2）设方程 ( ) 0f x¢ = ，即 2 0ax x a   得两根为 1x ， 2x ，且.

由 21 4 0a    且
2
5

a  ，得
2
5

1
2

a  ，

∵ 1 2 1x x ， 1 2
1x x
a

  ， ∴ 1
1

1 1 52
2

x
x a

    ， ∴ 1
1 1
2

x  .

，

∵，

∴
1

2
1 1
xa

x



代入得，

令
2
1x t ，则

1 1
4

t  ，得   1 1 ln
1 2

tg t t
t


 


，

1 1
4

t  ，    
 

2

2

1
0

2 1
t

g t
t t

 
  


，

 ∴ ( )g t 而且
1 ,1
4

 
 
 

上递减，从而，

即   30 ln 2
5

g t   ， ∴    1 2
60 2ln 2
5

  f x f x .

【点睛】本题主要考查利用导数研究函数的单调性，考查利用导数研究函数的极值和双变量问题，意在考

查学生对这些知识的理解掌握水平.

5．(1)极大值为1，无极小值

(2)①证明见解析；②证明见解析

【分析】（1）利用导数求单调区间，由单调区间即可求出极值；



（2）由 1 1ln 1mx x  和 2 2ln 1mx x  可得
1 2 1 2

1 2 1 2

1
ln ln ln ln 2

x x x x
m x x x x

 
 

   ，由已知条件所给的不等式即可证

得①；

由①可得   1 2 1 2
1 ln 2x x x x
m

   ，则  2 2
1 2 1 2 1 24x x x x x x    ，令，构造函数    2

2

1 ln 2 4g t t t
m

   ，

利用二次求导根据单调性即可证得②.

【详解】（1）函数  f x 的定义域为，

 
 

2 2

1 ln 1 lnx x xxf x
x x

  
    ，

则当  0,1x  时， ( ) 0f x¢ > ；  1,x   时，   0f x  ．

即  f x 在  0,1 上递增，上递减，

故  f x 的极大值为  1 1f  ，无极小值．

（2）结合（1）由 0x  ，
ln 1x

x


  ； x ，
ln 1 0x

x


 ，可得  0,1m ，

①由题意可得
1 2

1 2

ln 1 ln 1x xm
x x

 
  ，从而

1 2 1 2

1 2 1 2

ln ln ln ln 2x x x xm
x x x x

  
 

  ，

即
1 2 1 2

1 2 1 2

1
ln ln ln ln 2

x x x x
m x x x x

 
 

   ，

结合参考的公式可得：
1 2 1 2 1 2

1 2
1 2 1 2

1
ln ln ln ln 2 2

x x x x x xx x
m x x x x

  
   

   ，

故 1 2 2

1x x
m

 ，

且 1 2ln ln 2 2x x   ，即 1 2 1x x  ，从而有 1 2 2

11 x x
m

  ．

②由①可得   1 2 1 2
1 ln 2x x x x
m

   ，令，则，

所以      2 2 2
1 2 1 2 1 2 2

14 ln 2 4x x x x x x t t g t
m

        ，

则   2

2 ln 2 4tg t
m t

    
 

，

则   2 2

2 1 ln 0tg t
m t

     
 

，∴  g t 递减，

又∵ 2

1 4ln 0g m
m

     
 

，∴   0g t  ，

故  g t 递增，∴    2

2 2

4 ln 8ln1 m m
g t g

m m
   

 
，



即
 2

2
1 2 2

4 ln 8lnm m
x x

m


  ，

即  2
1 2

2 ln 2lnx x m m
m

   ．

6．（1） 0a  时，  f x 在单调递增； 0a  时，  f x 在  0,a 单调递减，在  ,a  单调递增；（2）证明见解

析.

【分析】（1）先求导，再对 a分两种情况讨论得解；

（2）要证
2

1 2x x e  ，等价于证明，令
1

2

x t
x

 ，则 1t  ，等价于证明
 2 1

ln
1

t
t

t





成立，设函数

     
2 1

ln 1
1

t
g t t t

t


  


，求出函数 ( )g t 最小值即得证.

【详解】解：由题意得    1 0a x af x x
x x

     ，          

① 0a  时， 0x a  恒成立，

所以 ( ) 0f x¢ > ，所以  f x 在单调递增.                

② 0a  时，在上   0f x  ，在上 ( ) 0f x¢ > ，

所以  f x 在单调递减，在  ,a  单调递增.              

综上， 0a  时，  f x 在单调递增.

0a  时，  f x 在单调递减，在  ,a  单调递增.      

（2）因为  f x 有两个相异零点 1x ， 2x ，由（1）可知， 0a  ，

不妨设 1 2 0x x  ，因为  1 0f x  ，  2 0f x  ，

所以， 2 2ln 0x a x  ，

所以  1 2 1 2ln lnx x a x x   ，                  

要证
2

1 2x x e  ，

即证 1 2ln ln 2x x  ，

等价于证明 1 2 2x x
a a

  ，而
1 2

1 2

ln ln1 x x
a x x




 ，

所以等价于证明
1 2

1 2 1 2

ln ln 2x x
x x x x




  ，

也就是.           （*）



令
1

2

x t
x

 ，则 1t  ，

于是欲证（*）成立，等价于证明
 2 1

ln
1

t
t

t





成立，

设函数      
2 1

ln 1
1

t
g t t t

t


  


，

求导得，

所以函数  g t 是上的增函数，

所以，

即
 2 1

ln
1

t
t

t





成立，

所以
2

1 2x x e  成立.

7．(1)极小值为，无极大值

(2)证明见解析

【分析】（1）首先求函数的导数   2

x af x
x
  ，分 0a  和 0a  两种情况讨论函数的单调性，再求函数的极

值；

（2）首先由函数的最小值，确定 ln 1 0a b   ，再结合零点存在性定理确定 1e 2
a ax  ， 2e 4a x a  ，可

得 2 e
1e e ln e e ln

2
x a ax   ，再通过构造函数求函数的最小值.

【详解】（1）   ln af x x b
x

  Q （ 0x  ），   2 2

1 a x af x
x x x

    ，

若 0a  时，则 ( ) 0f x¢ > 恒成立，

( )f x\ 在上单调递增，故  f x 没有极值；

若 0a  ，则当  0,x a 时， ( ) 0f x¢ < ，  f x 单调递减，

当  ,x a  时， ( ) 0f x¢ > ，  f x 单调递增，

( )f x\ 有极小值，极小值为   ln 1f a a b   ，无极大值.

（2）证明：由（1）可知，当 0a  时，  f x 有最小值，  min
ln 1f x a b   ，

由函数  f x 的最小值为 0，得 ln 1 0a b   ，



由题知     1 1ln
2 2

ag x f x x b
x

      ，

，，

1e 2
a ax   ，

  1 1 1 1e 1 ln 0
e 2 e 2

g a a b        ，   1 1 54 ln 4 ln ln 4 0
4 2 4

g a a b        ，

2e 4a x a  ， 2 e
1e e ln e e ln

2
x a ax    （ 0a  ），

令   ee eln
2

x xh x   ，则   e 1e e xh x
x

   
 

 ，

令   e 1e xp x
x

  ，则  p x 在上单调递增，

又
1 0
e

p    
 

，在上，   0p x  ，   0h x  ，  h x 单调递减，

在上，   0p x  ，   0h x  ，  h x 单调递增，

 
1e
e

min

1
1 1ee eln e eln e eln2e 2
e 2 2e

h x h
          

 
，

2
1e e ln 2x x   得证.

8．（1）答案见解析；（2）证明见解析.

【分析】（1）先求导，然后方程 2 2 1 0x ax   的判别式   24 4 4 1 1a a a      ，再根据判别式分类讨论；

（2）将条件变形为
11 1ln ln ln

m
m m n nm n

m n n mn m


      ，令

m t
n

 ，将问题转化为证明
1 2ln ( 1)t t t
t

   .

【详解】（1）解：  f x 的定义域为    
2

2 2
1 2 2 10, , 1 .a x axf x
x x x

  
    

令   2 2 1g x x ax   ，方程 2 2 1 0x ax   的判别式   24 4 4 1 1a a a      ，

（i）当 0  ，即 1 1a „ „ 时，   2 2 1 0g x x ax   … 恒成立，

即对任意，

所以  f x 在上单调递增.

（ii）当 0  ，即 1a   或 1.a 

①当 1a   时，   2 2 1 0g x x ax   … 恒成立，即对任意，

所以  f x 在上单调递增.



②当 1a  时，由 2 2 1 0x ax   ，解得 2 21, 1.a a a a      

所以当0 x   时，   0;g x  当 x   时，   0;g x  当 x  时，   0g x  ，

所以在    2 20, 1 1,a a a a      上，   0,f x 

在上，   0f x 

所以函数  f x 在和  2 1,a a   上单调递增；

在上单调递减.

综上，当 1a„ 时，  f x 在上单调递增；

当 1a  时，  f x 在和  2 1,a a   上单调递增，在上单调递减.

（2）证明：

由
1 1ln lnm n
m n

   ，可得
1 1ln ln ( , 0)m n m n
m n

   

得 ln ln 0m n  ，因此 0m n  ，

因为
11 1ln ln ln

m
m m n nm n

m n n mn m


      ，

令
m t
n

 ，则
11, ln tt t

m


  ，

所以
1 1,

ln tln
t tm n

t t
 

  ，所以
2 1
ln

tm n
t t


  ，

要证明 2m n  ，只需证
2 1 2, 1
ln

t mt
t t n

     
 

即证
1: 2ln ( 1)t t t
t

  

由（1）可知， 1a  时，   1 2lnf x x x
x

   在上是增函数，所以当 1t  时，    1f t f ，而  1 0f  ，因此

1 2ln ( 1)t t t
t

   成立所以 2.m n 

【点睛】关键点睛：解决第（1）问的关键是根据判别式来分类讨论，第（2）问的关键是将不等式等价转

化并统一变量.

9．(1) 4 2 0x y  

(2) 2
2

10,e 4
e

   
 



【分析】（1）根据导数的几何意义求出切线的斜率，进而根据点斜式即可得出结果；

（2）求出  g x ，可得 1 2 1 20, 1x x a x x    ，化简     2
1 2 1 1 12

1

1 14ln 1
e

g x g x x x x
x

       
 

，构造函数，利

用 ( )h t 单调性即可求得答案.

【详解】（1）    2 22ln 1, 2f x x x f x x
x

     ，

   1 2, 1 4,f f   

曲线  y f x 在点处的切线方程为  2 4 1y x   ，即 4 2 0x y   .

（2）   2 2 2ln 1g x x ax x    ，

则函数  g x 的定义域为，

若函数  g x 有两个极值点 1 2,x x ，且 1 2 ex x  ．

则方程 2 1 0x ax   的判别式 2Δ 4 0a   ，且 1 2 1 20, 1x x a x x    ，

2 1
1

1 1e, 1
e

x x
x

     ．

    2 2
1 2 1 1 1 2 2 22 2ln 2 2lng x g x x ax x x ax x       

    1 2 1 2 1 2 1 22 2ln 2lnx x x x a x x x x      

     1 2 1 2 1 2 1 2 1
1

2 2ln 2l 1nx x x x x x x x x
x

       

  1 2 1 2 14lnx x x x x   

2
1 1 12

1

1 14ln 1
e

x x x
x

      
 

．

设，

则    22

3 3

2 12 42 0
t

h t t
t t t


        在

1 ,1
e

t   
 

上恒成立．

故  h t 在
1 ,1
e

 
 
 

单调递减，从而       2
2

1 11 0, e 4
e e

h t h h t h       
 

．

因此，    1 2g x g x 的取值范围是
2

2

10,e 4
e

   
 

．

10．（1）单调递减区间，单调递增区间为
1 ,
e

  
 

；（2）证明见解析.



【分析】（1）求出  g x ，令   0g x  和   0g x  可得答案.

（2）即证明： 1 2 1 2
1 2

1 1ln lnx x x x
x x

     ,设   1lnh x x x
x

   ，可得  h x 为上的减函数，可得，

   2 1 0h x h  从而得证.

【详解】解：（1）由   lnf x x ，则    2 2 lng x x f x x x  ，  0,x   ，

，

令   0g x  ，解得
10 x
e

  ；令   0g x  ，解得
1x
e

 .

所以函数  g x 的单调递减区间，单调递增区间为
1 ,
e

  
 

.

（2）证明：  1 2, 1x x   ， ，要证明.

即证明： 1 2 1 2
1 2

1 1ln lnx x x x
x x

     .

即证明： 1 1 2 2
1 2

1 1ln ln 0x x x x
x x

      .

令   1lnh x x x
x

   ，  1,x   ，且  1 0h  .

   2

2 2

11 11 0
x x

h x
x x x

  
      ，所以函数  h x 在  1x   ， 上单调递减，

则，由  1 2, 1x x   ， ，则，    2 1 0h x h 

所以    1 2 0h x h x  ，

即： 1x ，  2 1x   ， ，成立.

【点睛】关键点睛：本题考查利用导数求函数的单调区间和利用导数证明不等式，解答本题的关键是设

  1lnh x x x
x

   ，求出其导数得  h x 为上的减函数，从而，    2 1 0h x h  ，属于中档题.

11．(1)答案见解析；

(2)正，理由见解析

【分析】（1）由导数法求最值，对 0a  、0 1a  、 1a  分类讨论即可；

（2）由（1）得只有 0a  时方程 ( )f x k 有两个不同的解且可设设 1 2
10 x x
a

   ，则由列等式整理得



   
2

1
1 2

2 1

2ln
3 2 3
2

x
x a x x a

x x
   


，

结合等差中项性质可变形整理得，令 2

1

1x t
x

  ，由导数法讨论最值得，即可进一步证明  0 0f x 

【详解】（1）       23 2 3 2 1 3 2
( 0)

ax a x ax x
f x x

x x


    
   .

当 0a   时，    0,f x f x   在  单调递减， ；

当 0 1a   时，    0,f x f x   在  单调递减， ；

当 1a   时， 
10,x
a

  
 

 时，   10; ,f x x
a

    
 

  时， ( ) 0f x¢ > ， 所以  f x  在 
10,
a

 
 
 

 单调递减， 

在 
1 ,
a

  
 

 单调递增，

min
1 3( ) 2ln 2.

2
f x f a

a a
      
 

综上，当 1a   时， min
7( ) 3
2

f x a  ；当 1a   时， min
3( ) 2ln 2

2
f x a

a
    .

（2）  0f x 值的符号为正，理由如下：

由 (1) 知， 当 0a   时，  f x  单调递减， 不符合题意.

当 0a   时，  f x  在 
10,
a

 
 
 

 单调递减， 在 
1 ,
a

  
 

 单调递增.

不妨设 1 2
10 x x
a

   ，由方程  f x k  有两个不同的解 1 2,x x ，

则    2 2
1 1 1 2 2 2

3 32ln 2 3 2ln 2 3
2 2

ax x a x ax x a x       ， 整理得    
2

1
1 2

2 1

2ln
3 2 3 .
2

x
x a x x a

x x
   



       
2

1
0 0 1 2

0 1 2 2 1 1 2

2ln
2 3 4 43 2 3 2 3

2

x
xf x ax a a x x a

x x x x x x x
           

  
.

令 2

1

1x t
x

  ， 则 
2 1

2 0
x x


 ，令      

2

2 2

2 1 1 4 ( 1)ln , 0
1 ( 1) ( 1)

t tt t t
t t t t t

 
 

     
  

 ，

 t  在  单调递增， .故 
   2 12

0
1 1 2

2
ln 0, 0

x xx f x
x x x

 


 


 得证

12．(1)-1

(2)  1 ,0 0,
2

    
U



【分析】（1）对  g x 求导，因为  g x 为偶函数，求出  g x 在  0,x  的单调性，即可求出上的最小值；

（2）由（1）知，  g x 在上的最小值为 1  ，所以 2
1 ,x e
e

     
，使得

 2

2

1
f x

a
x

 ≤ 成立，即

  2
2 2 2 2

1ln
2

a x x x x ≥ 成立，即
2
2 2

2 2

1
2

ln

x x
a

x x




≥ ，设  

21
2

ln

x x
x

x x






，

1 ,x e
e

    
，即只需  min 

a x≥ 即可．

【详解】（1）   sin sin cos cosg x x x x x x x      ，

显然  g x 为偶函数，当 0x  时，

0,
2

x   
 

时， cos 0x x  ，   0g x  ，∴  g x 在单调递增；

,
2

x    
 

时， cos 0x x  ，   0g x  ，∴  g x 在 ,
2
π π 

 
 

单调递减；

 0 1g  ，
2 2

g     
 

，   1g    ，∴  g x 在  0, 上的最小值为 1 ．

由偶函数图象的对称性可知  g x 在上的最小值为 1 ．

（2）先证，设   ln 1h x x x   ，则   1 11 xh x
x x

    ，

令   0 0 1h x x     ，令   0 1h x x   ，

∴  h x 在  0,1 上单调递增，在上单调递减．

故①恒成立．

由题意可得 2
1 ,x e
e

     
，使得

 2

2

1
f x

a
x

 ≤ 成立，

即   2
2 2 2 2

1ln
2

a x x x x ≥ 成立．

由①可知 2 2ln 1 0x x ≥ ，

参变分离得
2
2 2

2 2

1
2

ln

x x
a

x x




≥ ，

设  
21

2
ln

x x
x

x x






，

1 ,x e
e

    
，

即只需  min 
a x≥ 即可．

 
  

 

 

 

2

2 2

1 1 11 ln 1 ln 1
2 2'

ln ln

xx x x x x x x x
xx

x x x x


             
    

 



由①知得 ln 1x x   ，

∴
1 1 1 4ln 1 1 1 2 0
2 2 2 2

xx x x x x 
        ≥

令  ' 0 1x x e     ，令   1' 0 1x x
e

     ，

∴  x 在
1 ,1
e

 
 
 

上单调递减，在  1,e 上单调递增．

∴    min

11
2

x    ，

∴
1
2

a   ，

又已知 0a 

故 a 的取值范围为  1 ,0 0,
2

    
U ．

13．（1）当 0a  时，函数 ( )f x 在 (0, ) 上单调递减；当 0a  时，函数 ( )f x 在
10,
a

 
 
 

上单调递减，在
1 ,
a

  
 

单调递增；（2）证明见解析．

【分析】（1）先化简计算 ( ) ( ) ( )f x h x g x  ，并求导，再讨论 0a  和 0a  时导数的正负，即得 ( ) f x 的单调

性；

（2）不妨设 1 2x x ，依题意得
1 2

1 2

2
x xe ea
x x





，先分析需证  

1 2
1 22

1 2 1
x x

x xx x e e


   ，再构造函数

2( ) 1( 0)
t

th t te e t    ，利用导数研究其单调性和函数取值情况，证得
1
2 1 0tte e   ，即证结论.

【详解】解：（1） 2 2( ) ( ) ( ) 2 ln ( 2) ln ( 0)x xf x h x g x e x x e ax ax ax a x x x             ，

21 2 ( 2) 1 (2 1)( 1)( ) 2 ( 2) ( 0)ax a x x axf x ax a x
x x x

    
       ，

（i）当 0a  时， ( ) 0f x  ，函数 ( )f x 在 (0, ) 上递减；

（ii）当 0a  时，令 ( ) 0f x  ，解得
1x
a

 ；令 ( ) 0f x  ，解得
10 x
a

  ，

函数 ( )f x 在
10,
a

 
 
 

递减，在
1 ,
a

  
 

递增；

综上，当 0a  时，函数 ( )f x 在 (0, ) 上单调递减；

当 0a  时，函数 ( )f x 在
10,
a

 
 
 

上单调递减，在
1 ,
a

  
 

单调递增；

（2）证明： ( ) 2xg x e ax a    ，依题意，不妨设 1 2x x ，则
1

2

1

2

2 0
2 0

x

x

e ax a
e ax a

   


  
，

两式相减得，
1 2

1 2

2
x xe ea
x x





，



因为 0a  ，要证，即证 1 2 ln 2
2

x x a
 ，即证

1 2 1 2
2

1 2

x x x xe ee
x x

 



，

两边同除以 2xe ，即证  
1 2

1 22
1 2 1

x x
x xx x e e


   .

令 1 2t x x  ，即证 2 1 0
t

tte e   ，

令 2( ) 1( 0)
t

th t te e t    ，则 2 2( ) 1
2

t t th t e e
       

  
 ，

令 2( ) 1
2

t tp t e     
 

，则 21( ) 1
2

t

p t e





  
 

，

当时， ( ) 0p t  ，所以 ( )p t 在 ( ,0) 上递减，

( ) (0) 0p t p  ( ) 0h t  ， ( )h t 在 ( ,0) 上递减，

( ) (0) 0h t h  ，即
1
2 1 0tte e   ，

故．

【点睛】思路点睛：

证明不等恒成立（或能成立）时常对不等式变形，构造函数，由导数的方法求出函数的单调性和最值，即

证得结果.

14．（1）5；（2）
7
2

a  .

【分析】（1）求  f x 的导函数，判断  f x 的单调性，确定单调区间，从而确定最小值点以及最小值；（2）

由题意可知  f x 值域为  g x 值域的子集且    5,f x   ，求出  g x 的值域进行运算即可.

【详解】（1），则 1x  且 2x  ，所以  
 

 
 

3

3 3

2 88' 1
2 2

x
f x

x x
 

  
 

 ' 0f x  时 >4x 或1 2x  ，  ' 0f x  ， 2 4x 

则  f x 在  1, 2 和上单调递增，在  2,4 上单调递减，

又  1 5f  ，  4 5f  ，所以当 4x  时，  f x 有最小值5 .

（2）由题意可知  f x 值域为  g x 值域的子集且    5,f x  

则 0a  ，  g x 在单调递增

( ) (1) 2 2g x g a   
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