
高中常用二级结论 + 例题讲义
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结论一  奇函数的性质

已知函数f(x) 是定义在区间 D 上的奇函数, 则对任意的 x ∈ D, 都有f(x) + f(-x) = 0. 特别地, 若奇函 

数f(x) 在D 上有最值, 则f(x)max +f(x)min = 0, 且若 0 ∈ D, 则f(0) =0.

例1. (2023·全国·高三对口高考) 函数f(x) 是定义在区间 [-a,a] (a > 0) 上的奇函数，F(x) = f(x) + 1，则 F

(x) 的最大值与最小值之和为 (       )

A. 0                               B. 1                               C. 2                               D. 3

【答案】C

【详解】因为f(x) 与F(x) 的单调性相同，且f(x) 为奇函数，

设f(x) 在 x0 ∈ [-a,a] 处取到最大值，则f(x) 在 -x0 ∈ [-a,a] 处取到最小值， 

可得f(x0) +f(-x0) = 0，且F(x) 在 x0 处取到最大值，在 -x0 处取到最小值，  

所以F(x0) + F(-x0) = [f(x0)+1[ + [f(-x0)+1[ = [f(x0)+f(-x0)[ + 2 = 2.

故选：C.

【变式训练】

1. 已知函数f (x( = ax5 + bx3 + 3 且f (2023( = 16，则f (-2023( 的值为        

【答案】-10

【详解】因为f (x( = ax5 + bx3 + 3，所以f (2023( = a × 20235 + b × 20233 + 3 = 16， 

所以 a × 20235 + b × 20233 = 13，

所以f (-2023( = a × (-2023)5 + b × (-2023)3 + 3

=- (a × 20235 + b × 20233) + 3 =-13 + 3 =-10，

故答案为：-10.

2. 若关于 x 的函数f (x( =  的最大值为 M，最小值为 N，且 M + N = 4，则实数 a 的值 

为 (       )

A. - 4                         B. - 2                           C. 2                               D. 1

【解题思路】根据函数奇偶性求解即可．

∴ g(x) 为奇函数，

∴ g(x)max + g(x)min = 0，

∴ M + N = g(x)max + a + g(x)min + a = 4， 

∴ a = 2．
故选：C．
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结论二   函数周期性问题

函数周期性的常用结论与技巧

设函数y =f(x)，x ∈ R，a > 0.

①若f(x + a) =f(x - a)，则函数的周期 T = 2a；

②若f(x + a) =-f(x)，则函数的周期 T = 2a；

③若 则函数的周期 T = 2a；

④若 则函数的周期 T = 2a；

⑤f(x + a) =f(x + b) =，则函数的周期 T = |a-b| .

例1. 已知函数  在 [-8 ,8] 上的最大值和最小值分别为 M、m，则 M + m =

(       )

A. 8                               B. 6                               C. 4                               D. 2

【答案】A

【分析】设g(x) = ln (x+、1 +x2 ( +  ，x ∈〔-8,8〔，证明函数g (x(为奇函数，则有g (x(max + g(x(min = 0，从而 

可得出答案.

 解：设 

所以函数g (x( 为奇函数，  

所以g (x(max + g(x(min = 0，

所以f(x)max +f(x)min =〔g(x)max +4〔 +〔g(x)min +4〔 = 8， 

所以M +m = 8．
故选：A．

【变式训练】

1. 已知函数y =f(x + 1) 是定义在R 上的偶函数，且f(x + 3) +f(1 -x) = 2，则 (       )

A. f (1( = 0                   B. f (2( = 0                   C. f (3( = 1                   D. f (4( = 1

【答案】D

【详解】解：因为函数 y =f(x + 1) 是定义在R 上的偶函数，

所以f(x) 关于 x = 1 对称，则f(1 -x) =f(x + 1)， 

又f(x + 3) +f(1 -x) = 2，

所以f(x + 3) +f(x + 1) = 2，即f (x+ 2( =-f (x( + 2,f (x +4( =-f (x+ 2( + 2 =f (x( ， 

函数f(x) 的周期为 4，
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取 x = 0，则f(2) +f(0) = 2f (2( = 2 ⇒ f (2( =f (0( = 1， 

所以f (4( =f (0( = 1，则D 选项正确，B、C 选项错误； 

由已知条件不能确定f (1( 的值，A 选项错误；

故选：D.

2. 若定义在 R 上的偶函数f(x) 满足f(2 - x) =-f(x)，且当 1 ≤ x ≤ 2 时，f(x) = x - 1，则f( ) 的值等于

(       )

A.                              B.                              C.                              D. -  

【解题思路】根据题意，先分析函数的周期性，结合函数的解析式分析可得答案．

【解答过程】解：根据题意，定义在 R 上的偶函数f(x) 满足f(2 - x) =-f(x)，则有f(2 - x) =-f(-x)，变形可 

得f(x + 2) =-f(x)，

则有f(x + 4) =-f(x + 2) =f(x)，函数f(x) 是周期为 4 的周期函数， 

则f( ) =f(- ) =-f( )，

当 1 ≤ x ≤ 2 时，f(x) = x - 1，f( ) =  ， 

结论三  函数的对称性

1、点对称

设函数f (x( 的定义域为I，且 (a,0) 是f (x( 的对称中心，则有：

① f  (a+x (  =- f (a -x )；

② f  (x (  =- f(2a -x)

③ f  (-x (  =- f(2a + x)

2、拓展：

①若f (a+x( =f(b -x)，则f (x( 关于 x =  对称；

②若f (a+x( =-f(b -x)，则f (x( 关于  对称；

例1. 已知函数 y =f(x) 的定义域为 (-∞,1( ∪ (1,+∞(，且f(x + 1) 为奇函数，当 x < 1 时，f(x) =-x2 - 4x，

则f(x) =  的所有根之和等于 (       )

A. 4                               B. 2                               C. - 12                        D. - 6

【答案】A

【分析】根据二次函数对称性求和即可．

【详解】解：当 x < 1 时，f(x) =-(x2 +4x( =-(x+2(2 + 4，
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∴ 对称轴为 x =-2，

∵ f(x + 1) 为奇函数，

∴ f(x + 1) =-f(-x + 1)，

∴ f(x) =- f(2 -x)，

∴ f(x) 关于 (1,0( 中心对称，

设 (x,y(为y =f(x)(x> 1( 图像上任意一点， 

则 (2-x ,  -y(在 f(x) =-x2  - 4x 上，

∴-y =-(4-x(2 + 4， 

即y = (x-4(2 - 4 ，  

对称轴为 x = 4．
作出图像如下：

由图像知f(x) = 有 4 个根， 

不妨设 x1 < x2 < x3 < x4，

由二次函数的对称性知

x1 + x2 = 2 × (-2( =-4，

x3 + x4 = 2 × 4 = 8，

∴ f(x) =  所有根的和为 8 - 4 = 4． 

故选：A．

【变式训练】

1. 定义在R 上的偶函数 y = f(x)，其图像关于点  ,0( 对称，且当 x ∈〔0,1〔时，f (x( =-x + ，则f(π ) = 

(       )

                                                

【答案】D

【解析】

因为 y =f(x) 图像关于点  ,0( 对称，所以f(  + x) +f(  -x) = 0，所以f(1 + x) +f(-x) = 0，又y =f(x) 

为偶函数，所以f(-x) =-f(x)，所以f(x + 2) =-f(1 + x) =f(x)，所以函数f(x) 最小正周期为 2，所以f(π) = 

结论四  反函数的性质

若函数 y = f(x) 是定义在非空数集 D 上的单调函数, 则存在反函数 y = f -1(x) . 特别地,y = ax 与 y = 

logax(a > 0 且 a ≠ 1) 互为反函数, 两函数图象在同一直角坐标系内关于直线 y = x 对称, 即 (x0 , f(x0 ))

与 (f(x0),x0) 分别在函数y =f(x) 与反函数y =f -1(x) 的图象上.                                                     
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例1. 已知函数 为自然对数的底数) 与g(x( = ex  的图象上存在关于直线 y = x 

对称的点，则实数 a 取值范围是

A.                                                D.  

【答案】A

【解析】因为函数f(x) = x2 - ax 与g(x) = ex (e 为自然对数的底数) 的图像上存在关于直线 y = x 对称的点，所 

以函数f(x) = x2 - ax 与 h(x) = lnx 的图像有公共点，则 x2 - ax = lnx 有解，即a = x -  有解，令 F(x( = 

x -  ，则 F I (x( =  < 0 在  ,1( 成立，F I (x( =  > 0 在 (1,e[上成立，即 F(x( = x

-  在  ,1( 单调递减，在 (1,e[上单调递增，且 F(e( = e -  ，F  = e +  ，F (1( = 1，所以 1 ≤ a ≤ e 

+ ；故选A。

结论五  两个经典不等式

(1) 对数形式:  ≤ ln(x + 1) ≤ x(x>-1), 当且仅当 x = 0 时, 等号成立.

(2) 指数形式:ex ≥ x + 1(x ∈ R), 当且仅当 x = 0 时, 等号成立.

例1. 设函数f(x) = 1 - e-x. 证明: 当 x>-1 时,  .

-1) ⇔ x + 1 ≤ ex (x>-1). 当 x>-1 时,ex ≥ x + 1 恒成立, 所以当 x>-1 时,  .

【变式训练】

1. 已知函数 则y =f  的图象大致为 (       )

【答案】B

【解析】因为f(x) 的定义域为  即 所以排除选项D.

令g(x) = ln(x + 1)x, 则由经典不等式 ln(x + 1) ≤ x 知,g(x) ≤ 0 恒成立, 故  恒成立, 所 



除A,C, 故选B.

结论六  三点共线的充要条件

设平面上三点 O,A,B 不共线, 则平面上任意一点P 与 A,B 共线的充要条件是存在实数 λ 与μ , 使得 O
—→
P

= λO
——→
A+ μO—→

B, 且 λ + μ = 1. 特别地, 当P 为线段AB 的中点时,O—→
P = O

——→
A + O—→

B .

例2. 在 △ABC 中，A
——→
N = A

——→
C，P 是BN上的一点，若A

—→
P = mA

—→
B + A

——→
C，则实数m 的值为       

． 【答案】 

【解析】 方法一  ∵ B，P，N三点共线，

∴ B—→
P ∥ P

——→
N，∴ 存在实数 λ,使得B—→

P = λP
——→
N(λ > 0)

， ∴ A—→
P - A—→

B = λ(A
——→
N - A—→

P)，

∵ A
——→
N = A

——→
C，A

—→
P = mA

—→
B + A

——→
C，

∴ A
—→
P = mA

—→
B +  3 A

——→
N

方法二   

【变式训练】

1. 在 △ABC 中，过中线 AD 的中点 E 任作一直线分别交 AB，AC 于 M，N 两点，设 A
——→

M = xA—→
B ，A

——→
N = 

yA
——→
C(xy ≠0)，则 4x+ y 的最小值是       ．

【答案】 

【解析】 由D 为BC 的中点知，A
——→
D =  1 A

—→
B +  1 A

——→
C

又A
——→
M = xA

—→
B，A

——→
N = yA

——→
C(xy ≠0)，E 为AD 的中点，

∴ 4x + y = (4x + y)  +  =  +  + 
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当且仅当  = ，即 x =  ，y =  时取等号．

∴ 4x+ y 的最小值为  .

2. 如图，在 △ABC 中，C
——→M = 2M

——→B，过点 M 的直线分别交射线 AB、AC 于不同的两点 P、Q ，若 A
—→P =

mAB，AQ = nAC，则mn + m 的最小值为 (       )

A. 2                                B. 2  3                           C. 6                                D. 6  3 

【答案】A

【解析】

由已知，可得 A
——→
M = A

—→
B + B

——→
M = A

—→
B + B

—→
C = A

—→
B + (A

——→
C-

A
—→
B( = A

—→
B + A

——→
C = P

—→
B + A

—→
Q，

因为P，M，Q 三点共线，所以  +  = 1，

所以mn + m =  + m =  +  = (  + ) (  + )

=  +  +  ≥  + 2   ×  

= 2，

故选：A．

结论七  三角形“四心”向量形式的充要条件

设 O 为 △ABC 所在平面上一点, 内角A,B,C 所对的边分别为 a,b,c, 则

(1)O 为 △ABC 的外心⇔ |O
——→A| = |O—→B| = |O

——→C| =  .

(2)O 为 △ABC 的重心 ⇔ O
——→A + O

—→B + O
——→C = 0.

(3)O 为 △ABC 的垂心 ⇔ O
——→A·O

—→B = O
—→B·O

——→C = O
——→C·O

——→A .

(4)O 为 △ABC 的内心 ⇔ aO
——→A + bO

—→B + cO
——→C = 0.

例1. (多选题) 已知 △ABC 是边长为2 的正三角形，该三角形重心为点 G，点 P 为 △ABC 所在平面内任一 

点，下列等式一定成立的是 (        )

A. |A—→B + A
——→C| = 2                                               B. A—→B . A

——→C  = 2                                                       8
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