
专题 11 导数中的同构问题 

【考点预测】

知识点一、常见的同构函数图像
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知识点二：同构式的基本概念与导数压轴题

1、同构式：是指除了变量不同，其余地方均相同的表达式

2、同构式的应用：

（1）在方程中的应用：如果方程   0f a  和   0f b  呈现同构特征，则 ,a b可视为方程   0f x  的两个

根

（2）在不等式中的应用：如果不等式的两侧呈现同构特征，则可将相同的结构构造为一个函数，进而和函

数的单调性找到联系。可比较大小或解不等式。<同构小套路>

①指对各一边，参数是关键；②常用“母函数”：   xf x x e  ，   xf x e x  ；寻找“亲戚函数”是关键；

③信手拈来凑同构，凑常数、 x 、参数；④复合函数（亲戚函数）比大小，利用单调性求参数范围.

（3）在解析几何中的应用：如果    1 1 2 2, , ,A x y B x y 满足的方程为同构式，则 ,A B 为方程所表示曲线上

的两点。特别的，若满足的方程是直线方程，则该方程即为直线 AB 的方程

（4）在数列中的应用：可将递推公式变形为“依序同构”的特征，即关于  ,na n 与  1, 1na n  的同构式，

从而将同构式设为辅助数列便于求解

3、常见的指数放缩： )1();0(1  xexexxe xx

4、常见的对数放缩： )(ln);1(1ln11 ex
e
xxxxx

x


5、常见三角函数的放缩： xxxx tansin,
2
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6、学习指对数的运算性质时，曾经提到过两个这样的恒等式：



（1） 0a 当 且 1, 0a x  时，有
loga xa x

（2） 当 0a  且 1a  时，有 log x
a a x

再结合指数运算和对数运算的法则，可以得到下述结论（其中 0x  ）

（3）  lne e ; ln ln ex x x xx x x x  

（4） ln : ln ln
x x

x xe ee x x
x x

  

（5）  2 2ln 2e e ; 2ln ln ex x x xx x x x  

（6） 2ln 2ln
2 2,
x x

x x x xe ee e
x x

  

再结合常用的切线不等式 lnx  x-1， ln ,e 1,e e
e

x xxx x x     等，可以得到更多的结论，这里仅以第

（3）条为例进行引申：

（7）
lne e ln 1x x xx x x    ；  ln ln e e 1x xx x x x   

（8）
lne e e( ln )x x xx x x   ；   1ln ln

x
x xxex x xe xe

e
   

【题型归纳目录】

题型一：不等式同构

题型二：同构变形

题型三：零点同构

题型四：利用同构解决不等式恒成立问题

题型五：利用同构求最值

题型六：利用同构证明不等式

【典例例题】



题型一：不等式同构

例 1．（2023·陕西·西安中学模拟预测（理））已知
1, , ,
e

a b c    
 

，且
ln5 5ln a
a

  ，
ln3 3lnb
b

  ，

ln 2 2ln c
c

  ，则（       ）

A．b c a  B． c b a 

C． a c b  D． a b c 

例 2．（2023·河南焦作·三模（理））设 0.02e 1a   ，  0.012 e 1b   ， sin 0.01 tan 0.01c   ，则（       ）

A． a b c  B． a c b 

C． c a b  D．b c a 

例 3．（2023·四川·广安二中模拟预测（理））已知0 πx y   ，且 e sin e siny xx y ，其中 e 为自然对数的

底数，则下列选项中一定成立的是（       ）

A． coco s 0s x y  B． cos cos 0x y 

C． cos sinx y D． sin sinx y

题型二：同构变形

例 4．（2023·全国·高三专题练习）对下列不等式或方程进行同构变形，并写出相应的同构函数．

(1) 2log 2 0kxx k   ；

(2) 2 1e ln 0x x


  ；

(3) 2ln e 0
m
xx x m  ；

(4)    
   

 

1
e 1 2 lnaxa x x

x
；

(5)    ln 1 2 1 2exa x x ax     ；

(6) ln e ( 1)x ax a x x x    ；

(7) e 2 ln 0x x x    ；

(8) 2e ln 0xx x  ．



题型三：零点同构

例 5．（2023·全国·高三专题练习）已知函数 ( ) e 2 (ln )xf x x a x x   有两个零点，则 a 的最小整数值为

（       ）

A．0 B．1 C．2 D．3

例 6．（2023·全国·模拟预测）在数学中，我们把仅有变量不同，而结构、形式相同的两个式子称为同构式，

相应的方程称为同构方程，相应的不等式称为同构不等式．若关于 a的方程 6e eaa  和关于b 的方程

  3 1ln 2 eb b    （ a，b ， R  ）可化为同构方程，则 ________，  ln ab  ________． 

例 7．（2023·安徽安庆·高三阶段练习（理））在数学中，我们把仅有变量不同，而结构､形式相同的两个式

子称为同构式，相应的方程称为同构方程，相应的不等式称为同构不等式.若关于 a的方程 6aae e 和关于b

的方程 3 1(ln 2) ( , )b b e a b R   可化为同构方程.

（1）求 ab的值；

（2）已知函数
1( ) (ln )
3

f x x x   .若斜率为 k 的直线与曲线 '( )y f x 相交于 1 1( , )A x y ， 2 2 1 2( , )( )B x y x x 两点，

求证：. 1 2
1x x
k

 

例 8．（2023·辽宁·大连市普兰店区高级中学模拟预测）已知函数    ln 1 1f x x x    ．

(1)求函数  f x 的单调区间；

(2)设函数   e lnxg x a x a   ，若函数      F x f x g x  有两个零点，求实数 a 的取值范围．

题型四：利用同构解决不等式恒成立问题

例 9．（2023·陕西·长安一中模拟预测（理））若对任意 0x  ，恒有   11 2 lnaxa x x
x

e     
 

，则实数 a的最

小值为（       ）

A． 2
1
e

B． 2
2
e

C．
1
e

D．
2
e

例 10．（2023·河南·高三期末（理））若关于 x 的不等式   ln 1 exa x x a a    R 恒成立，则 a



的取值范围是______．

例 11．（2023·全国·高三专题练习）已知 0  ，对任意的 (0, )x   ，不等式
2 ln 0

2
x xe 


  恒成立，则 的

最小值为___________.

例12．（2023·全国·高三专题练习）若关于x的不等式 lnxe a x a  恒成立，则实数a的取值范围为__________．

例 13．（2023·全国·高三专题练习）已知不等式
1ln m

xx m x x
e

   对  1,x   恒成立，则实数 m 的最小值

为__________.

例 14．（2023·全国·高三专题练习）设 0k  ，若存在正实数 x ，使得不等式
1

27log 3 0kxx k    成立，则 k 的

最大值为（       ）

A．
1
ln 3e B．

ln 3
e C． ln 3

e D．
ln 3
2

例 15．（2023·全国·高三专题练习）已知函数 2( ) 1xf x xe  ，不等式 ( ) lnf x mx x  对任意 (0, )x   恒成

立，则实数 m 的取值范围是（       ）

A． ( , 2] B．[0,2] C．  2, e 1   D．
20, 1e   

例 16．（2023·河南·高三阶段练习（文））若关于 x 的不等式  e ln 1 exax a x x    在  1, 上恒成立，则实

数 a的取值范围为（       ）

A．
1,
e

   
B．  ,3 C．  , 2 D．  , e

例 17．（2023·全国·高三专题练习（理））已知函数 2( ) ( 1) ln 1( 1)f x ax a x a    „ ，对 1 2, (0, )x x   ，恒

有    1 2 1 24f x f x x x … ，则实数 a 的取值范围是（       ）

A． 2( , e ]  B． ( , e]  C．[ 2, 1]  D． ( , 2] 

例 18．（2023·全国·高三专题练习（理））已知函数   4

e ln
x

f x k x
x

  ，当 1x  时，不等式   1f x x  恒成立，

则 k 的取值范围是（       ）

A．  , e  B．  , 4  C．  2, e    D．  ,0

例 19．（2023·安徽亳州·高三期末（理））已知 0a  ，若 1x  时，e lne lnx x a ax x    恒成立，则 a



的最小值为（       ）

A． 1 B． 2 C． e D． 2e

例 20．（2023·安徽合肥·高三期末（理））若不等式  e ln 1 1 0x a ax    对
1 ,1
2

x      
恒成立（ e为自然对数

的底数），则实数 a 的最大值为（       ）

A． e 1 B． e C． 2e 1 D． 2e

例 21.（2023·全国·高三专题练习）已知不等式
1ln
e

a
xx a x x   对  1x   ， 恒成立，则实数 a 的最小值为

（       ）

A． e B．
e
2

 C． e D． 2e

题型五：利用同构求最值

例 22．（2023·全国·高三专题练习）已知函数    ln 1f x x x   ，   lng x x x ，若  1 1 2lnf x t  ，

  2
2g x t ，则  1 2 2 lnx x x t 的最小值为（       ）．

A． 2
1
e

B．
2
e

C．
1
2e

 D．
1
e



例 23．（2023·全国·高三专题练习（理））设大于 1 的两个实数 a，b 满足
2

2
ln

a

nb b
e a

   
 

，则正整数 n 的最大值

为（       ）．

A．7 B．9 C．11 D．12

题型六：利用同构证明不等式

例 24．（2023·福建南平·三模）已知函数   lnmf x
x

x  .

(1)讨论函数  f x 的单调性；

(2)若
1 1
4 e

m  ，求证：函数   e
ln

m
xx xg x

x m


  有两个零点 1x ， 2x 且
1 2

1 1 2e
x x

  .



例 25．（2023·四川眉山·三模（文））已知函数    ee 0xf x x x   .

(1)求  f x 的单调区间；

(2)证明：当 ex 时，  e ln ln ln lnx x x x    .

例 26．（2023·河北·高三阶段练习）已知函数 ( ) lnf x x x ．

(1)讨论 ( )f x 的单调性；

(2)设 a，b 为两个不相等的正数，且 b aa b ，证明：
2 1 1 1
e a b

   ．



例 27．（2023·河南郑州·二模（文））已知函数   e 2 1e xf x
x

    ，   ln 2xg x
x

  .

(1)求函数  g x 的极值；

(2)当 x>0 时，证明：    f x g x



例 28．（2023·河南省浚县第一中学模拟预测（理））已知函数    exf x ax a   R ．

(1)讨论 f(x)的单调性．

(2)若 a＝0，证明：对任意的 x>1，都有   4 3 33 lnf x x x x x   ．





专题 11 导数中的同构问题 
【考点预测】

知识点一、常见的同构函数图像
函数表达式 图像 函数表达式 图像
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知识点二：同构式的基本概念与导数压轴题

1、同构式：是指除了变量不同，其余地方均相同的表达式

2、同构式的应用：

（1）在方程中的应用：如果方程   0f a  和   0f b  呈现同构特征，则 ,a b可视为方程

  0f x  的两个根

（2）在不等式中的应用：如果不等式的两侧呈现同构特征，则可将相同的结构构造为一个

函数，进而和函数的单调性找到联系。可比较大小或解不等式。<同构小套路>

①指对各一边，参数是关键；②常用“母函数”：   xf x x e  ，   xf x e x  ；寻找“亲戚函

数”是关键；

③信手拈来凑同构，凑常数、 x 、参数；④复合函数（亲戚函数）比大小，利用单调性求参

数范围.

（3）在解析几何中的应用：如果    1 1 2 2, , ,A x y B x y 满足的方程为同构式，则 ,A B 为方程

所表示曲线上的两点。特别的，若满足的方程是直线方程，则该方程即为直线 AB 的方程

（4）在数列中的应用：可将递推公式变形为“依序同构”的特征，即关于  ,na n 与  1, 1na n 

的同构式，从而将同构式设为辅助数列便于求解

3、常见的指数放缩： )1();0(1  xexexxe xx

4、常见的对数放缩： )(ln);1(1ln11 ex
e
xxxxx

x


5、常见三角函数的放缩： xxxx tansin,
2

,0 









6、学习指对数的运算性质时，曾经提到过两个这样的恒等式：

（1） 0a 当 且 1, 0a x  时，有
loga xa x

（2） 当 0a  且 1a  时，有 log x
a a x

再结合指数运算和对数运算的法则，可以得到下述结论（其中 0x  ）



（3）  lne e ; ln ln ex x x xx x x x  

（4） ln : ln ln
x x

x xe ee x x
x x

  

（5）  2 2ln 2e e ; 2ln ln ex x x xx x x x  

（6） 2ln 2ln
2 2,
x x

x x x xe ee e
x x

  

再结合常用的切线不等式 lnx  x-1， ln ,e 1,e e
e

x xxx x x     等，可以得到更多的结论，

这里仅以第（3）条为例进行引申：

（7）
lne e ln 1x x xx x x    ；  ln ln e e 1x xx x x x   

（8）
lne e e( ln )x x xx x x   ；   1ln ln

x
x xxex x xe xe

e
   

【题型归纳目录】

题型一：不等式同构

题型二：同构变形

题型三：零点同构

题型四：利用同构解决不等式恒成立问题

题型五：利用同构求最值

题型六：利用同构证明不等式

【典例例题】

题型一：不等式同构

例 1．（2023·陕西·西安中学模拟预测（理））已知
1, , ,
e

a b c    
 

，且
ln5 5ln a
a

  ，

ln3 3lnb
b

  ，
ln 2 2ln c
c

  ，则（       ）

A．b c a  B． c b a 

C． a c b  D． a b c 

答案：A

【解析】

分析：

构造函数 ( ) lnf x x x ，根据单调性即可确定 , ,a b c的大小.

【详解】



设函数 ( ) lnf x x x ， ( ) 1 lnf x x   ，当
1 , , ( ) 0
e

x f x     
 

，此时 ( )f x 单调递增，当

10, , ( ) 0
e

x f x    
 

，此时 ( )f x 单调递减，由题
ln5 5ln a
a

  ，
ln3 3lnb
b

  ，
ln 2 2ln c
c

  ，

得
1 1 1 1 1 1 1 1ln ln , ln ln , ln ln ln
5 5 3 3 2 2 4 4

a a b b c c    ，因为
1 1 1 1
5 4 3 e

   ，所以

1 1 1 1 1 1ln ln ln
5 5 4 4 3 3

  ，则 ln ln lna a c c b b  ，且
1, , ,
e

a b c    
 

，所以 a c b  .

故选：A.

【点睛】

解本题的关键是发掘题中三个式子的相似性，并进行等价变形，易于构造函数，本题多次利

用函数的单调性，先利用单调性判断函数值大小，再由函数单调性判断自变量大小.

例 2．（2023·河南焦作·三模（理））设 0.02e 1a   ，  0.012 e 1b   ， sin 0.01 tan 0.01c   ，则

（       ）

A． a b c  B． a c b 

C． c a b  D．b c a 

答案：A

【解析】

【详解】

因为  20.02 0.01 0.01e 2e 1 e 1 0a b       ，所以 a b ．

设  ( ) 2 e 1 sin tanxf x x x    ，

则 ( )f x  2
12e cos

cos
x x

x
  ，

令 ( ) ( )g x f x ，则 3
2sin( ) 2e sin
cos

x xg x x
x

    ．

当
π0,
6

x   
 

时， 2e 2x  ， sin 0x  ， 3
3

π2sin2sin 8 36 2πcos 9cos
6

x
x

   ，

所以 ( ) 0g x  ，所以当
π0,
6

x   
 

时， ( ) (0) 0f x f   ，

所以  f x 在
π0,
6

x   
 

上单调递增，

从而 ( ) (0) 0f x f  ，

因此 (0.01) 0f  ，即b c ．

综上可得 a b c  ．



故选：A

【点睛】

比较函数值的大小，要结合函数值的特点，选择不同的方法，本题中， ,a b可以作差进行比

较大小，而 ,b c的大小比较，则需要构造函数，由导函数得到其单调性，从而比较出大小，

有难度，属于难题.

例 3．（2023·四川·广安二中模拟预测（理））已知0 πx y   ，且 e sin e siny xx y ，其中 e

为自然对数的底数，则下列选项中一定成立的是（       ）

A． coco s 0s x y  B． cos cos 0x y 

C． cos sinx y D． sin sinx y

答案：B

【解析】

分析：

构造   sin
ex

xf x  ， 0 πx  ，求导研究其单调性，判断出 D 选项，利用同角三角函数关系

得到 AB 选项，构造差函数，得到
π
2

x y  ，从而判断出 C 选项.

【详解】

构造   sin
ex

xf x  ， 0 πx  ，则   sin 0
ex

xf x   恒成立，

则   cos sin
ex

x xf x   ，

当
π0
4

x  时， cos sinx x ，   cos sin 0
ex

x xf x    ，

当
π π
4

x  时， cos sinx x ，   cos sin 0
ex

x xf x   

所以   sin
ex

xf x  在
π0,
4

 
 
 

单调递增，在
π ,π
4

 
 
 

单调递减，

因为0 πx y   ，所以
π0 π
4

x y    ，0 e ex y  ，

又
sin sin 0
e ex y

x y
  ，所以0 sin sinx y  ，D 错误，

因为
π0 π
4

x y    ，所以 2cos 1 sin 0x x   ， 2cos 1 siny y  ，

所以 cos cosx y ，所以 cos cos 0x y  ，A 错误，B 正确.

令     π
2

g x f x f x    
 

，则
π 0
4

g    
 

，



   
 

π
2

π π
2 2

sin cos e e
π cos sin sin cos
2 e e e

xx

x x

x x
x x x xg x f x f x





 
  

          





 

当 0 πx  时，   0g x  恒成立，

所以     π
2

g x f x f x    
 

在  0, π 上单调递增，

当
π0,
4

x   
 

时，     π 0
2

g x f x f x     
 

，即   π
2

f x f x   
 

，

因为    f x f y ，

所以   π
2

f y f x   
 

因为
π0 π
4

x y    ，

所以
π π
2 4

x  ，

因为  f x 在在
π ,π
4

 
 
 

单调递减，

所以
π
2

y x  ，即
π
2

x y 

因为   cosx x  在  0,π 上单调递减，

所以
πcos cos sin
2

x y y    
 

，C 错误

故选：B

【点睛】

结合题目特征，构造函数，利用函数单调性比较函数值的大小，是比较大小很重要的方法，

本题中构造   sin
ex

xf x  进行求解.

题型二：同构变形

例 4．（2023·全国·高三专题练习）对下列不等式或方程进行同构变形，并写出相应的同构函

数．

(1) 2log 2 0kxx k   ；

(2) 2 1e ln 0x x


  ；

(3) 2ln e 0
m
xx x m  ；

(4)    
   

 

1
e 1 2 lnaxa x x

x
；



(5)    ln 1 2 1 2exa x x ax     ；

(6) ln e ( 1)x ax a x x x    ；

(7) e 2 ln 0x x x    ；

(8) 2e ln 0xx x  ．

答案：(1) 2log
2(log ) 2 2x kxx kx   ， ( ) 2xf x x  .

(2) 2 ln2 e (ln )ex xx x  ， ( ) exg x x .

(3) ln ln(ln ) lnm mx x
x x

   ， l( n)h x xx   .

(4) 22 ln 2e ln e lnax xax ax x x     ， ( ) exu x x x  .

(5) ln( 1) 2( 1) ln e 2ex xa x x a     ， ( ) ln 2v x a x x  .

(6)e lne lnx x a ax x    ， ( ) lnr x x x  .

(7) e ln e lnx x x x    ， ( ) lnx x x   .

(8)
1 1e ln e lnx x

x x
 ， ( ) lnx x x  .

【解析】

分析：

（1）（2）（3）（4）（5）（6）（7）（8）根据给定的不等式或等式，利用等式不等式性质、指

对数式互化变形成不等号或等号两边结构相同的形式，再构建函数作答.

(1)

显然 0x  ，则 2log
2 2 2log 2 0 log 2 (log ) 2 2xkx kx kxx k x x kx x kx          ， ( ) 2xf x x  .

(2)

显然 0x  ，则
2 2 2 2 ln1 1e ln 0 e ln 2 e ln 2 e (ln )e

2
x x x x xx x x x x x x    

 
        ，

( ) exg x x .

(3)

显然 0x  ，则 2 ln e 0 ln e ln ln(ln ) ln
m m
x xm m mx x m x x x x

x x x
        ， l( n)h x xx   .

(4)

显然 0x  ，则
2 2 2 21(e 1) 2( ) ln e 2 ln 2ln ln lnax axa x x ax ax x x x x x x

x
        

22 ln 2e ln e lnax xax ax x x      ， ( ) exu x x x  .

(5)

ln( 1) 2( 1) 2e ln( 1) 2( 1) ln e 2ex x xa x x ax a x x a           ， ( ) ln 2v x a x x  .

(6)

1x  ， ln e e ln e ln e lnx a x a a x x a ax a x x x x x x x            ， ( ) lnr x x x  .



(7)

e 2 ln 0 e ln e ln e lnx x x xx x x x x x x              ， ( ) lnx x x   .

(8)

2 ln 1 1 1 1e ln 0 e e ln e ln e lnx x x x xxx x x x
x x x x x

         ， ( ) lnx x x  .

题型三：零点同构

例 5．（2023·全国·高三专题练习）已知函数 ( ) e 2 (ln )xf x x a x x   有两个零点，则 a 的最

小整数值为（       ）

A．0 B．1 C．2 D．3

答案：C

【解析】

分析：

先将函数化为 ln( ) e 2 (ln )x xf x a x x   ，令 lnt x x  ，进而只需说明   e 2tg t at  在 R 上

有两个零点，然后对函数求导，讨论出函数的单调区间和最值，最后通过放缩法解决问题.

【详解】

ln( ) e 2 (ln ) e 2 (ln )x x xf x x a x x a x x      ，

设 ln ( 0)t x x x   ，
11 0t
x

   ，即函数在  0,  上单调递增，易得 Rt  ，于是问题等

价于函数   e 2tg t at  在 R 上有两个零点，   e 2tg t a  ，

若 0a  ，则   0g t  ，函数  g t 在 R 上单调递增，至多有 1 个零点，不合题意，舍去；

若 0a  ，则  , ln 2x a  时，   0g t  ，  g t 单调递减，  ln 2 ,x a  时，   0g t  ，

 g t 单调递增.

因为函数  g t 在 R 上有两个零点，所以      min

eln 2 2 1 ln 2 0
2

g a a ag at       ，

而  0 1 0g   ，

限定 1t   ，记   ett t   ，   e 1 0tt    ，即  t 在  1, 上单调递增，于是

   e 1 e 1 0 et tt t t         ，则 2t  时 ，
2

2e e
2 4

t
tt t

   ，此时

   
2

2 8
4 4
t tg t at t a    ，因为

2
ea  ，所以8 4e 1a   ，于是 8t a 时，   0g t  .

综上：当
2
ea  时，有两个交点，a 的最小整数值为 2.

故选：C.

例 6．（2023



·全国·模拟预测）在数学中，我们把仅有变量不同，而结构、形式相同的两个式子称为同构

式，相应的方程称为同构方程，相应的不等式称为同构不等式．若关于 a的方程 6e eaa  和关

于b 的方程   3 1ln 2 eb b    （ a，b ， R  ）可化为同构方程，则 ________，  ln ab 

________． 

答案：     3     8

【解析】

分析：

两个方程分别取自然对数，转化后由同构的定义求得 ，然后利用新函数的单调性得 ,a b关

系，从而求得 ab的值．

【详解】

对 6e eaa  两边取自然对数得 ln 6a a     ①．对   3 1ln 2 eb b    两边取自然对数得 ln b 

 ln ln 2 3 1b    ，即  ln 2 ln ln 2 3 3b b         ②．

因为方程①，②为两个同构方程，所以3 3 6   ，解得 3  ．

设   lnf x x x  （ 0x  ），则   1 1 0f x
x

    ，

所以函数  f x 在  0,  上单调递增，所以方程   6f x  的解只有一个，所以 ln 2a b  ，

所以     3 3 1ln 2 ln 2 eab b b b b      8e ，故   8lnn 8l eab   ．

故答案为：3；8．

例 7．（2023·安徽安庆·高三阶段练习（理））在数学中，我们把仅有变量不同，而结构､形式

相同的两个式子称为同构式，相应的方程称为同构方程，相应的不等式称为同构不等式.若

关于 a的方程 6aae e 和关于b 的方程 3 1(ln 2) ( , )b b e a b R   可化为同构方程.

（1）求 ab的值；

（2）已知函数
1( ) (ln )
3

f x x x   .若斜率为 k 的直线与曲线 '( )y f x 相交于 1 1( , )A x y ，

2 2 1 2( , )( )B x y x x 两点，求证：. 1 2
1x x
k

 

答案：（1） 8e ；（2）答案见解析.

【解析】

分析：

（1）根据同构方程的定义，以及关于 a的方程 6aae e 和关于b 的方程

3 1(ln 2) ( , )b b e a b R   可化为同构方程知 3 3 6   ， 3  ； ( ) x  在 0 +（ ， ） 单调递增，

所以方程 ( )=6x 的解只有一个得 ln 2a b  ，则可得 8ab e ；



（2）将所要证明的 1 2
1x x
k

  转化为证明

2

1 2

2 1

1

1
1 ,

ln

x
x x

x x
x


  利用换元法将双变量化为单变量，

故等价于证 1 ln ( 1n )l t t t t t    ，通过证明 1 lnt t  和 1 lnt t t  来达到证明原式的目的.

【详解】

（1）对 6aae e 两边取自然对数，得 ln 6a a  (1),

对 3 1(ln 2) ( , )b b e a b R   两边取自然对数，得 ln ln 2) ,n 1l 3( bb    

即 2 ln(ln 2) 3 3(ln 2).bb      ，

因为(1)(2)方程为两个同构方程，所以3 3 6    ，解得 3   ，

设 ( ) ln , 0x x x x     ，则
1'( ) 1 0x
x

     ,

所以 ( ) x  在 0 +（ ， ） 单调递增，所以方程 ( )=6x 的解只有一个,

所以 ln 2a b   ，所以 3 3 1 8(ln 2) (ln 2)ab b b b b e e        ，

故 8ab e  .

（2）由（1）知：
1 1( ) (ln ) (ln 3) ln , (0, ).
3 3

f x x x x x x x x x        

所以 2 1 2 1

2 1 2 1

( ) ( ) ln ln( ) ln 2, ,f x f x x xf x x k
x x x x

 
  

   
 

要证 1 2
1x x
k

  ，即证明
2 1

1 2
2 1

,
ln ln

x xx x
x x


 

 等价于

2

1 2

2 1

1

1
1 ,

ln

x
x x

x x
x


 

令
2

1

( 1)xt t
x

   ，则只要证明
11

ln
t t

t


   即可，

由 1t   知， ln 0t   ，故等价于证 1 lnlnt ( 1).t t t t   

设 ( ) 1 ln ( 1),g t t t t     则
1'( ) 1 0( 1)g x t
t

     ，即 ( )g t  在 (1, )  单调递增，

故 ( ) (1) 0g t g   ，即 1 lnt t   .

设 ( ) ln ( 1)( 1),h t t t t t    则 '( ) ln 0( 1)h t t t    ，即 ( )h t 在 (1, ) 单调递增，

故 ( ) (1) 0h t h  ，即 1 lnt t t   。

由上可知 1 ln ( 1n )l t t t t t    成立，则 1 2
1x x
k

  .

例 8．（2023·辽宁·大连市普兰店区高级中学模拟预测）已知函数    ln 1 1f x x x    ．

(1)求函数  f x 的单调区间；

(2)设函数   e lnxg x a x a   ，若函数      F x f x g x  有两个零点，求实数 a 的取值范

围．
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