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第六章 二次型

主要内容：①二次型的概念及其矩阵表示

②用配方法化二次型为标准型

③用合同变换法化二次型为标准型

④用正交变换化二次型为标准型

⑤二次型及矩阵的正定性

第一次课：主要介绍二次型的概念及其矩阵表示，用配方法化二次型为标准型。

§6.1二次型及其标准型

6.1.1 二次型及其标准型

定义6.1.1 :

+            (6.1.1)

的 n 元二次齐次多项式叫做 , 的二次型,简称

元二次型。其中b 称为乘积项x x 的系数，当（6.1.1）的全部系

数均为实数时，称之为实二次型。当（ 6.1.1）的系数允许有复数

时，称之为复次型（本课程只讨论实二次型）。

若记 ，且

                                    （6.1.2）

＝ （6.1.3）
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若记

（6.1.4）

， 则（ 6.1.3） 式可记为

（6.1.3）和（6.1.4）式称为二次型的矩阵表示。在 ij ji 的规定下，显

然 为实对称阵，且 与二次型时一一对应的。因此，实对称阵 A 又称为

二次型（6.1.2）的矩阵， A 的秩叫做二次型的秩 。

例：二次型 的矩阵

，

6.1.1 二次型的标准型

最简单的二次型是只含平方项的，形如
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（6.1.5）

的二次型。其中 , , 是实常数。这种形式的二次型称为
n

标准形式的二次型。

对一般的二次型（6.1.2），通常采用如下形式（称为变量代换

或线性替换）。

注：二次型矩阵为对称阵

， （6.1.6）

代入（ 6.1.2） 式后，将其 化为关于新变 量 的标准形式的二次型：

。系数矩阵 是适当选取的满秩矩阵，即 是可逆阵。

定义6.1.2 二次型（6.1.2）经满秩线性变换（6.1.6）化成形如（6.1.5）的标准

形式，称为二次型用满秩线性变换化标准形。所得到的标准形

（6.1.5）叫做二次型（6.1.2）的标准形。
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用矩阵语言：记 x

则

y ，线性变换 , 是可逆阵

。

记 ，当 D 为对角阵时，

由此可见，化一般 n 元二次型 f 成标准形等同于对二次型矩阵 A 寻找一
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A A

个 n 阶满秩矩阵 P ，使 T 成对角阵 D 。

定义6.1.3 设 ，若存在n 阶可逆阵 P 使 成立，则称矩阵

合同于 ，或简称 与 合同。

由定义，二次型矩阵 与其标准形矩阵是合同的，矩阵合同有如下性质：（1）

反射性。 与 合同

（2） 对称性。 A 与 B 合同，则B 与 A 合同

（3） 传递性。 A 与 B 合同， B 与 C 合同,则 A 与 C 合同

（4）若是 A 实对称阵，且 A 合同于 B ，则 B 也是实对称阵

（5）合同阵的秩相等（但逆不成立）。

注：1。P 必须可逆，这样才能保证变换可逆，即

1

P 可逆故

，变换前后二次型性质不变。2。由 ，

，因 D 为对角阵。故 r( ) 是 D 中主对角线元素不为零的个

数，因而有结论:二次型的秩等于标准形中系数不为零的完全平方项的项数，等  于

标准形矩阵主对角线元素不为零的个数。

§6.2 满秩线性变换化标准形、惯性定理

定理6.2.1 任何n 元二次性都可以经过满秩线性变换化成标准形，化二次型为标

准型的两个常用方法：配方法、矩阵合同变换法。

6.2.1配方法化标准形

基本思想：第一步：把给定的二次型经适当的配完全平方，把（ 6.1.2）配

成若干个线性式子的平方之代数和的形式，设二次型已配方成：
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第二步：作线性变换

y p x p x
1 1 1 1 1n n

即得标准型： 。

例1、用满秩线形变换化二次型

解：

f 4 x 2
2

3 x 2
3

4 x x
1 2

4 x x
1 3

8 x x
2 3

为标准形。

令 则标准形为 f 4 y y 2 y 2
2 3

注：用数学归纳法可证用配方法化二次型为标准形所作得线性变换是非退化的。

注：关键是确保所得线性变换是满秩的。

上述线性变换反解可为

即 p 是满秩石。
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例2、用满秩线形变换化二次型

为标准形。

解：

令

例1、例2中都含有某变元的平方项，可按该变元配方，若原二次型中不含任

何变元的平方项，或配到某一处，只含交叉项，不含平方项。比如a 0 ，这时

可先做变换

将原二次型化为以 y ,y , y
2 n 为变元的二次型 ，这样就含有变

元的平方项了，再进行配方。

例3、用满秩线形变换化二次型 f x ,x ,x
1 2 3

2 x x
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6 x x
2 3 为标准形。
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令 则标准型为 f 2 z2

1

2 z2
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上面变换反解得

x 1 1 0 1 0 1 z y 1 1 0 x
1 1 1 1

而

例、若给定二次型 
f(x ,x ,x

2 3

) (x
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x )2 (x
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x )2 (x
3 1

x )2

3

如果简单地令

变换不是满秩的，应把原二次型平方计算出来，再用配方法。

作业：练习6－1 1（1）（3）、2（1）

练习6－2 1

思考题：练习6－1 3、4

6.2.2矩阵合同变换法化标准型

配方法对二次型进行配方，化为标准型。当然，由于二次型与其矩阵的一

一对应可寻求可逆阵 P ，使 。由于任一可逆阵

初等阵之积，

均可分解成 一系列

设 。

则 。

且有   。

T
表示对 作一次与 相应的列初等变换，再作一次同样的初等行变

换。得到与 A 合同的矩阵 ，此时称对 A 作了一次合同变换，然后对 用

P
2 作第二次合同变换得到 。
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C (1)2 R (1)2
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注：用配方法化二次型为标准型的时候，所求线性变换应是满秩的。

注：必须是合同变换，即做一次列初等变换必须有同样的行初等变换。

依次实施 S 次合同变换，最终得到与 合同的对角矩阵 。从

而 得 到 二 次 型 的 标 准 形 。 变 换 所 用 矩 阵

，即 是由对单位阵作 次与 A 同样的列初等变换

得到的。因而这种方法就是所谓的矩阵合同变换法化二次型成标准形。

例4．用合同变换法将本节例3中的二次型化标准形，并求其所用满秩线性变换， 

并验证结果的正确性。

解：二次型 的矩阵 。

1 -1 -3 0 -1 -2 0 -1 -2
2 2 2
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R (  1 ) 1 C (1)12 2 3
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0 0 1 0 0 1 0 0 1



R (1)1
3 A

1

0 0 1 0 0 1 0 0 1

1

P T A P
1 1

diag (d , ,d )
1 n

P P P
1 2

2 0 0 2 0 0 2 0 0

0 -1 -2 0 -1 0 0 -1 0
2 2 2

0 -2 -2
R (
3

0
4 ) 2

-2 6
R (
3

0
4 ) 2

0 6

1 -1 1 1 -1 3 1 -1 3
2 2 2

1 1 1 1 1 -1 1 1 -1
2 2 2

。

经满秩线性变换

例3所得的结果

，二次型化为标准形 。

与例4不同。这说明标准形不唯一。但注意到，

若对例4最后的结果进一步作合同变换：

标准形为 f 2 y 2

6.2.3惯性定理

2 y 2
2

6 y 2
3

从上面例子可见，二次型的标准形不是唯一的。甚至可以有无穷多个。事

实上， 从矩阵合同变换看， 若可逆矩阵

P diag (k ,k , ,k )(k k k 0)
2 1 2 n 1 2 n

使 。 取

令 ，则 P 是满秩的，且有 P 
T A P diag (k 2 d 

1 1

,k 2 d
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, ,k 2 d 
n n

) 。若对二次型

作变换 ，得到标准形 。由于这里
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可以取任意不为零的常数，上式表明二次型 f(x) X T AX 的标准形的

确有无穷多个。

虽然二次型的标准形不唯一。但由于P 满秩，P T A P 与 A 的秩总相同。即二

次型的标 准形中 系数不 为零的项数 是由 唯一确定 的，且 恰好等 于 的秩

r(A ) r 。设二次型的秩为 r(0 r n ) 。其标准形为

，不妨设 d ,d , d 为正值，其余 r p 个系数 d , d

为负值。 (0 p r) 。则标准形可写成

。

取 ，并令C P M 。

注：标准形不唯一

p个 r-p 个 n-r 个

显然C 满秩，且有 C T AC diag (1, ,1, 1, , 1,0, ,0) 。若记 Z (Z , ,Z )T ，

则 二 次 型 ， 经 满 秩 线 性 变 换 得 到 标 准 形

f z2 z2

1 2
z2 z2

p p 1
z2 
。这种形式的标准形成为二次型的规范型。下面

证规范型唯一。

定理6.2.2 （惯性定理）任何 n 元实二次型 f(x) X

成规范形，且它的规范型是唯一的。

T AX 都存在满秩线性变换化

证：证唯一性。设 经满秩线性变换 化成规范型

设另一个满秩线性变换 X C Z 化成规范型
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