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一、傅立叶级数展开式中的系数一、傅立叶级数展开式中的系数

二、傅立叶级数的收敛性二、傅立叶级数的收敛性

    傅立叶级数傅立叶级数

    无穷级数无穷级数

三、周期延拓三、周期延拓

四、傅立叶余弦级数和正弦级数四、傅立叶余弦级数和正弦级数



在研究细长绝热杆的传导问题时，法国数学家傅立
叶需要把一个函数      表示为三角级数。一般说来，
如果     定义在区间           上，我们需要知道系数       

和          ，使得 

注意区间            关于原点对称。等式(1)称为   在区
间        上的傅立叶（Fourier）级数。这类级数在传

导、波动现象、化学制品和污染物的浓度，以及物
理世界的其他模型研究中有广泛的科学和工程应用
的领域。在这一节中，我们引入一个给定函数的这
些重要的三角级数表示。
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一、傅立叶级数展开式中的系数一、傅立叶级数展开式中的系数

设      是定义在对称区间             上的函数。假定   

可以表示成由等式(1)给定的三角级数。我们要寻
找计算系数         和            的一个方法。计算的关
键三角函数系在区间         上具有正交性，即其中
任何两个不同函数的乘积在区间        上的积分等于
零：
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1. 三角函数的正交性



上述三角函数系中，任一函数的自乘积在区间       

的积分不等于零：
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 (1) 计算    .  将等式(2)的两端逐项积分，然后利用

三角函数系的正交性，可得：

解出    ，得 

2. 傅立叶级数的计算

设函数       能展开成三角级数

(2)

(3)



解出 

(2)计算   . 我们用          乘等式(2)两端，再在区
间 上积分，并利用三角函数系的正交性，可得：

(4)



解出 

(3)计算   .  我们用          乘等式(2)两端，再在区间   

上积分，并利用三角函数系的正交性，可得：

(5)



等式(3),等式(4)和等式(5)称为欧拉—傅立叶公式。系
数       和   分别由等式(3),等式(4)和等式(5)确定的三
角级数(1)称为函数   在区间           上的傅立叶展开式，

其中       和    为 的傅立叶系数。



例1   求函数 的傅立叶级数展开式。

解： 本题       ，傅立叶系数计算如下： 



f (x)的傅立叶级数在区间         上表达式为



当项数  取1，5和20时傅立叶级数逼近的图象如图。

注意随着   的增加，在所有连续点逼近如何越来越
接近函数的图象。在      的不连续点        ，傅立叶级
数逼近趋向0.5，这是跃度的一半，这些结果跟下面

叙述的傅立叶收敛定理是一致的。



将      展开成傅立叶级数。

解：本题        ，傅立叶系数计算如下：

例2  设是       周期为    的函数, 它在         上的表

达式为
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