
专题 08 解三角形及其应用

（思维构建+知识盘点+重点突破+方法技巧+易混易错）

知识点 1 正、余弦定理及应用

1、正、余弦定理与变形

定理 正弦定理 余弦定理

内容
a

sin A
＝

b
sin B

＝
c

sin C
＝2R

a2＝b2＋c2－2bccos A；

b2＝c2＋a2－2cacos B；

c2＝a2＋b2－2abcos C

变形

(1)a＝2Rsin A，b＝2Rsin B，c＝2Rsin C；

(2)a∶b∶c＝sin A∶sin B∶sin C；

(3) a＋b＋c
sin A＋sin B＋sin C

＝
a

sin A
＝2R

cos A＝b2＋c2－a2

2bc
；

cos B＝c2＋a2－b2

2ac
；

cos C＝a2＋b2－c2

2ab

【注意】若已知两边和其中一边的对角，解三角形时，可用正弦定理．在根据另一边所对角的正弦值确定

角的值时，要注意避免增根或漏解，常用的基本方法就是注意结合“大边对大角，大角对大边”及三角形内角

和定理去考虑问题．

2、解三角形中的常用结论



（1）三角形内角和定理：在△ABC中，A＋B＋C＝π；变形：
A＋B
2

＝
π
2
－
C
2
.

（2）三角形中的三角函数关系

①sin(A＋B)＝sin C； ②cos(A＋B)＝－cos C； ③sin A＋B
2

＝cos C
2
； ④cos A＋B

2
＝sin C

2
.

（3）三角形中的射影定理：在△ABC中，a＝bcos C＋ccos B；b＝acos C＋ccos A；c＝bcos A＋acos B.

（4）三角形中的大角对大边：在△ABC中，A＞B⇔a＞b⇔sin A＞sin B.

3、三角形常用面积公式

（1）S＝1
2
a·ha(ha表示边 a上的高)；

（2）S＝1
2
absin C＝1

2
acsin B＝1

2
bcsin A；

（3）S＝1
2
r(a＋b＋c)(r为内切圆半径)．

知识点 2 解三角形的实际应用

名称 意义 图形表示

仰角与俯角

在目标视线与水平视线所成的角中，目标

视线在水平视线上方的叫做仰角，目标视

线在水平视线下方的叫做俯角

方位角

从某点的指北方向线起按顺时针方向到

目标方向线之间的夹角叫做方位角，方位

角θ的范围是 0°≤θ<360°

方向角
正北或正南方向线与目标方向线所成的

锐角，通常表达为北(南)偏东(西)

例：(1)北偏东α： (2)南偏西α：

【注意】（1）方位角和方向角本质上是一样的，方向角是方位角的一种表达形式，是同一问题中对角的不

同描述．

（2）将三角形的解还原为实际问题时，要注意实际问题中的单位、近似值要求，同时还要注意所求的结果

是否符合实际情况．

重难点 01 解三角形中的最值范围问题

1、三角形中的最值、范围问题的解题策略

（1）定基本量：根据题意或几何图形厘清三角形中边、角的关系，利用正、余弦定理求出相关的边、角

或边角关系，并选择相关的边、角作为基本量，确定基本量的范围．



（2）构建函数：根据正、余弦定理或三角恒等变换将待求范围的变量用关于基本量的函数解析式表示．

（3）求最值：利用基本不等式或函数的单调性等求最值．

2、求解三角形中的最值、范围问题的注意点

（1）涉及求范围的问题，一定要搞清已知变量的范围，利用已知的范围进行求解，已知边的范围求角的

范围时可以利用余弦定理进行转化．

（2）注意题目中的隐含条件，如 A＋B＋C＝π，0＜A＜π，b－c＜a＜b＋c，三角形中大边对大角等．

类型 1 角或三角函数值的最值范围

【典例 1】（23-24高三下·山西·模拟预测）钝角 ABC 中，角 , ,A B C的对边分别为 a，b，c，若 cos sina B c A ，

则 sin 2 sinA B 的最大值是 .

【答案】
5
4

【解析】因为 cos sina B c A ，由正弦定理得 sin cos sin sinA B C A ，

又因为 (0, π)A ，可得 sin 0A  ，所以 sin cosC B ，则
π
2

C B  或
π
2

C B  .

当
π
2

C B  时，可得
π
2

A  ，与 ABC 是钝角三角形矛盾，所以
π
2

C B  ，

由

π0
2
π0
2

π

A

B

A B C

  

  


  


，则
π 2 0
2

A B   ，可得
π0
4

B  ，

所以  sin 2 sin sin 2 sin cos 2 2 sinA B B C B B B     

2

2 2 52sin 2 sin 1 2 sin
4 4

B B B
 

         
 

，

所以当
2sin
4

B  时， sin 2 sinA B 的最大值为
5
4
.

【典例2】（23-24高三下·福建厦门·三模）记锐角 ABC 的内角A，B，C的对边分别为a，b，c.若
32cos b aC
a b

  ，

则 B 的取值范围是 .

【答案】
π π,
6 2

 
 
 

【解析】因为
32cos b aC
a b

  ，所以 2 22 cos 3ab C b a  ，

由余弦定理可得： 2 2 22 cosab C a b c   ，



可得
2 2 21

2
b a c  ，在锐角 ABC 中，由余弦定理可得：

2 2 2 2 2
2 2 2

1 3
32 2cos

2 2 2 4

a c a c ca c b cB
ac ac ac a

           
，

因为
2 2 2

2 2 2

a b c
b c a
  


 
，即

2 2 2 2

2 2 2 2

1
2

1
2

a a c c

a c c a

   

   


，即
2 232

2
a c ，所以

2
3

c
a
 ，

所以
3 3 2 3cos
4 4 23
cB
a

     ，所以
π π,
6 2

B   
 

.

类型 2 边或周长的最值范围

【典例 1】（23-24高三下·江苏·月考）在 ABC 中，内角 , ,A B C的对边分别为 , ,a b c，已知 2 2 .b a ac 

（1）若 60B  求C的大小；

（2）若 ABC 为锐角三角形，求
b
a
的取值范围.

【答案】（1）90；（2）  2, 3

【解析】（1）由题意，在 ABC 中， 2 2 .b a ac  ，

由余弦定理得， 2 2 22 cosa c ac B b   

∴ 2 2 22 cosa c ac B a ac     ， 2 cosc a B a   ，

∵ 180A B C   ，

∴  sin 2sin cos sinA B A B A   cos sin sin cos sinA B A B A   ，

 sin sinB A A   B A A   或 πB A A   （舍）， 2B A 

∵ 60B  ， 30A  ， 180 90C A B     ．

（2）由题意及（1）得，在 ABC 中， 2B A ，

由正弦定理得，
sin sin2 2cos
sin sin

b B A A
a A A
   ，

ABC 为锐角三角形，

π0
2
π0 2
2

π0 π 2
2

A

A

A A

  

  

    

解得：
π π
6 4

A  ，

2 2cos 3A   ，



∴
b
a
的取值范围为  2, 3 ．

【典例 2】（23-24高三下·安徽淮北·二模）记 ABC 的内角 , ,A B C的对边分别为 , ,a b c，已知
22 sin
2
Ac b c 

（1）试判断 ABC 的形状；

（2）若 1c  ，求 ABC 周长的最大值.

【答案】（1） ABC 是直角三角形；（2） 2 1

【解析】（1）由
22 sin
2
Ac b c  ，可得

2sin
2 2
A c b

c


 ，所以
1 cos

2 2
A c b

c
 

 ，

即
1 cos 1
2 2 2 2

A b
c

   ，所以 cos bA
c

 ，

又由余弦定理得
2 2 2

2
b c a b

bc c
 

 ，可得 2 2 2 a b c ，所以
π
2

C  ，

所以 ABC 是直角三角形

（2）由（1）知， ABC 是直角三角形，且 1c  ，可得 sin , cosa A b A  ，

所以 ABC 周长为
π1 sin cos 1 2 sin
4

A A A      
 

，

因为
π0,
2

A   
 

，可得
π π 3π,
4 4 4

A    
 

，

所以，当
4

A 
 时，即 ABC 为等腰直角三角形，周长有最大值为 2 1 .

类型 3 三角形面积的最值范围

【典例 1】（23-24高三下·广东茂名·一模）在 ABC 中，内角 , ,A B C的对边分别是 , ,a b c，且

 sin sin
2

A Cb B C a 
  .

（1）求 B的大小；

（2）若D是 AC边的中点，且 2BD  ，求 ABC 面积的最大值.

【答案】（1） π
3

B  ；（2） 4 3
3

【解析】（1） πA B C   ，  sin sinA B C   ，
πsin sin cos
2 2
B Bb A a a

   ，

由正弦定理可得 sin sin sin cos
2
BB A A ，

sin 2sin cos
2 2
B BB  ， 2sin cos sin sin cos

2 2 2
B B BA A  ，



, (0, π),sin 0A B A  ， cos 0
2
B
 ，

1sin
2 2
B

  ，即
π

2 6
B
 ，即

π
3

B  ；

（2）依题意，
1 3sin
2 4ABCS ac B ac  ，

2BA BC BD 
  

， 4BA BC 
 

，  2 16BA BC 
 

，

即
2 2 π2 cos 16

3
a c ac    ，

即 2 2 16 3c a ac ac    ，当且仅当
4 3
3

a c  时，等号成立，

即
16
3

ac  ， ABC 面积的最大值为
1 16 3 4 3
2 3 2 3
   .

【典例 2】（23-24高三下·湖北武汉·二模）在 ABC 中，角 , ,A B C的对边分别为 , ,a b c，已知

 2 cos cos 0a c B b C   .

（1）求 B；

（2）已知 3b  ，求
1 2
2
a c 的最大值.

【答案】（1） π
3

B  ；（2） 21 .

【解析】（1）∵  2 cos cos 0a c B b C   ，

由正弦定理得  2sin sin cos sin cos 0A C B B C   ，

2cos sin cos sin sin cos 0B A B C B C   ，即 2cos sin sin cos cos sinB A B C B C  ，

所以  2cos sin sin sinB A B C A   ，

∵  0,πA ，∴ sin 0A  ，∴
1cos
2

B  ，

∵0 πB  ，∴
π
3

B  ；

（2）由正弦定理，得

3 2
sin sin sin 3

2

a c b
A C B
   

，

∴
1 2π2 sin 4sin sin 4sin
2 3
a c A C A A       

 

 sin 2 3 cos 2sin 3sin 2 3 cos 21sinA A A A A A        ，

又∵
20
3

A 
  ，为锐角，∴  21sin A  的最大值为 21，



∴
1 2
2
a c 的最大值为 21 .

重难点 02 解三角形角平分线的应用

如图，在∆���中，��平分∠���，角�、�，�所对的边分别问�，�，�

（1）利用角度的倍数关系：∠��� = 2∠��� = 2∠���

（2）内角平分线定理：��为∆���的内角∠���的平分线，则
��
��

= ��
��
.

说明：三角形内角平分线性质定理将分对边所成的线段比转化为对应的两边之比，再结合抓星结构，就

可以转化为向量了，一般的，涉及到三角形中“定比”类问题，运用向量知识解决起来都较为简捷。

（3）等面积法：因为�∆��� + �∆��� = �∆���，所以
1
2

� ∙ ����� �
2

+ 1
2

� ∙ ����� �
2

= 1
2

������，

所以 � + � �� = 2�� ��� �
2
，整理的：�� =

2������
2

�+�
（角平分线长公式）

【典例 1】（23-24高三下·江西·模拟预测）在 ABC 中，内角 , ,A B C所对的边分别为 , ,a b c，其外接圆的半

径为 2 3，且
3cos sin
3

b C a c B  ．

（1）求角 B；

（2）若 B 的角平分线交 AC于点 , 3D BD  ，点 E在线段 AC上， 2EC EA ，求 BDE△ 的面积．

【答案】（1）
2π
3

B  ；（2） 3
2

．

【解析】（1）因为
3cos sin
3

b C a c B  ，

由正弦定理可得
3sin cos sin sin sin
3

B C A C B  ，

又  πA B C   ，所以   3sin cos sin sin sin
3

B C B C C B   ，

所以
3sin cos sin cos cos sin sin sin
3

B C B C B C C B   ，

即
3sin cos sin sin 0
3

C B C B  ，

 0,πC ，故 sin 0C  ，



3cos sin 0
3

B B   ，即 tan 3B   ，

又  0,πB ，则
2π
3

B  ．

（2）由（1）可知，
2π
3

B  ，又外接圆的半径为2 3；

由正弦定理可知 4 3
sin
b
B
 ，所以

24 3 sin 6
3
πb   ，

因为 BD是 ABC 的平分线，故
1 π
2 3

CBD ABD ABC      ，

又 3BD  ，由 ABC BCD ABDS S S    ，

可得
1 2π 1 π 1 πsin 3sin 3sin
2 3 2 3 2 3
ac a c    ，即  3ac a c  ．①

由余弦定理可知，
2 2 2 2π2 cos

3
b a c ac   ，即 2( ) 36a c ac   ．②

由①②可知 2 3a c  ．所以BD AC ，

又 2EC AE ，则 1DE  ，

所以
1 31 3
2 2BDES     .

【典例 2】（23-24高三下·河北沧州·模拟预测）在 ABC 中，角 A，B，C的对边分别为 a，b，c，已知  2a c c b  ．

（1）求证： 3 πB C  ；

（2）若 ABC 的角平分线交 AC于点 D，且 12a  ， 7b  ，求 BD的长．

【答案】（1）证明见解析；（2） 4 6 .

【解析】（1）在 ABC 中，由余弦定理 2 2 2 2 cosa c b cb A   及  2a c c b  ，

得 2 2 cosb cb A bc  ，即 2 cosb c A c  ，

由正弦定理，得sin 2sin cos sinB C A C  ，

即sin sin ) 2sin cos sin cos cos sin sin )( (C C A C A A C A C A C       ，

由0 πC  ，得 sin( ) sin 0A C C   ，则0 πA C A    ，

因此C A C  ，即 2A C ，则 2 πC B C   ，

所以 3 πB C  ．

（2）由  2a c c b  ，得  212 7c c  ，由 0c  ，得 9c  ．

在 ABD△ ， BCD△ 中，由正弦定理，得
sin sin
sin sin

AB ADB BDC BC
AD ABD CBD CD

 
  

 
，

则
9 12

7AD AD



，解得 3AD  ，从而 4DC  ，



又 cos ADB cos DB 0   C ，

由余弦定理，得
2 2 2 2 2 23 9 4 12 0
2 3 2 4
BD BD
BD BD

   
 

 
，解得 4 6BD  ，

所以 BD的长为4 6 .

重难点 03 解三角形中线的应用

1、中线长定理：在∆���中，��是边��上的中线，则��2 + ��2 = 2(��2 + ��2)

【点睛】灵活运用同角的余弦定理，适用在解三角形的题型中

2、向量法：������� 2 = 1
4

�2 + �2 + 2�� cos �

【点睛】适用于已知中线求面积（已知
��
��
的值也适用）.

【典例 1】（23-24高三下·山西·三模）在 ABC 中，内角 , ,A B C所对的边分别为 , , .a b c 已知

2 22π , 24,
3

A b c ABC    的外接圆半径 2 3,R D 是边 AC的中点，则 BD长为（ ）

A． 2 1 B．2 3 C． 6 2 D． 21

【答案】D

【解析】由
2π ,
3

A ABC  的外接圆半径 2 3R  ，得
32 sin 2 2 3 6
2

a R A     ，

由 2 2 2 2 cosa b c ab A   和 2 2 24b c  得 12ab  ，

又
2 2 24

12
b c
bc
  



，解得 2 3b c  ，所以

1 2π ππ
2 3 6

B C      
 

.

因为 ABC 中，D是边 AC的中点，所以  1
2

BD BA BC 
  

,

于是  2 2 21 1 2 cos
2 2

BD BA BC BA BA BC ABC BC     
      

2 21 13 12 3 2 3 6 36 21
2 2

c ca a         .故选：D.

【典例 2】（23-24 高三下·黑龙江哈尔滨·三模）已知 ABC 的内角 , ,A B C的对边分别为 , ,a b c，且 3,a BC

边上中线 AD长为 1，则bc最大值为（ ）

A．
7
4

B．
7
2

C． 3 D． 2 3

【答案】A

【解析】由题意得 πADB ADC   ，所以 cos cos 0ADB ADC    ，



又 3a  ，且 D是BC的中点，所以
3
2

DB DC  ，

在 ABD△ 中，
2

2 2 2
7
4cos

2 3

cAD BD cADB
AD BD

 
  


，

在 ADC△ 中，
2

2 2 2
7
4cos

2 3

bAD CD bADC
AD CD

 
  


，

所以
2 27 7

4 4cos cos 0
3 3

b c
ADC ADB

 
      ，

即
2 2 7

2
b c  ，得

2 2 7 72
2 4

bc b c bc     ，当且仅当
7
2

b c  取等号，故选：A

一、利用正、余弦定理求解三角形的边角问题，实质是实现边角的转化，解题的思路是：

1、选定理.

（1）已知两角及一边，求其余的边或角，利用正弦定理；

（2）已知两边及其一边的对角，求另一边所对的角，利用正弦定理；

（3）已知两边及其夹角，求第三边，利用余弦定理；

（4）已知三边求角或角的余弦值，利用余弦定理的推论；

（5）已知两边及其一边的对角，求另一边，利用余弦定理；

2、巧转化：化边为角后一般要结合三角形的内角和定理与三角恒等变换进行转化；若将条件转化为边之间

的关系，则式子一般比较复杂，要注意根据式子结构特征灵活化简.

3、得结论：利用三角函数公式，结合三角形的有关性质（如大边对大角，三角形的内角取值范围等），并

注意利用数形结合求出三角形的边、角或判断出三角形的形状等。

【典例 1】（23-24高三下·浙江金华·三模）在 ABC 中，角 , ,A B C的对边分别为 a，b，c .若 7a  ， 2b  ，

60A  ，则 c为（ ）

A．1 B．2 C．3 D．1或 3

【答案】C

【解析】由余弦定理得
2 2 2

cos
2

b c aA
bc

 
 ,

即  22 22 7 1
2 2 2

c

c

 



，即 2 2 3 0c c   ，解得 3c  或 1c   （舍）.故选：C.



【典例 2】（23-24高三下·江苏·二模）设钝角 ABC 三个内角 A，B，C所对应的边分别为 a，b，c，若 2a  ，

sin 3b A  ， 3c  ，则b  .

【答案】 19

【解析】由余弦定理得，
2 2 2 2 29 4 5cos
2 6 6

b c a b bA
bc b b

    
   ，

而由 sin 3b A  ，得
3sin B
b

 ，

因为 ABC 是钝角三角形，且 c a ，故 A为锐角，所以 2
3cos 1A
b

  ，

所以
2

2
3 51

6
b

b b


  ，解得 2 7b  或 2 19b  ，

当 2 7b  时，即 7b  ， c b a  ，由大边对大角得：最大角为 C，

2 2 2 7 4 9cos 0
2 6 7

b a cC
ba

   
  


，故 C为锐角，不符合题意；

当 2 19b  时，即 19b  ，b c a  ，由大边对大角得：最大角为 B，

2 2 2 9 4 19cos 0
2 6 2

c a bB
ca

   
  


，故 B是钝角，符合题意.

【典例 3】（23-24高三下·广东江门·二模） P 是 ABC 内一点， 45 , 30ABP PBC PCB ACP         ，

则 tan BAP （ ）

A． 2
3

B．
2
5

C．
1
3

D． 1
2

【答案】D

【解析】因为 45 , 30ABP PBC PCB ACP         ，

所以  180 45 30 30 30 45BAC         ，

设 BAP   ，因为 PBC PCB  ，所以BP CP ．

在 ,ABP ACP  中，由正弦定理可得  
sin 45 sin 30,
sin sin 45

AP AP
BP CP 

 
 

 ，



则  
sin 45 sin 30
sin sin 45 

 


 ，即  sin 45 sin 45 sin 30 sin     ，

即
2 2 1(cos sin ) sin
2 2 2

     ，解得
sin 1tan
cos 2




  ．故选：D

二、判定三角形形状的两种常用途径

1、角化边：利用正弦定理、余弦定理化角为边，通过代数恒等变换，求出边与边之间的关系进行判断；

2、边化角：通过正弦定理和余弦定理，化边为角，利用三角变换得出三角形内角之间的关系进行判断

【典例 1】（23-24高三下·湖南衡阳·模拟预测）在 ABC 中，角 , ,A B C的对边分别为 , ,a b c，若 sin 2 sin 2A B ，

则 ABC 的形状为 .

【答案】等腰三角形或直角三角形.

【解析】因为 sin 2 sin 2A B ，可得 2sin cos 2sin cosA A B B ，

由正弦定理和余弦定理，可得
2 2 2 2 2 2

2 2
2 2

b c a a c ba b
bc ac

   
   ，

整理得    2 2 2 2 2 2 2 2a b c a b a c b     ，即 2 2 4 2 2 4 0a c a b c b    ，

即     2 2 2 2 2 2 2 0c a b a b a b     ，可得    2 2 2 2 2 0a b c a b    ，

所以 a b 或 2 2 2 a b c ，所以 ABC 是等腰三角形或直角三角形.

【典例 2】（23-24高三下·河北秦皇岛·三模）在 ABC 中，内角A，B，C的对边分别为 a，b，c，且 2B C ，

2b a ，则（ ）

A． ABC 为直角三角形 B． ABC 为锐角三角形

C． ABC 为钝角三角形 D． ABC 的形状无法确定

【答案】A

【解析】由 2b a ，可得 sin 2 sinB A ，

则  sin 2 2 sin π 3 2 sin 3C C C   ，

sin 2 2 sin 2 cos 2 cos 2 sinC C C C C   ，

 2 22cos 2 2 cos 2 2cos 1C C C   ，

即 24 2 cos 2cos 2 0C C   ，

由 2B C C  ，故C只能为锐角，可得
2cos
2

C  ，

因为
π0
2

C  ，所以
π
4

C  ，
π
2

B  .故选：A.
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