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第08讲 函数的基本性质Ⅱ-奇偶性、周期性和对称性（精讲）
题型目录一览
	①函数的奇偶性

	②函数奇偶性的应用

	③函数的周期性

	④函数的对称性

	⑤函数性质的综合应用


一、知识点梳理


1.函数的奇偶性
	奇偶性
	定义
	图象特点

	偶函数
	



如果对于函数的定义域内任意一个，都有，那么函数就叫做偶函数
	
关于轴对称

	奇函数
	



如果对于函数的定义域内任意一个，都有，那么函数就叫做奇函数
	关于原点对称




注意：由函数奇偶性的定义可知，函数具有奇偶性的一个前提条件是：对于定义域内的任意一个，也在定义域内(即定义域关于原点对称)．
2.函数的对称性



(1)若函数为偶函数，则函数关于对称．



(2)若函数为奇函数，则函数关于点对称．



(3)若，则函数关于对称．



(4)若，则函数关于点对称．
3.函数的周期性






（1）周期函数：对于函数，如果存在一个非零常数，使得当取定义域内的任何值时，都有，那么就称函数为周期函数，称为这个函数的周期.


（2）最小正周期：如果在周期函数的所有周期中存在一个最小的正数，那么称这个最小整数叫做
的最小正周期.
【常用结论】
1.奇偶性技巧



（1）若奇函数在处有意义，则有；



（2）对于运算函数有如下结论：奇奇=奇；偶偶=偶；奇偶=非奇非偶；



奇奇=偶；奇偶=奇；偶偶=偶.
(3)常见奇偶性函数模型



奇函数：①函数或函数．②函数．


③函数或函数


④函数或函数．


注意：关于①式，可以写成函数或函数．



偶函数：①函数．②函数．③函数类型的一切函数．
2.周期性技巧



3.函数的的对称性与周期性的关系





（1）若函数有两条对称轴，，则函数是周期函数，且；




（2）若函数的图象有两个对称中心，则函数是周期函数，且；





（3）若函数有一条对称轴和一个对称中心，则函数是周期函数，且.
4.对称性技巧



（1）若函数关于直线对称，则．



（2）若函数关于点对称，则．





（3）函数与关于轴对称，函数与关于原点对称．
二、题型分类精讲



真题刷刷刷



一、单选题
1．（2021·全国·高考真题）下列函数中是增函数的为（    ）




A．	B．	C．	D．

2．（2021·全国·统考高考真题）设函数，则下列函数中为奇函数的是（    ）




A．	B．	C．	D．




3．（2021·全国·高考真题）设是定义域为R的奇函数，且.若，则（    ）




A．	B．	C．	D．

4．（2021·浙江·统考高考真题）已知函数，则图象为如图的函数可能是（    ）
[image: ]


A．	B．


C．	D．

5．（2022·全国·统考高考真题）如图是下列四个函数中的某个函数在区间的大致图像，则该函数是（    ）
[image: ]




A．	B．	C．	D．




6．（2021·全国·统考高考真题）已知函数的定义域为，为偶函数，为奇函数，则（    ）




A．	B．	C．	D．



7．（2022·全国·统考高考真题）已知函数的定义域为R，且，则（    ）


A．	B．	C．0	D．1






8．（2022·全国·统考高考真题）已知函数的定义域均为R，且．若的图像关于直线对称，，则（    ）




A．	B．	C．	D．







9．（2021·全国·统考高考真题）设函数的定义域为R，为奇函数，为偶函数，当时，．若，则（    ）




A．	B．	C．	D．
二、多选题






10．（2022·全国·统考高考真题）已知函数及其导函数的定义域均为，记，若，均为偶函数，则（    ）




A．	B．	C．	D．
三、填空题

11．（2021·全国·统考高考真题）写出一个同时具有下列性质①②③的函数_______．




①；②当时，；③是奇函数．
四、双空题



12．（2022·全国·统考高考真题）若是奇函数，则_____，______．

题型一 函数的奇偶性
[image: ]策略方法 判断函数奇偶性的方法
(1)定义法：
[image: ]
(2)图象法：
[image: ]
(3)性质法：
在公共定义域内有：奇±奇＝奇，偶±偶＝偶，奇×奇＝偶，偶×偶＝偶，奇×偶＝奇．

【典例1】判断下列函数的奇偶性：

(1)；

(2)；

(3)；

(4)．

【题型训练】
一、单选题

1．函数的奇偶性是（　　）
A．是奇函数，不是偶函数
B．是偶函数，不是奇函数
C．既是奇函数，也是偶函数
D．非奇非偶函数





2．已知奇函数，当时，，则当时，（    ）


A．	B．


C．	D．


3．若函数为奇函数，则（    ）

A．2	B．1	C．0	D．

4．函数的部分图象大致为（    ）
A．[image: ]	B．[image: ]
C．[image: ]	D．[image: ]
二、填空题





5．函数为偶函数，当时，，则时，___________．



6．，若，则__________.





7．已知函数是定义在上的奇函数，当时，，则的解集是__________.

三、解答题

8．已知函数

(1)求函数解析式；

(2)判断函数的奇偶性并加以证明




9．已知函数．

(1)求的值；


(2)令，求证：为奇函数；



(3)若锐角满足，求的取值范围．




题型二 函数奇偶性的应用
[image: ]策略方法 已知函数奇偶性可以解决的三个问题
[image: ]




【典例1】若函数是定义在R上的奇函数，当时，，则（    ）


A．	B．	C．5	D．7



【典例2】若函数是偶函数，则、的值是（    ）



A．	B．不能确定，



C．，不能确定	D．





【典例3】偶函数满足：，且在区间与上分别递减和递增，使的取值范围是（　  　）


A．	B．


C．	D．
【题型训练】
一、单选题


1．（2023·全国·高三专题练习）若函数为奇函数，则实数的值为（    ）


A．1	B．2	C．	D．


2．（2023·全国·高三专题练习）已知函数为偶函数，则（    ）




A．	B．	C．	D．





3．（2023·安徽·校联考模拟预测）已知函数为上的奇函数，当时，，则（    ）




A．	B．	C．＋1	D．





4．（2023·全国·高三专题练习）定义在上的偶函数在区间上单调递增，若，则的取值范围是（    ）




A．	B．	C．	D．



5．（2023春·贵州黔东南·高三校考阶段练习）已知偶函数在上单调递增，则的解集是（    ）




A．	B．	C．	D．






6．（2023·湖南长沙·湖南师大附中校考模拟预测）已知函数是定义在上的偶函数，在上单调递减，且，则不等式的解集为（    ）




A．	B．	C．	D．
二、多选题




7．（2023·全国·高三专题练习）已知函数在区间上是偶函数，在区间上是单调函数，且，则（　　）




A．         B．         C．	        D．




8．（2023·山东菏泽·山东省东明县第一中学校联考模拟预测）已知函数的定义域为R，为奇函数，且对，恒成立，则（    ）




A．为奇函数	B．	C．	D．
三、填空题




9．（2023·广东潮州·统考二模）已知函数（其中是自然对数的底数，）是奇函数，则实数的值为______.






10．（2023·河南周口·统考模拟预测）已知函数是定义在上的偶函数，在上单调递减，且，则不等式的解集为______.






11．（2023春·江苏南通·高三海安高级中学校考阶段练习）定义在上的函数，满足为偶函数，为奇函数，若，则__________.





12．（2023春·福建厦门·高三厦门一中校考期中）已知函数的定义域为，若为奇函数，且，则_________.
题型三 函数的周期性
[image: ]策略方法 函数周期性的判断与应用
[image: ]



【典例1】若函数满足，则可以是（    ）




A．	B．    C．    D．





【典例2】若定义域为的奇函数满足，且，则 （    ）




A．	B．	C．	D．






【典例3】已知定义在上的奇函数，满足，当时，，则（    ）




A．	B．	C．	D．
【题型训练】
一、单选题




1．（2023·内蒙古赤峰·统考模拟预测）函数是定义在R上奇函数，且，，则（    ）

A．0	B．	C．2	D．1





2．（2023·江西南昌·校联考模拟预测）已知定义在上的函数满足，为奇函数，则（    ）
A．0	B．1	C．2	D．3




3．（2023·全国·高三专题练习）已知定义在上的函数的图像关于y轴对称，且周期为3，又，则的值是（    ）

A．2023	B．2022	C．	D．1






4．（2023春·贵州·高三校联考期中）已知函数满足，且是偶函数，当时，，则（    ）



A．	B．3	C．	D．
二、多选题




5．（2023·全国·高三专题练习）已知函数的定义域为，都有，且，则下列结论正确的是（    ）

A．

B．

C．

D．


6．（2023·全国·高三专题练习）已知偶函数满足，下列说法正确的是（    ）

A．函数是以2为周期的周期函数

B．函数是以4为周期的周期函数

C．函数为偶函数

D．函数为偶函数
三、填空题




7．（2023·江西南昌·统考二模）是以2为周期的函数，若时，，则________．





8．（2023·安徽合肥·二模）若定义域为的奇函数满足，且，则________．







9．（2023秋·江西南昌·高三校联考阶段练习）已知定义在实数集上的函数满足，且当时，，若，则的最小值为__________.
四、解答题



10．（2023·全国·高三专题练习）设是定义在R上的偶函数，其图象关于直线对称，对任意，



，都有，且．

(1)求f；

(2)证明是周期函数；



(3)记，求．





题型四 函数的对称性
[image: ]策略方法 函数图象的对称性的判断与应用
[image: ]





【典例1】已知二次函数满足，且，则实数的取值范围是（    ）


A．	B．


C．	D．



【典例2】函数在上是增函数，函数是偶函数，则下列结论正确的是（    ）


A．	B．


C．	D．
【题型训练】
一、单选题
1．（2023·全国·高三专题练习）下列函数的图象中，既是轴对称图形又是中心对称的是（    ）


A．	B．


C．	D．





2．（2023·全国·高三专题练习）若的偶函数，其定义域为，且在上是减函数，则与得大小关系是



A．	B．	C．	D．不能确定





3．（2023·四川南充·四川省南部中学校考模拟预测）定义在上的函数满足，且为奇函数，则（   ）


A．	B．	C．2022	D．2023
二、多选题

4．（2023·全国·高三专题练习）已知函数，则下列结论正确的有（    ）



A．的图象关于坐标原点对称	B．的图象关于轴对称


C．的最大值为1	D．在定义域上单调递减



5．（2023·全国·高三专题练习）设函数f（x）的定义域为R，且函数的图像关于直线对称，函数的图像关于点（3，0）对称，则下列说法正确的是（    ）

A．4是f（x）的周期	B．


C．	D．
三、填空题




6．（2023春·江苏南通·高三海安高级中学校考阶段练习）定义在R上的非常数函数满足：，且.请写出符合条件的一个函数的解析式______.






7．（2023秋·河北衡水·高三河北衡水中学校考阶段练习）已知定义在上的函数满足，若的图像关于直线对称，则_________.







8．（2023·全国·高三专题练习）已知二次函数（a，b为常数）满足，且方程有两等根，在上的最大值为，则的最大值为__________.
四、解答题





9．（教材习题全解第三章函数的概念与性质3.2函数的基本性质）我们知道，函数的图象关于坐标原点成中心对称图形的充要条件是函数为奇函数，有同学发现可以将其推广为：函数的图象关于点成中心对称图形的充要条件是函数为奇函数.

（1）求函数图象的对称中心；


（2）类比上述推广结论，写出“函数的图象关于y轴成轴对称图形的充要条件是函数为偶函数”的一个推广结论.



题型五 函数性质的综合应用





【典例1】若的定义域为，且满足为偶函数，的图象关于成中心对称，则下列说法正确的个数是（    ）

①的一个周期为4

②    


③图象的一条对称轴为

④
A．1	B．2	C．3	D．4
【题型训练】
一、单选题








1．（河南省豫南名校2023届高三下学期四月联考理科数学试题）已知定义在上的函数满足，，在区间内单调且，则（    ）

A．	B．5055

C．	D．1011





2．（湖南省衡阳市2022届高三下学期三模数学试题）定义在上的奇函数满足为偶函数，且当时，，则下列结论正确的是（    ）


A．	B．


C．	D．

3．（四川省遂宁市2023届高三三诊考试数学（理）试题）函数的图像大致为（    ）
A．[image: ]
B．[image: ]
C．[image: ]
D．[image: ]







4．（2023·陕西安康·陕西省安康中学校考模拟预测）定义在上函数满足，.当时，，则下列选项能使成立的为（    ）




A．	B．	C．	D．
二、多选题






5．（2023·安徽亳州·高三校考阶段练习）定义在上的函数满足，，若，其中为正整数，则（    ）


A．2是的一个周期	B．



C．的图象关于对称	D．




6．（2023·全国·高三专题练习）已知函数、的定义域均为，为偶函数，且


，，下列说法正确的有（    ）




A．函数的图象关于对称	B．函数的图象关于对称




C．函数是以为周期的周期函数	D．函数是以为周期的周期函数
三、填空题



7．（2020·北京·统考高考真题）为满足人民对美好生活的向往，环保部门要求相关企业加强污水治理，排放未达标的企业要限期整改，设企业的污水排放量W与时间t的关系为，用的大小评价在这段时间内企业污水治理能力的强弱，已知整改期内，甲、乙两企业的污水排放量与时间的关系如下图所示.
[image: ]
给出下列四个结论：

①在这段时间内，甲企业的污水治理能力比乙企业强；

②在时刻，甲企业的污水治理能力比乙企业强；

③在时刻，甲、乙两企业的污水排放都已达标；


④甲企业在这三段时间中，在的污水治理能力最强．
其中所有正确结论的序号是____________________．











8．（2023·全国·高三专题练习）已知R上的偶函数在区间上单调递增，且恒有成立，给出下列判断：①；②在上是增函数；③的图象关与直线对称；④函数在处取得最小值；⑤函数没有最大值，其中判断正确的序号是______ ．


[image: ]【一轮复习讲义】2024年高考数学高频考点题型归纳与方法总结（新高考通用）
第08讲 函数的基本性质Ⅱ-奇偶性、周期性和对称性（精讲）
题型目录一览
	①函数的奇偶性

	②函数奇偶性的应用

	③函数的周期性

	④函数的对称性

	⑤函数性质的综合应用


一、知识点梳理


1.函数的奇偶性
	奇偶性
	定义
	图象特点

	偶函数
	



如果对于函数的定义域内任意一个，都有，那么函数就叫做偶函数
	
关于轴对称

	奇函数
	



如果对于函数的定义域内任意一个，都有，那么函数就叫做奇函数
	关于原点对称




注意：由函数奇偶性的定义可知，函数具有奇偶性的一个前提条件是：对于定义域内的任意一个，也在定义域内(即定义域关于原点对称)．
2.函数的对称性



(1)若函数为偶函数，则函数关于对称．



(2)若函数为奇函数，则函数关于点对称．



(3)若，则函数关于对称．



(4)若，则函数关于点对称．
3.函数的周期性






（1）周期函数：对于函数，如果存在一个非零常数，使得当取定义域内的任何值时，都有，那么就称函数为周期函数，称为这个函数的周期.

（2）最小正周期：如果在周期函数

的所有周期中存在一个最小的正数，那么称这个最小整数叫做的最小正周期.
【常用结论】
1.奇偶性技巧



（1）若奇函数在处有意义，则有；



（2）对于运算函数有如下结论：奇奇=奇；偶偶=偶；奇偶=非奇非偶；



奇奇=偶；奇偶=奇；偶偶=偶.
(3)常见奇偶性函数模型



奇函数：①函数或函数．②函数．


③函数或函数


④函数或函数．


注意：关于①式，可以写成函数或函数．



偶函数：①函数．②函数．③函数类型的一切函数．
2.周期性技巧



3.函数的的对称性与周期性的关系





（1）若函数有两条对称轴，，则函数是周期函数，且；




（2）若函数的图象有两个对称中心，则函数是周期函数，且；





（3）若函数有一条对称轴和一个对称中心，则函数是周期函数，且.
4.对称性技巧



（1）若函数关于直线对称，则．



（2）若函数关于点对称，则．





（3）函数与关于轴对称，函数与关于原点对称．
二、题型分类精讲




真题刷刷刷


一、单选题
1．（2021·全国·高考真题）下列函数中是增函数的为（    ）




A．	B．	C．	D．
【答案】D
【分析】根据基本初等函数的性质逐项判断后可得正确的选项.


【详解】对于A，为上的减函数，不合题意，舍.


对于B，为上的减函数，不合题意，舍.


对于C，在为减函数，不合题意，舍.


对于D，为上的增函数，符合题意，
故选：D.

2．（2021·全国·统考高考真题）设函数，则下列函数中为奇函数的是（    ）




A．	B．	C．	D．
【答案】B
【分析】分别求出选项的函数解析式，再利用奇函数的定义即可.

【详解】由题意可得，

对于A，不是奇函数；

对于B，是奇函数；

对于C，，定义域不关于原点对称，不是奇函数；

对于D，，定义域不关于原点对称，不是奇函数.
故选：B
【点睛】本题主要考查奇函数定义，考查学生对概念的理解，是一道容易题.




3．（2021·全国·高考真题）设是定义域为R的奇函数，且.若，则（    ）




A．	B．	C．	D．
【答案】C

【分析】由题意利用函数的奇偶性和函数的递推关系即可求得的值.

【详解】由题意可得：，

而，

故.
故选：C.
【点睛】关键点点睛：本题主要考查了函数的奇偶性和函数的递推关系式，灵活利用所给的条件进行转化是解决本题的关键.

4．（2021·浙江·统考高考真题）已知函数，则图象为如图的函数可能是（    ）
[image: ]


A．	B．


C．	D．
【答案】D
【分析】由函数的奇偶性可排除A、B，结合导数判断函数的单调性可判断C，即可得解.

【详解】对于A，，该函数为非奇非偶函数，与函数图象不符，排除A；

对于B，，该函数为非奇非偶函数，与函数图象不符，排除B；


对于C，，则，


当时，，与图象不符，排除C.
故选：D.

5．（2022·全国·统考高考真题）如图是下列四个函数中的某个函数在区间的大致图像，则该函数是（    ）
[image: ]




A．	B．	C．	D．
【答案】A
【分析】由函数图像的特征结合函数的性质逐项排除即可得解.


【详解】设，则，故排除B;



设，当时，，

所以，故排除C;


设，则，故排除D.
故选：A.




6．（2021·全国·统考高考真题）已知函数的定义域为，为偶函数，为奇函数，则（    ）




A．	B．	C．	D．
【答案】B



【分析】推导出函数是以为周期的周期函数，由已知条件得出，结合已知条件可得出结论.



【详解】因为函数为偶函数，则，可得，



因为函数为奇函数，则，所以，，


所以，，即，


故函数是以为周期的周期函数，


因为函数为奇函数，则，

故，其它三个选项未知.
故选：B.



7．（2022·全国·统考高考真题）已知函数的定义域为R，且，则（    ）


A．	B．	C．0	D．1
【答案】A



【分析】法一：根据题意赋值即可知函数的一个周期为，求出函数一个周期中的的值，即可解出．
【详解】[方法一]：赋值加性质






















因为，令可得，，所以，令可得，，即，所以函数为偶函数，令得，，即有，从而可知，，故，即，所以函数的一个周期为．因为，，，，，所以

一个周期内的．由于22除以6余4，

所以．故选：A．
[方法二]：【最优解】构造特殊函数

由，联想到余弦函数和差化积公式






，可设，则由方法一中知，解得，取，

所以，则





，所以符合条件，因此的周期，，且


，所以，
由于22除以6余4，

所以．故选：A．
【整体点评】法一：利用赋值法求出函数的周期，即可解出，是该题的通性通法；
法二：作为选择题，利用熟悉的函数使抽象问题具体化，简化推理过程，直接使用具体函数的性质解题，简单明了，是该题的最优解.






8．（2022·全国·统考高考真题）已知函数的定义域均为R，且．若的图像关于直线对称，，则（    ）




A．	B．	C．	D．
【答案】D






【分析】根据对称性和已知条件得到，从而得到，，然后根据条件得到的值，再由题意得到从而得到的值即可求解.


【详解】因为的图像关于直线对称，

所以，



因为，所以，即，


因为，所以，


代入得，即，

所以，

.




因为，所以，即，所以.



因为，所以，又因为，

联立得，，



所以的图像关于点中心对称，因为函数的定义域为R，

所以


因为，所以.
所以

.
故选：D
【点睛】含有对称轴或对称中心的问题往往条件比较隐蔽，考生需要根据已知条件进行恰当的转化，然后得到所需的一些数值或关系式从而解题.







9．（2021·全国·统考高考真题）设函数的定义域为R，为奇函数，为偶函数，当时，．若，则（    ）




A．	B．	C．	D．
【答案】D



【分析】通过是奇函数和是偶函数条件，可以确定出函数解析式，进而利用定义或周期性结论，即可得到答案．
【详解】[方法一]：


因为是奇函数，所以①；


因为是偶函数，所以②．



令，由①得：，由②得：，


因为，所以，



令，由①得：，所以．
思路一：从定义入手．







所以．
[方法二]：


因为是奇函数，所以①；


因为是偶函数，所以②．



令，由①得：，由②得：，


因为，所以，



令，由①得：，所以．
思路二：从周期性入手


由两个对称性可知，函数的周期．

所以．
故选：D．
【点睛】在解决函数性质类问题的时候，我们通常可以借助一些二级结论，求出其周期性进而达到简便计算的效果．
二、多选题






10．（2022·全国·统考高考真题）已知函数及其导函数的定义域均为，记，若，均为偶函数，则（    ）




A．	B．	C．	D．
【答案】BC
【分析】方法一：转化题设条件为函数的对称性，结合原函数与导函数图象的关系，根据函数的性质逐项判断即可得解.
【详解】[方法一]：对称性和周期性的关系研究








对于，因为为偶函数，所以即①，所以，所以关于对称，则，故C正确；

















对于，因为为偶函数，，，所以关于对称，由①求导，和，得，所以，所以关于对称，因为其定义域为R，所以，结合关于对称，从而周期，所以，，故B正确，D错误；



若函数满足题设条件，则函数（C为常数）也满足题设条件，所以无法确定的函数值，故A错误.
故选：BC.
[方法二]：【最优解】特殊值，构造函数法.




由方法一知周期为2，关于对称，故可设，则，显然A，D错误，选BC.
故选：BC.
[方法三]：


因为，均为偶函数，



所以即，，



所以，，则，故C正确；



函数，的图象分别关于直线对称，


又，且函数可导，

所以，


所以，所以，


所以，，故B正确，D错误；



若函数满足题设条件，则函数（C为常数）也满足题设条件，所以无法确定的函数值，故A错误.
故选：BC.
【点评】方法一：根据题意赋值变换得到函数的性质，即可判断各选项的真假，转化难度较高，是该题的通性通法；
方法二：根据题意得出的性质构造特殊函数，再验证选项，简单明了，是该题的最优解．
三、填空题

11．（2021·全国·统考高考真题）写出一个同时具有下列性质①②③的函数_______．




①；②当时，；③是奇函数．


【答案】（答案不唯一，均满足）

【分析】根据幂函数的性质可得所求的.


【详解】取，则，满足①，



，时有，满足②，


的定义域为，


又，故是奇函数，满足③.


故答案为：（答案不唯一，均满足）
四、双空题



12．（2022·全国·统考高考真题）若是奇函数，则_____，______．


【答案】     ；     ．
【分析】根据奇函数的定义即可求出．
【详解】[方法一]：奇函数定义域的对称性



若，则的定义域为，不关于原点对称





若奇函数的有意义，则且


且，


函数为奇函数，定义域关于原点对称，


，解得，


由得，，

，


故答案为：；．
[方法二]：函数的奇偶性求参






函数为奇函数 








[方法三]：

因为函数为奇函数，所以其定义域关于原点对称．









由可得，，所以，解得：，即函数的定义域为，再由可得，．即，在定义域内满足，符合题意．


故答案为：；．
题型一 函数的奇偶性
[image: ]策略方法 判断函数奇偶性的方法
(1)定义法：
[image: ]
(2)图象法：
[image: ]
(3)性质法：
在公共定义域内有：奇±奇＝奇，偶±偶＝偶，奇×奇＝偶，偶×偶＝偶，奇×偶＝奇．

【典例1】判断下列函数的奇偶性：

(1)；

(2)；

(3)；

(4)．
【答案】(1)偶函数
(2)奇函数


以上内容仅为本文档的试下载部分，为可阅读页数的一半内容。如要下载或阅读全文，请访问：https://d.book118.com/726233035230010035
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