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第 4章 结构的位移计算

一. 教学目的

理解广义力和广义位移的概念、虚功原理、单位荷载法、图乘法、互等定理。

能利用单位荷载法正确的计算结构在荷载作用及支座移动下和温度变化下

的位移。

掌握图乘法及应用条件，能用图乘法计算粱和刚架的位移；能够计算桁架

的位移。

二. 主要章节

§4-1 应用虚力原理求刚体体系的位移

§4-2 变形体的虚功原理

§4-3 结构位移计算的一般公式

§4-4 荷载作用下的位移计算

§4-5 图乘法

§4-6 温度作用时的位移计算

§4-7 用求解器进行位移计算

§4-8 互等定理

§4-9 小结

§4-10 思考与讨论

§4-11 习题

§4-12 测验

三. 学习指导

本章是静定结构与超静定结构的联结部分，一方面有相对的独立性，另一

方面又是学习超静定结构的基础，因此应当有一个正确的学习态度。本章的理论

基础是虚功原理，重点是单位荷载法和图乘法的应用，因此应当加强学习和练

习。

四. 参考资料

《结构力学教程(Ⅰ)》P235～304

§4-1 概述 

一. 教学目的
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了解位移的概念，理解虚功原理在位移计算中的应用----虚力原理，初步掌

握单位荷载法。

能利用单位荷载法正确的计算静定结构在支座移动下的位移。

二. 主要内容

1. 结构位移计算概述

2. 虚功原理在位移计算中的应用形式----虚力原理

三. 学习指导

本节是静定结构与超静定结构的联结部分，本节的关键是概念的理解，应

在理解虚力原理的基础上掌握计算静结构在支座移动时的位移，因而加深单位

荷载法的理解，为今后的学习打下一个良好的基础。

四. 参考资料

《结构力学教程(Ⅰ)》P235～240

  

4.1.1. 结构位移计算概述

1．位移的概念：

结构在荷载、温度变化、支座移动与制造误差等各种因素作用下发生变形，

因而结构上个点的位置会有变动。这种位置的变动称为位移。

结构的位移通常有两种（图 4-1）：截面的移动----线位移；截面的转动----

角位移。

图 4-1

2．结构位移计算的目的：

(1) 验算结构的刚度，校核结构的位移是否超过允许限值，以防止构件和结

构产生过大的变形而影响结构的正常使用。

(2) 为超静定结构的内力计算打下基础。因为，位移计算是计算超静定结构

的一个组成部分。
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3．产生位移的原因：

(1) 荷载作用；

(2) 温度变化和材料胀缩；

(3) 支座的沉降和制造误差。

位移计算的理论基础----虚力原理

4.1.2 虚功原理在位移计算中的应用形式----虚力原理

虚功原理的关键是位移与力系是独立无关的。因此，可以把位移看成是虚设

的，也可以把力系看成是虚设的，本部分正是把力系看作是虚设的，求刚体体

系的位移。

下面通过实际例子一方面介绍虚功原理在计算位移的应用----虚力原理，另

一方面通过此例子，应掌握支座移动时静定结构的位移计算。

如图 4-2a 中所示的静定粱，支座C向上移动了一个已知距离 c1,现在求B

处的位移Δ。

图 4-2 

为了应用虚功原理，计算图 4-2a 中的位移状态中的位移，应根据所求位移

来虚设力系，由于位移状态为给定状态，力状态为虚设状态，因此称为虚力原

理。

根据虚功原理力状态和位移状态除了结构形式和支座情况需要相同外，其

它方面两者完全无关， 因此应根据所需来虚设力状态。为了使力状态上的力能

够在实际状态的所求位移Δ上做虚功，应在该点施加一集中力大小为 1（为什
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么）----在拟求位移的方向上设置单位荷载，而在其它处不再设置荷载（图 6-

2b）。应用平衡条件可求出支座反力。

利用虚功原理可得：

结论：在拟求位移的方向上虚设单位荷载，利用平衡条件求支反力。利用虚

力原理列出虚力方程进行求解，由于是在所求位移处设置单位荷载，因此，这

种解法又称单位荷载法。

  

 §6-2 变形体的虚功原理 

一. 教学目的

理解变形体的虚功原理，能够区分力状态和位移状态以及二者之间的独立

性。

二. 主要内容

1. 变形体的虚功原理及应用条件

2. 变形体虚功原理的表达式

三. 学习指导

本节的主要内容是变形体的虚功原理的描述，虚功原理的应用有一定的广

泛性，重点是理解虚功原理，为今后的学习打下一个良好的基础。

四. 参考资料

《结构力学教程(Ⅰ)》P269～275

  

 6.2.1. 变形体的虚功原理

虚功原理是力学中的一个基本原理，它有两个基本形式：

虚力原理、虚位移原理

变形体的虚功原理可表述为：

设变形体在力系作用下处于平衡状态，又设变形体由于其它原因产生
符合约束条件的微小连续变形，则外力在位移上所做的虚功 W恒等于各
个微段的应力合力在变形上所做的内力虚功  Wi 。
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可简单写成：外力功 W =内力功  Wi 

虚功原理涉及两组彼此无关的量----作用于结构的平衡力系和符合结构约束

条件的微小连续变形系。

2、变形体虚功原理的应用条件 

变形体虚功原理的应用条件是： 力系应当满足平衡条件----力系是平衡的；

位移应当符合支承情况并保持结构的连续性-----变形符合约束条件，且是微小

连续的。

虚功原理可用于不同材料、不同结构，应用范围很广。

6.2.2. 变形体虚功原理的表达式

对于任意一个结构则虚功原理的一般形式可表示为：

  

  

如果力系是给定的，位移是虚设的，则上式为变形体的虚位移方程，可用

于求力系中的某未知力。

如果位移是给定的，力系是虚设的，则上式为变形体的虚力方程，可用于

求给定变形状态中某未知位移。这也是本章的主要内容。

  §6-3 结构位移计算的一般公式

一. 教学目的

在进一步理解变形体的虚功原理的基础上，理解广义力、广义荷载和单位荷

载法，利用虚功原理，根据所求位移，假设出虚设的力状态。正确理解结构位移

计算的一般公式。

二. 主要内容

1. 单位荷载法
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2. 位移计算的一般步骤

3. 广义力和广义位移

三. 学习指导

本节的主要内容是单位荷载法以及相应的表达式，对于相应的理论没有给

出进一步的推导和证明，读者可以通过参考资料进行学习。本节的重点是单位荷

载法。

四. 参考资料

《结构力学教程(Ⅰ)》P235～304页 

6.3.1. 单位荷载法

根据虚力原理的基本表达式：

为了能够计算某一结构位移Δ，我们选择的力系中只包含一个对拟求位移Δ

做虚功的相应荷载 P 。这样上式就变成：

进一步令 P=1，便有：

式中， 是结构在集中单位荷载 P=1作用下的支反力和内力，

它们都可以有由静力平衡条件求出。而位移则是实际结构中的位移。

由于在假设中的力系是利用最简单的虚设力系-----单位荷载力系，通过上式

计算位移，这就是单位荷载法计算位移的基本思路。
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下面讨论位移计算的一般步骤和思路

6.3.2. 位移计算的一般步骤

求结构在某一点沿某一方向的位移Δ，其计算步骤为：

(1) 虚设一单位荷载状态，在结构的所求位移处作用与位移相应的单位荷载，

注意单位荷载应与所求位移相一致。

(2) 在单位荷载作用下，根据平衡条件，求出结构的内力和支反力。

(3) 利用公式：

 

可求出相应的位移，计算出的结果为正值时，则表明所求位移与单位荷载

方向一致，负值时则表明实际位移与单位荷载方向相反，具体计算可参考荷载

作用下的位移计算和温度变化下的位移计算。 

下面将讨论 如何建立虚设状态----单位荷载状态。

6.3.3. 广义位移和虚设状态 

本章所讨论的位移可以引申为广义位移。它既可以是某点沿某一方向的线位

移或某一截面的角位移，也可以是某两个截面的相对位移等。为了能够应用位移

计算的一般公式，虚设单位荷载必须与所求位移产生虚功，因此，虚设单位荷

载应与广义位移相一致。下面结合实例分析虚设单位荷载：
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§6-4 荷载作用下的位移计算 

一. 教学目的

在进一步理解变形体的虚功原理的基础上，掌握结构在荷载作用下的位移

计算。正确理解结构位移计算的一般公式以及各种不同结构的计算公式,能够计

算结构的位移。

二. 主要内容

1. 各种结构的位移计算公式

2. 粱的位移计算实例

3. 桁架位移计算实例

三. 学习指导

本节的主要内容是用积分法计算结构的位移，对于相应的理论没有给出一

步的推导和证明，读者可以通过参考资料进行学习。本节的重点是结构的位移计

算，学习的方法是多进行练习，学习的基础是结构内力的计算和表示。

四. 参考资料

《结构力学教程(Ⅰ)》P187～226

 6.4.1. 各种结构位移计算公式

根据虚功原理和单位荷载法，对于位移计算可以得出以下结论：

下面讨论结构在荷载作用下的计算公式，利用材料力学中内力与应变的关

系：

这里，E 和 G 分别是材料的弹性模量和剪切弹性模量；A 和 I 分别是杆件截

面的面积和惯性矩。k 是与截面形状有关的系数。
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将上两个结论进行统一，可得出荷载作用下弹性位移的一般公式

内力正负号规定：轴力以拉为正，剪力是微段顺时针转动者为正，弯矩规

定两者的乘积的正负号，当两个弯矩使杆件同一侧受拉时，其乘积取正号。

各类结构的位移计算：

(1) 粱和刚架

由于梁和刚架是以弯曲为主要变形，因此位移计算可简化为

(2) 桁架

桁架中杆件只受轴力作用，且每根杆件的截面面积、轴力均为常数，故位移

计算可简化为

(3) 组合结构

桁粱混合结构中，一些杆件以弯为主，一些杆件只受轴力，故位移计算可

简化为

(4) 拱

对于拱结构，当压力线与拱轴线相近时，应考虑弯曲变形和轴向变形，即

当压力线与拱轴线不相近时，只考虑弯曲变形的影响。

  

4.4.2. 粱的位移计算实例 

位移计算的基本步骤：
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(1) 根据欲求位移虚设单位荷载，然后分别列出各杆段的内力方程；

(2) 列实际荷载作用下的各杆段内力方程；

(3) 将各内力方程分别代入到相应的计算公式中，分段积分后再求和，即可

计算所求位移。

实例分析：

试计算图 4-3a 所示悬臂粱在 B 端的竖向位移 ，EI 为常数。

 

图 4-3

解: 虚设单位荷载图 4-3b 。

实际荷载和单位荷载的弯矩方程为：

利用计算位移公式可得

计算结果为正说明实际位移方向与单位荷载方向一致。

有关粱和刚架的位移计算将在图乘法中继续分析。

4.4.3. 桁架的位移计算

计算图示是结构 E 点的挠度，上弦杆截面面积为 A1 =120cm2，弹性模量为

E1 =103 kN / cm2下弦杆截面面积为 A2 =100cm2，弹性模量为 E2 =2.1×104 kN / 

cm2腹杆截面面积为 A3 =64cm2，弹性模量为 E 3=2.1×104 kN / cm2
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图 6-4 

解：在结点 E 加单位力，并求相应的内力（图 6-4b）。

求实际荷载的内力(图 6-4c)。

由于对称性，可计算一半内力，杆DF 的长度只取一半。列表计算位移

杆件 FNP(kN) l(cm) A(cm2) E (kN / cm2)

A D 15 600 100 2.1×104 0.38 0.0016

A C -25 500 64 2.1×104 -0.63 0.0058

C D 25 500 64 2.1×104 0.63 0.0058

C E -30 600 120 103 -0.75 0.1125

D E 0 500 64 2.1×104 -0.63 0.0000

D F 30 300 100 2.1×104 1.13 0.0048
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合计 0.1305

所以 

 §4-5 图乘法 

一. 教学目的

正确理解图乘法和应用条件以及图乘法的含义,能够利用图乘法计算粱、刚架

的位移，理解各种弯矩图的叠加并能够根据叠加进行图乘。

二. 主要内容

1. 图乘法及应用条件

2. 常见图形的面积和形心

3. 图乘法的几个具体问题

4. 图乘法应用举例(1)

5. 图乘法应用举例(2)

三. 学习指导

图乘法是粱、刚架位移计算的主要方法也是位移计算的重点，应重点掌握，

练习和测验都是围绕图乘进行的，应多做练习。

四. 参考资料

《结构力学教程(Ⅰ)》P257～267 

 4.5.1. 图乘法及应用条件 

根据计算粱和刚架这类以受弯为主的杆件的位移时，通常采用如下的计算

公式的公式：

           （a）

此式形式上虽然简单，但需要分别求出单位荷载作用下相应杆件的  xM 的

表达式和实际荷载下相应杆件的  xM p 的表达式，然后逐杆积分。当结构中杆

件复杂较多时计算就比较麻烦，为避免微分运算，以下介绍一种计算方法----图

乘法。
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下面说明图乘法的内容和应用条件：

图 4-5

图 4-5为某直杆段 AB 的两个弯矩图  xM 和  xM p ，其中有一个图形为直

线(  xM 图),在距原点的距离为 x处

  tanxxM         （b）

由于AB 为等截面直杆，所以抗弯刚度 EI 为常数 dxds  ，将上式代入式

（a）得到

  



m

n p

m

n Pkp dxxMx
EI

dsxM
EI

x  tan
)(

tan
     （c）

设   ddxxM p  ，故有

 
m

nkp dx
EI


tan

                    （d）

上式中： dx  表示微分面积 d 对 y轴的面积矩， 
m

n
dx  表示  xM p 图

面积对 y轴的面积矩。设  xM p 图的形心 c距 y轴的距离为 xc，  xM p 图面积

为ω，由材料力学知：

 
m

n cxdx                          （e）

将（e）式代入（d）式，得到：

cckp y
EI

x
EI

 
 1tan

              （f）
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上式中的 tan cc xy ，它表示  xM p 图的形心 c 所对应的  xM 图的竖距，

对应整个结构而言

ckp y
EI

  
1

上式把积分运算简化为一个图形面积ω，于其形心所对应的另一个图形的

竖距 yc的乘积，在除以 EI。此方法称之为图形互乘法，简称为图乘法。

位移计算的问题转化为求图形的面积、形心和竖距的问题。

应用图乘法应注意两点：

1. 应用条件：

（1） 杆段应是等截面直杆段；（杆件的 EI为常数或是可以分为若干个常

数段）。

（2） 两个图形中至少有一个是直线图形（直线图形中可由若干个不同的

斜率），竖距 yc 应取自直线图形中。

2. 正负号规定：

面积 A 与竖距 yc 在同一侧时，乘积取正号；反之取负号。

4.5.2. 常见图形的面积和形心 

根据图乘法，位移计算主要是计算图形的面积、形心和标距，下面介绍常见
图形的形心和面积：

图 4-6

以上图形的抛物线均为标准抛物线----抛物线的顶点处的切线都是与基线平

行。
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对于复杂图形，处理的办法是：将其分解为几个简单的图形，图乘后再叠

加。

4.5.3. 应用图乘法时的几个具体问题

(1) 如果两个图形都是直线图形,则竖距可任取自其中一个图形。

(2) 如果一个图形为曲线，另一个图形为折线，则应分段考虑。如图 4-7所

示

图 4-7

图 4-

8

则计算结果应为：

    332211 yyyxMxM p  

(3) 如果图形比较复杂，可以将图形分解为几个简单图形，分项计算后再进

行叠加。

如图 4-8两个图形均为梯形，将梯形分为两个三角形再进行图乘。因此，

    2211 yyxMxM p  

对于非标准抛物线的图乘，由于弯矩图中的非标准抛物线是由叠加原理获

得，因此可以将非标准抛物线分解为标准抛物线图形和直线图形。
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图 4-9

讨论：

以上抛物线中的 M0 的两个图形并不相似,为什么面积和形心的横坐标
是相同的?

所谓弯矩图的叠加是指弯矩图纵坐标的叠加。所以虽然图 4－9a 的 M0

与图 b 中的 M0形状不相似但在同一横坐标 x 处，二者的纵坐标是相同的，
微段 dx 的微小面积（图中带阴影的部分的面积）是相同的。因此，两图的
面积和形心的横坐标也是相同的。

4.5.4. 图乘法应用举例 

例 1：试计算图 4-10a所示简支梁中点 C点的竖向位移 cv 和 B点的

转角位移 B ，EI 为常数。

图 4-10

解:（1）求 cv ，虚设单位荷载（图 4-10C所示）,

作实际状态和虚设单位荷载的弯矩图(图 4-10 b  、图 4-10c)。

应用图乘法，实际荷载弯矩图中计算面积，单位荷载弯矩图中计算竖标：
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