
专题 08 基本不等式

【题型归纳目录】

题型一：对基本不等式的理解及简单应用

题型二：利用基本不等式比较大小

题型三：利用基本不等式证明不等式

题型四：利用基本不等式求最值

（1）直接法求最值

（2）常规凑配法求最值

（3）消参法求最值

（4）换元求最值

（5）“1”的代换求最值

（6）条件等式求最值

题型五：利用基本不等式求解恒成立问题

题型六：基本不等式在实际问题中的应用

【知识点梳理】

知识点一：基本不等式

1、对公式 2 2 2a b ab  及
2

a b ab
 的理解．

（1）成立的条件是不同的：前者只要求 ,a b都是实数，而后者要求 ,a b都是正数；

（2）取等号“=” 的条件在形式上是相同的，都是“当且仅当 a b 时取等号”．

2、由公式 2 2 2a b ab  和
2

a b ab
 可以引申出常用的常用结论

① 2b a
a b

  （ ,a b同号）；

② 2b a
a b

   （ ,a b异号）；

③
2 22 ( 0, 0)1 1 2 2

a b a bab a b

a b

 
    


或

2 2
2( ) ( 0, 0)

2 2
a b a bab a b 

   

知识点诠释： 2 2 2a b ab  可以变形为：
2 2

2
a bab 

 ，
2

a b ab
 可以变形为： 2( )

2
a bab 

 ．

知识点二：基本不等式
2

a bab 
 的证明

方法一：几何面积法
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如图，在正方形 ABCD 中有四个全等的直角三角形．

设直角三角形的两条直角边长为 a、b ，那么正方形的边长为 2 2a b ．这样，4 个直角三角形的面积

的和是 2ab ，正方形 ABCD 的面积为 2 2a b ．由于 4 个直角三角形的面积小于正方形的面积，所以：

2 2 2a b ab  ．当直角三角形变为等腰直角三角形，即 a b 时，正方形 EFGH 缩为一个点，这时有

2 2 2a b ab  ．

得到结论：如果 +, Ra b  ，那么 2 2 2a b ab  （当且仅当 a b 时取等号“=”）

特别的，如果 0a  ， 0b  ，我们用 a 、 b 分别代替 a、b ，可得：

如果 0a  ， 0b  ，则 2a b ab  ，（当且仅当 a b 时取等号“=”）．

通常我们把上式写作：如果 0a  ， 0b  ，
2

a bab 
 ，（当且仅当 a b 时取等号“=”）

方法二：代数法

∵ 2 2 22 ( ) 0a b ab a b     ，

当 a b 时， 2( ) 0a b  ；

当 a b 时， 2( ) 0a b  ．

所以 2 2( ) 2a b ab  ，（当且仅当 a b 时取等号“=”）．

知识点诠释：

特别的，如果 0a  ， 0b  ，我们用 a 、 b 分别代替 a、b ，可得：

如果 0a  ， 0b  ，则 2a b ab  ，（当且仅当 a b 时取等号“=”）．

通常我们把上式写作：

如果 0a  ， 0b  ，
2

a bab 
 ，（当且仅当 a b 时取等号“=”）．

知识点三：基本不等式
2

a bab 
 的几何意义

如图， AB 是圆的直径，点C 是 AB 上的一点， AC a ， BC b ，过点C 作 DC AB 交圆于点 D，连

接 AD 、 BD．



易证 ~Rt ACD Rt DCB  ，那么 2CD CA CB  ，即CD ab ．

这个圆的半径为
2

a b
，它大于或等于CD，即

2
a b ab

 ，其中当且仅当点C 与圆心重合，即 a b 时，

等号成立．

知识点诠释：

1、在数学中，我们称
2

a b
为 ,a b的算术平均数，称 ab 为 ,a b的几何平均数．因此基本不等式可叙述

为：两个正数的算术平均数不小于它们的几何平均数．

2、如果把
2

a b
看作是正数 ,a b的等差中项， ab 看作是正数 ,a b的等比中项，那么基本不等式可以叙

述为：两个正数的等差中项不小于它们的等比中项．

知识点四：用基本不等式
2

a bab 
 求最大（小）值

在用基本不等式求函数的最值时，应具备三个条件：一正二定三取等．

① 一正：函数的解析式中，各项均为正数；

② 二定：函数的解析式中，含变数的各项的和或积必须有一个为定值；

③ 三取等：函数的解析式中，含变数的各项均相等，取得最值．

知识点诠释：

1、两个不等式： 2 2 2a b ab  与
2

a b ab
 成立的条件是不同的，前者要求 a，b 都是实数，后者要

求 a，b 都是正数．

2、两个不等式： 2 2 2a b ab  与
2

a b ab
 都是带有等号的不等式，对于“当且仅当……时，取“=”号

这句话的含义要有正确的理解．

3、基本不等式的功能在于“和积互化”．若所证不等式可整理成一边是和，另一边是积的形式，则考虑

使用平均不等式；若对于所给的“和式”中的各项的“积”为定值，则“和”有最小值，对于给出的“积式”中的各

项的“和”为定值，则“积”有最大值．

4、利用两个数的基本不等式求函数的最值必须具备三个条件：

①各项都是正数；

②和（或积）为定值；

③各项能取得相等的值．

5、基本不等式在解决实际问题中有广泛的应用，在应用时一般按以下步骤进行：

①先理解题意，设变量，设变量时一般把要求最大值或最小值的变量定为函数；

②建立相应的函数关系式，把实际问题抽象为函数的最大值或最小值问题；

③在定义域内，求出函数的最大或最小值；

④写出正确答案．



【典例例题】

题型一：对基本不等式的理解及简单应用

例 1．（2023·福建宁德·高一福建省宁德第一中学校考阶段练习）《几何原本》卷 2 的几何代数法（几何方法

研究代数问题）成了后世西方数学家处理问题的重要依据.通过这一原理，很多的代数的公理或定理都能够

通过图形实现证明，也称之为无字证明；如图所示图形，点D、F 在圆O上，点C 在直径 AB 上，且

OF AB ，CD AB ，CE OD 于点E ，设 AC a ， ( 0)BC b a b   ，该图形完成

2 22
2 2

ab a b a bab
a b

 
  


的无字证明.则图中表示 a，b 的调和平均数

2ab
a b

、平方平均数
2 2

2
a b

的线

段分别是（    ）

A．CE，CD B．CE，CF C．DE ，CF D．OF ，CD

【答案】C

【解析】由图形可知：
1
2 2 2

AC CB a bOF AB  
   ，

2 2
a b a bOC AC OA a  

     ，

在Rt COFV 中，由勾股定理得
2 2 2 2

2 2

2 2 2
a b a b a bCF OF OC             

   
，

在Rt CODV 中，由勾股定理得
2 2

2 2

2 2
a b a bCD OD OC ab           

   
，

因为CD AB ，

所以Rt COD Rt ECDV : V ，

则
DE DC
DC DO

 ，即

2 2

2

DC ab abDE a bDO a b
  

  ，

所以图中表示 a，b 的调和平均数
2ab
a b

、平方平均数
2 2

2
a b

的线段分别是DE ，CF ，

故选：C

例 2．（2023·上海静安·高一校考期中）给出下列命题中，真命题的个数为（    ）

①已知 , Ra b ，则 2 2b a b a
a b a b

    成立；



②已知 x  R 且 0x  ，则
4 4 4| | | | | | 2 | | | | 4x x x
x x x

      成立；

③已知 x  R ，则
2

2

12
2

x
x

 


的最小值为 2；

④已知 , Ra b ， 0ab  ，则 ( ) 2 ( ) ( ) 2b a b a b a
a b a b a b


            成立．

A．1 个 B．2 个 C．3 个 D．4 个

【答案】B

【解析】当 0ab  时，①中的不等式是错误的，①错；

因为 x 与
4
x
同号，所以

4 4| | | | | |x x
x x

   是正确的，且
4| | | |x
x

 ，即 2x   时等号成立，所以②中的基本不等

式计算是正确的，②对；

2

2

12 2
2

x
x

  


（当
2

2

12
2

x
x

 


时， 2 1x   无解，等号不成立），故③错；

因为 0ab  ，所以 0a
b

  且 0b
a

  ，且
b a
a b


  ，即 a b  时等号成立，所以④中的基本不等式运算是正

确的，④对．

故选: B．

例 3．（2023·上海普陀·高一校考期中）下列不等式中等号可以取到的是（    ）

A．
2

2

15 2
5

x
x

  


B． 2
2

12 2
2

x
x

  


C． 2
2

1 2x
x

  D．
1| | 3 2

| | 3
x

x
  



【答案】C

【解析】对于 A，因为 2 5 0x   ，所以
2 2

2 2

1 15 2 5 2
5 5

x x
x x

     
 

，当且仅当

2

2

15
5

x
x

 


，即 2 4x   ，故等号不成立，故 A 不符合；

对于 B，因为 2 2 0x   ，所以  2 2
2 2

1 12 2 2 2
2 2

x x
x x

     
 

，当且仅当
2

2
12

2
x

x
 


，即 2 1x   ，

故等号不成立，故 B 不符合；

对于 C，因为 2 0x  ，所以 2 2
2 2

1 12 2x x
x x

    ，当且仅当
2

2

1x
x

 ，即 1x   时取等号，故 C 符合；

对于 D，因为 3 0x   ，所以  1 13 2 3 2
3 3

x x
x x

     
 

，当且仅当
13

3
x

x
 

 ，即 2x   ，故

等号不成立，故 D 不符合.



故选：C.

变式 1．（2023·北京丰台·高一北京市第十二中学校考期中）下列结论正确的是（    ）

A．当 2x  时，
1 4

2
x

x
 


B．当 2x  时，

2x
x

 的最小值是 2 2

C．当 0x  时，
4 4x
x

  D．当 0x  时，
1

1
x

x



的最小值为 1

【答案】C

【解析】对于 A，当 0x  时，
1 1

2 2
x

x
  


，故 A 错误，

对于 B，当 0x  时，
2 2 2x
x

  ，当且仅当 2x  时等号成立，故 B 错误，

对于 C，当 0x  时，
4 4x
x

  ，当且仅当
4x
x

 即 4x  时等号成立，故 C 正确，

对于 D，当 1x   时，
11 1 2 1 1

1
x

x
     


，当且仅当

11
1

x
x

 


即 0x  时等号成立，故 D 错误，

故选：C

题型二：利用基本不等式比较大小

例 4．（2023·重庆沙坪坝·高一重庆市第七中学校校考阶段练习）若实数 x y m， ， 满足 | | | |x m y m   ，则称 x

比 y 远离 m．

(1)解不等式 3x 

(2)若 x 比 1
2 远离1，求实数 x 的取值范围；

(3)若 1m £ ， 2x y  ，试问： x 与 2 2x y 哪一个更远离m ，并说明理由．

【解析】（1）令 0m  ， 3y  即有 3x  ，所以 x 比 3 远离 0，

从数轴上可得 x 的取值范围是 ( , 3) (3, )    ；

（2）由 x 比
1
2 远离 1，则

1| 1 | 1
2

x    ，即
1| 1 |
2

x   ，

∴
11
2

x   或
11
2

x    ，解得
3
2

x  或
1
2

x  ，

∴ x 的取值范围是
1 3, ,
2 2

       
   

U ；

（3）因为
2

2 2 ( ) 2
2

x yx y m
 ≥ ≥ ，有

2 2 2 2x y m x y m     ，

因为 2x y  ，所以  22 2 22 2 2 4 4x y x x x x     ，

从而
2 2 2| | 2 4 4 | |x y m x m x x m x m          ，

①当 x m 时，



2
2 2 2 2 5 7| | 2 4 4 ( ) 2 5 4 2 0

4 8
x y m x m x x m x m x x x                  

 
，即

2 2 | |x y m x m    ；

②当 x m 时，

2
2 2 2 2 3 23| | 2 4 4 ( ) 2 3 4 2 2 2

4 8
x y m x m x x m x m x x m x m                   

 
，

又 1m £ ，则
23 2 0
8

m  ，

∴

23 232 2 0
4 8

x m     
 

，即
2 2 | |x y m x m    ，

综上，
2 2 | |x y m x m    ，即

2 2x y 比 x 更远离 m．

例 5．（2023·全国·高一专题练习）若 0 1 0 1a b   ， ，且 a b¹  ，试找出 2 2a b a b＋ ， ＋ ，2 ab ，2ab 中的最

大者．

【解析】∵ 0 1 0 1a b   ， ，且 a b¹ ，

∴ 2a b ab   , 2 2 2a b ab＋  ，

∴四个数中最大者应从 2 2a b a b＋ ， ＋  中选择．

而 2 2 ( 1 )1) ( ) (a b a b a a b b＋ － ＋ ＝ － ＋ －  ，

∵0 1 0 1a b   ，  ，

∴ 1 0( ) ( )1 0a a b b － ， －  ，

∴ 2 2 ( 0)a b a b ＋ － ＋  ，

即 2 2a b a b a b ＋ ＋ ， ＋  最大.

例 6．（2023·高一课时练习）某种产品的两种原料相继提价，产品生产者决定根据这两种原料提价的百分比，

对产品分两次提价，现在有三种提价方案：

方案甲：第一次提价 %p ，第二次提价 %q ；

方案乙：第一次提价 %q ，第二次提价 %p ；

方案丙：第一次提价
2

%p q
，第二次提价

2
%p q

.

其中 0p q  ，比较上述三种方案，哪一种提价少？哪一种提价多？

【解析】不妨设提价前的价格为 1，则

方案甲：两次提价后的价格为： (1 %)(1 %) 1 % % 0.01 %p q p q pq     

方案乙：两次提价后的价格为： (1 %)(1 %) 1 % % 0.01 %q p p q pq     

方案丙： 2(1 %)(1 %) 1 % % 0.01 ( ) %
2 2 2

p q p q p qp q  
      

由于 0p q  ，由均值不等式 2p q pq  ，当且仅当 p q 时等号成立

故 2( )
2

p q pq
 ，且 p q ，故等号不成立，即 2( )

2
p q pq





因此方案丙提价最多，方案甲、乙少，且提价一样

变式 2．（2023·湖南长沙·高一长沙一中校考阶段练习）（1） 0a b  ，比较 ( )b a b 与
2

4
a

的大小；

（2）已知 0a b  ，求代数式
2 25

( )
a

b a b



的最小值及取最小值时 ,a b的值.

【解析】（1） 0a b Q ， 0a b   ，

2 2( )( )
2 4

b a b ab a b        
，当且仅当b a b  ，即 2b a 时，等号成立.

所以
2

( )
4
ab a b  .

（2）由（1）知
2

0 ( )
4
ab a b   ， 2

1 4
( )b a b a

 


2 2 2
2 2

25 100 1002 20
( )

a a a
b a b a a

     


，当且仅当
2

2
100a
a

 时取等号，

显然要使
2 25 20

( )
a

b a b
 


成立，需满足

2
2

100

0

b a b

a
a

a

 
 




，解得

10

10
2

a

b

 






综上可知，当
1010,
2

a b  ，代数式
2 25

( )
a

b a b



取得最小值 20.

变式 3．（2023·高一课时练习）已知 a>b>c，你能比较出 4 与
1 1
- -a b b c

  
 

(a-c)的大小吗？

【解析】
1 1
- -a b b c

  
 

(a-c)≥4，理由如下：

因为 a-c=(a-b)+(b-c)，

所以
1 1
- -a b b c

  
 

[(a-b)+(b-c)]

=2+
-
-

b c
a b

+
-
-

a b
b c

，

又 a>b>c，所以
-
-

b c
a b

+
-
-

a b
b c

≥2，

故
1 1
- -a b b c

  
 

(a-c)≥4，

当且仅当
-
-

b c
a b

=
-
-

a b
b c

时，取等号.

题型三：利用基本不等式证明不等式

例 7．（2023·高一课时练习）证明：



（1） 2
2

1 1
1

x
x

 


；

（2）
2

2

3 2
2

x
x





.

【解析】（1）  2 2 2
2 2 2

1 1 11 2 1 1
1 1

1
1

1x x x
x x x

      
 

 


，

当且仅当 2 1 1x   时，即 0x  时，等号成立.

（2）
2 2

2 2

2 2 2 2

3 2 1 1 12 2 2 2
2 2 2 2

x x x x
x x x x

  
       

   
，

当且仅当
2

2

12
2

x
x

 


时取等号，此时 2 1x   ，

显然 x 的值不存在，所以等号不成立，

所以
2

2

3 2
2

x
x





.

例 8．（2023·全国·高一假期作业）已知 0 0 0a b c  ， ， ，求证 2 2 2a b c ab bc ca     .

【解析】∵ 2 2 2a b ab … ，①

2 2 2b c bc … ，②

2 2 2c a ac … ，③

①+②+③得； 2 2 22 2 2 2 2 2a b c ab bc ac   … .

∴ 2 2 2a b c ab bc ca   … (当且仅当 a b c  等号成立).

例 9．（2023·全国·高一专题练习）利用基本不等式证明：已知 , ,a b c都是正数，求证：

    8a b b c c a abc     

【解析】 , ,a b cQ 都是正数， 2 0a b ab    （当且仅当 a b 时取等号）； 2 0b c bc   （当且仅当

b c 时取等号）； 2 0c a ca   （当且仅当 c a 时取等号）；

    2 2 2 8a b b c c a ab bc ca abc        （当且仅当 a b c  时取等号），

即     8a b b c c a abc    .

变式 4．（2023·高一单元测试）若0 a b  ，则下列不等式哪些是成立的？若成立，给予证明；若不成立，

请举出反例.

（1）
1 1a b
b a

   ；

（2） 2
2

1 1a a
a a

   ；

（3）
2 2a b a b

b a
   .



【解析】（1）正确  1 1 11 0a b a b
b a ab

        
 

（2）正确
2

2
2

1 1 1 1 1 12 2 1 0a a a a a a
a a a a a a

                             
        

（3）正确
2 2 2 2 2 2

2 , 2 2 2a b a b a bb a a b a b a b a b
b a b a b a

             

题型四：利用基本不等式求最值

（1）直接法求最值

例 10．（2023·新疆省直辖县级单位·高一校考开学考试）若 0a  ， 0b  ，且 6a b  ，则 ab的最大值为

（    ）

A．5 B．6 C．8 D．9

【答案】D

【解析】因为 0a  ， 0b  ，且 6a b  ，

所以
2

9
2

a bab    
 

，当且仅当 3a b  时等号成立，

所以 ab的最大值为 9.

故选:D.

例 11．（2023·新疆昌吉·高一校考期末）已知 0, 0x y  ，且 12x y  ，则 xy的最大值为（    ）

A．16 B．25 C．36 D．49

【答案】C

【解析】因为 0, 0x y  ， 12 2x y xy   ，即 36xy  ，当且仅当 6x y  时取到等号，故 xy的最大值为

36.

故选：C

例 12．（2023·云南·高一统考期末）已知 0x  ，则
4 1x
x

  的最小值为（    ）

A． 2 1 B． 2 2 1 C．4 D．5

【答案】D

【解析】由 0x  可知，利用基本不等式可得
4 41 2 1 5x x
x x

      ，

当且仅当 2x  时，等号成立，

即
4 1x
x

  的最小值为 5.

故选：D

变式 5．（2023·江苏连云港·高一期末）设 0x  ， 0y  ，且 4xy  ，求
1 1
x y

 的最小值是（    ）



A．1 B．2 C． 1 D． 2

【答案】A

【解析】因为 0x  ， 0y  ，且 4xy  ，

所以
1 0
x

 ，
1 0
y

 ，

11 21 1 1 1 12 2
2y yx x xy

       ，当且仅当
1 1
x y

 ，即 2x y  时取等号，

故选：A.

变式 6．（2023·广西桂林·高一统考期末）设 x， Ry  ，且 4x y  ，则3 3x y 的最小值为（    ）

A．10 B．6 3 C．8 3 D．18

【答案】D

【解析】3 3 2 3 3 2 3 18x y x y x y     ，当且仅当 2x y  时，等号成立.

故选：D.

（2）常规凑配法求最值

变式 7．（2023·全国·高一专题练习）函数    
2 5 3 0

1
x xf x x

x
 




…  的最小值是（    ）

A． 1 B．3 C．6 D．12

【答案】A

【解析】      
2 5 3 91 7 0 .

1 1
x xf x x x

x x
 

    
 

…  

因为 0x ，… 所以 
91 2 9 6

1
x

x
  


… ， (当且仅当 1 3x   ， 即 =2x  时，等号成立 ).

故 ( )f x 最小值为 1 ，

故选：A

变式 8．（2023·黑龙江哈尔滨·高一校考阶段练习）若 1 1x    ，则
2 2 2
2 2

x xy
x

 



有（    ）

A．最大值 1 B．最小值 1 C．最大值1 D．最小值1

【答案】A

【解析】因 1 1x   ，则0 1 2x   ，

于是得
21 (1 ) 1 1 1 1 1[(1 ) ] 2 (1 ) 1

2 1 2 1 2 1
xy x x

x x x
 

             
  

，当且仅当
11

1
x

x
 


，即 0x  时取

“=”，

所以当 0x  时，
2 2 2
2 2

x xy
x

 



有最大值 1 .

故选：A



变式 9．（2023·天津蓟州·高一校考阶段练习）函数
13

1
y x

x
 


( 1)x  的最小值是（    ）

A． 4 B． 2 3 3

C． 2 3 D． 2 3 3

【答案】D

【解析】由   13 1 3
1

y x
x

   


，利用基本不等式求最小值即可.因为 1x  ，所以

   1 13 1 3 2 3 1 3
1 1

y x x
x x

       
 

2 3 3  ，当且仅当   13 1
1

x
x

 


，即
3

1
3

x   时等号成立.

所以函数
13

1
y x

x
 


( 1)x  的最小值是 2 3 3 .

故选：D.

变式 10．（2023·高一课时练习）若 >4x ，则
1

4
y x

x
 


的最值情况是（    ）

A．有最大值 6 B．有最小值 6 C．有最大值 2 D．有最小值 2

【答案】B

【解析】若 >4x ，则  1 1 14 4 2 4 4 6
4 4 4

         
  

y x x x
x x x

，

当且仅当
14

4
x

x
 


即 5x  等号成立，

所以若 >4x 时，
1

4
y x

x
 


有最小值为 6，无最大值.

故选：B.

（3）消参法求最值

变式 11．（2023·安徽·泾县中学高一阶段练习）设正实数 x 、 y 、 z 满足 2 24 3 0x xy y z    ，则
xy
z
的最大

值为（       ）

A． 0 B． 2 C．1 D．3

【答案】C

【解析】因为正实数 x 、 y 、 z 满足 2 24 3 0x xy y z    ，则 2 24 3z x xy y   ，

则
2 2

1 1 144 3 43 2 3

xy xy
x yz x xy y x y
y x y x

   
      ，当且仅当 2 0y x  时取等号.

故
xy
z
的最大值为1.

故选：C.



变式 12．（2023·贵州遵义·高一期末）负实数 x 、 y 满足 2x y   ，则
1x
y

- 的最小值为（       ）

A． 0 B． 1 C． 2 D． 3

【答案】A

【解析】因为负实数 x 、 y 满足 2x y   ，则 2 0x y    ，可得 2 0y   ，

由基本不等式可得 ( )1 1 12 2 2 0x y y
y y y

- = - - - ³ - + - × =
-

，

当且仅当  1 0y y
y

    时，即当 1y   时，等号成立.

故
1x
y

- 的最小值为 0 .

故选：A.

变式 13．（2023·全国·高一课时练习）已知正实数 a，b 满足
1 2a
b

  ，则
12ab
a

 的最小值是（       ）

A．
5
2

B．3 C．
9
2

D． 2 2 1

【答案】A

【解析】因为
1 2a
b

  ，所以
12 >0a
b

  ，所以0 2b   ，

所以  12 2 2 2 1 +
2 1 2 1

12 b bb b
b

a
a b

b
b

      


 
 ，

令 2 1b t  ，则
+1
2

tb  ，且 1 3t    ，

所以

+1
1 1 1 1 522 + 2 + + 2 2 +
2 2 2 2

12
2

t

t t t
t t

ab
a t

     ，当且仅当
12
2

t
t

 ，即
1
2

t  ，
3 2,
4 3

b a  时，取等号，

所以
12ab
a

 的最小值是
5
2

.

故选：A.

（4）换元求最值

变式 14．（2023·全国·高三专题练习）求下列函数的最小值

（1）
2 1( 0)x xy x

x
 

  ；

（2）
2 2 6 ( 1)

1
x xy x

x
 

 


.

【解析】（1）
2 1 1 1x xy x

x x
 

   



∵
1 10, 2 2x x x
x x

      （当且仅当
1x
x

 ，即 x=1 时取等号）


2 1( 0)x xy x

x
 

  的最小值为 3；

（2）令 1( 0)t x t   ，则 1x t  ，

2 2 22 6 ( 1) 2( 1) 6 4 9 9 9= 4 2 4 10
1

x x t t t ty t t
x t t t t
       

         


 

当且仅当
9t
t

 即 t=3 时取等号

y 的最小值为 10

变式 15．（2023·上海·高一专题练习）求下列函数的最小值

（1）
2 1( 0)x xy x

x
 

  ；

（2）
2

2

5 ( )
4

xy x R
x


 


；

（3）
2 2 6 ( 1)

1
x xy x

x
 

 


.

【解析】（1）

2 1 1= 1 3x xy x
x x

 
   

∵
1 10 2 2x x x
x x

    ，∴ （当且仅当
1=x
x
，即 x=1 时取“=”）

即
2 1( 0)x xy x

x
 

  的最小值为 3；

（2）令  2 4 2t x t   ，则  1 2y t t
t

   在 2  ， 是单增，

∴当 t=2 时，y 取最小值 min
1 52
2 2

y    ；

即 y 的最小值为
5
2

（3）令  1 0t x t   ，则
2 2 6 ( 1)

1
x xy x

x
 

 


可化为：

9 94 2 4 10y t t
t t

      

当且仅当 t=3 时取“=”

即 y 的最小值为 10

变式 16．（2023·全国·高一单元测试）若正数 a，b 满足 2 1a b  ，则
2 2 2

a b
a b


 

的最小值是__．



【答案】
2 2 1

3 2


【解析】设 2 2 , 2u a v b    ，则
2 , 2

2
ua b v

   ，可得 3( , 0)u v u v   ，

所以

11 2 1 2 3 1 1 2 32 ( )( )
2 2 2 2 3 2

ua b v u v
a b u v u v u v

 
         

 

1 2 3 1 2 3 2 2 3 2 2 1(3 ) (3 2 ) 1
3 2 3 2 3 2 3 2

v u v u
u v u v

             ，

当且仅当 6 3 2, 3 2 3v u    时，等号成立，取得最小值．

故答案为：
2 2 1

3 2
 ．

（5）“1”的代换求最值

变式 17．（2023·高一校考课时练习）已知 0a  ， 0b  ， 2a b  ，则
1 4y
a b

  的最小值是（    ）

A．
7
2

B．4 C．
9
2

D．5

【答案】C

【解析】 0, 0, 2a b a b   Q ，

1
2

a b
  ，

1 4 1 4
2

a by
a b a b

        
  

5 2 5 2 5 92 2
2 2 2 2 2 2

b a b a
a b a b

         （当且仅当
42
3

b a  时等号成立），

故选：C

变式 18．（2023·河南·高一校联考期中）已知正实数 a，b 满足 2 9 0a b ab   ，则 2a b的最小值为（    ）

A．3 B．1 C．9 D．
1
3

【答案】B

【解析】因为 2 9 0a b ab   ，变形得
1 2 9
a b

  .

由题意

1 2 2 2( 2 ) 5 5 2 42 1
9 9 9

b aa b
a b a ba b

           
，当且仅当

2 2b a
a b

 ，即
1
3

a b  时，等号成立．

故选：B.

变式 19．（2023·吉林延边·高一统考期末）已知 0a  ， 0b  ，且
1 1 1
a b

  ，则 4 9a b 的最小值是（    ）

A．23 B．26 C．22 D．25
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