
吉林省长春市朝阳区吉大附中实验学校2024届高三下学

期开学考试数学试题

学校:___________姓名：___________班级：___________考号：___________

一、单选题

1．已知集合 { } { }2| log 1 , | 2xA x x B y y= < = = ，则（    ）

A． A BÇ =Æ B． A B A=I C． A B =U R D． A B AÈ =

2．已知复数 z满足 2 4i 1z - - = ，当 z的虚部取最小值时， z =（    ）

A．2 3i+ B．2 3i- C． 3 5i- + D． 3 3i- +

3．已知函数 2 1
( ) , ( ) sin

4
f x x g x x= + = ，则图象为如图的函数可能是（    ）

A．
1

( ) ( )
4

y f x g x= + - B．
1

( ) ( )
4

y f x g x= - -

C．
( ) ( )y f x g x=

D．
( )

( )

g x
y

f x
=

4．若
0xy ¹
，则“

0x y+ =
”是“ 2

y x

x y
+ = - ”的（    ）

A．充分不必要条件 B．必要不充分条件

C．充要条件 D．既不充分也不必要条件

5．如图，将正四棱台切割成九个部分，其中一个部分为长方体，四个部分为直三棱柱，

四个部分为四棱锥．已知每个直三棱柱的体积为3，每个四棱锥的体积为1，则该正四

棱台的体积为（    ）
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A．36 B．32

C．28 D．24

6．如图，在等腰梯形 ABCD中， AB P , 5, 4, 1,CD AB AD DC E= = = 是线段 AB上一点，

且 4AE EB= ，动点 P在以E为圆心，1为半径的圆上，则DP AC×
uuur uuur

的最大值为（    ）

A． 3 21- B．2 3 6- C． 21 6- D． 3-

7．数列{ }na 是公差不为零的等差数列，
nS 为其前 n项和．若对任意的 *nÎN ，都有

4nS S„
，则 6 7

5 6

a a

a a

+
+
的值不可能是（    ）

A．
3

2
B．2 C．

5

2
D．3

8．已知双曲线
2 2

2 2
: 1( 0, 0)
x y

C a b
a b

- = > > ，若双曲线不存在以点 ( )2 ,a a 为中点的弦，则双

曲线离心率 e的取值范围是（    ）

A． 2 3
1,

3

æ ù
ç úç
è û

B． 5 2 3
,

2 3

é ù
ê ú
ë û

C． 2 3
,

3

é ö
+¥÷ê ÷

ë ø

D． 5
,

2

é ö
+¥÷ê ÷

ë ø

二、多选题
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9．已知函数 ( )
2log ,0 4

π
2cos , 4 8

2

x x
f x

x x

ì < <
ï= í

£ £ïî

，

t R$ Î
，使方程

( )f x t=
有 4个不同的解：分

别记为
1 2 3 4, , ,x x x x ，其中 1 2 3 4x x x x< < < ，则下列说法正确的是（    ）.

A．0 2t< < B．
3 4 6x x+ =

C． 3 4

1 2

32 35
x x

x x
< < D． 1 2 3 4x x x x+ + +

的最小值为 14

10．如图，有一组圆 ( )kC k +ÎN 都内切于点 ( )2,0P - ，圆 2 2
1 : ( 3) ( 1) 2C x y+ + - = ，设

直线 2 0x y+ + = 与圆
kC 在第二象限的交点为 kA ，若 1 2k kA A + = ，则下列结论正确的

是（    ）

A．圆
kC 的圆心都在直线 2 0x y+ + = 上

B．圆
99C 的方程为 2 2( 52) ( 50) 5000x y+ + - =

C．若圆
kC 与

y轴有交点，则 8k ³

D．设直线 2x = - 与圆
kC 在第二象限的交点为 kB ，则 1 1k kB B + =

11．已知四棱锥P ABCD- ，底面 ABCD是正方形，PA^平面 ABCD， 1AD = ，PC

与底面
ABCD

所成角的正切值为 2

2
，点

M
为平面

ABCD
内一点，且

(0 1)AM ADl l= < < ，点N 为平面PAB内一点， 5NC = ，下列说法正确的是（    ）
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A．存在
l
使得直线

PB
与

AM
所成角为

π

6

B．不存在l使得平面PAB ^平面PBM

C．若 2

2
l = ，则以

P
为球心，

PM
为半径的球面与四棱锥

P ABCD-
各面的交线

长为 2 6
π

4

+

D．三棱锥
N ACD-

外接球体积最小值为 5 5
π

6

三、填空题

12．在等比数列{ }na 中，若
9 1313, 1a a= = ，则 13 1log a =        .

13．已知 ( ) ( )π1 3
0 cos sin

2 5 5
b a a b a b< < < + = - =，， ，则

tan tana b =
          .

14．设

22 2
2( , ) ( ) ln ( 0, )

4 4

b b
a b a b a a b Rj

æ ö
= - + - + > Îç ÷

è ø
，当 a，b变化时，

( , )a bj
的最

小值为       .

四、解答题

15．已知一个

n

行

n

列的数阵

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

n n nn

a a a

a a a

a a a

L
L

M M M
L

，它的每一行都是等差数列，且第一行

的首项和公差均为 1，每一列都是公比为 2的等比数列．记 *, Nn nnb a n= Î ．

(1)求数列{ }nb 的通项公式；

(2)求数列{ }nb 的前n项和
nS ．
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16．已知
ABCV

中，内角
, ,A B C

所对的边分别为
sin sin

, , , 3 sin cos
sin

B C
a b c B B

A

+
+ = ．

(1)求角A的值；

(2)若点D满足 3BD DC=
uuur uuur

，且 AD BD= ，求 tan B的值．

17．如图，设E ABCD- 与F ABCD- 为两个正四棱锥，且 90EAFÐ = °，点 P在线段

AC上，且 3CP PA=
uuur uuur

．

  

(1)记二面角
E BC A- -

，
F BC A- -

的大小分别为
a
，

b
，求 ( )

( )
cos

cos

a b
a b
+
-

的值；

(2)记 EP与 FB所成的角为q，求cosq 的最大值．

18．已知函数 ( ) ln
a

f x x
x

= - ．

(1)当 1a = - 时，求 ( )f x 的极值；

(2)若存在实数 0

1
0

2
x< < ，满足 ( )

2
0

0
01

x
f x f

x

æ ö
= ç ÷-è ø

，求 ( )2f a 的取值范围．

19．已知
P
为椭圆

2 2

: 1
4 3

x y
C + = 上一点，且点

P
在第一象限，过点

P
且与椭圆

C
相切

的直线为 l .
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(1)若 l的斜率为 k，直线OP的斜率为
OPk ，证明：

OPk k× 为定值，并求出该定值；

(2)如图， ,PQ RS 分别是椭圆C的过原点的弦，过 , , ,P Q R S 四点分别作椭圆C的切线，

四条切线围成四边形
ABCD

，若
9

16OP OSk k× = - ，求四边形
ABCD

周长的最大值.
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参考答案：

1．B

【分析】根据条件得到 { }| 0 2A x x= < < ， { }| 0B y y= > ，再利用集合的运算即可得出结果.

【详解】由
2log 1x < ，得到0 2x< < ，所以 { }| 0 2A x x= < < ，

由 2xy = ，易知 xÎ R时， (0, )Î +¥y ，所以 { }| 0B y y= > ，

故 (0, 2)A B A= =I ，所以选项A错误，选项 B正确，

又 (0, )A B B= +¥ =U ，所以选项 C和D均错误，

故选：B.

2．A

【分析】设 ( )i ,z x y x y= + ÎR ，利用复数的模长公式可得出 ( ) ( )2 2
2 4 1x y- + - = ，求出 y

的取值范围，可得出 y的最小值，进而可得出 x的值，由此可得出复数 z的值.

【详解】设 ( )i ,z x y x y= + ÎR ，则 ( ) ( )2 4i 2 4 iz x y- - = - + - ，

所以， ( ) ( )2 2
2 4i 2 4 1z x y- - = - + - = ，即 ( ) ( )2 2

2 4 1x y- + - = ，

所以， ( )2
4 1y - £ ，可得 1 4 1y- £ - £ ，解得3 5y£ £ ，

当 z的虚部取最小值时，即当 3y = 时，则 ( ) ( )2 2
2 3 4 1x - + - = ，解得 2x = ，

故 2 3iz = + ，

故选：A.

3．D

【分析】由函数的奇偶性可排除A、B，结合导数判断函数的单调性可判断 C，即可得解.

【详解】对于A， ( ) ( ) 21
sin

4
y f x g x x x= + - = + ，该函数为非奇非偶函数，与函数图象不
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符，排除A；

对于 B， ( ) ( ) 21
sin

4
y f x g x x x= - - = - ，该函数为非奇非偶函数，与函数图象不符，排除

B；

对于 C， ( ) ( ) 2 1
sin

4
y f x g x x xæ ö= = +ç ÷

è ø
，则 2 1

2 sin cos
4

y x x x xæ ö¢ = + +ç ÷
è ø

，

当
4

x
p

= 时，
22 1 2

0
2 2 16 4 2

y
p pæ ö¢ = ´ + + ´ >ç ÷

è ø
，与图象不符，排除 C.

故选：D.

4．C

【分析】解法一：由 2
x y

y x
+ = - 化简得到

0x y+ =
即可判断；解法二：证明充分性可由

0x y+ =
得到

x y= -
，代入

x y

y x
+ 化简即可，证明必要性可由 2

x y

y x
+ = - 去分母，再用完全

平方公式即可；解法三：证明充分性可由
x y

y x
+ 通分后用配凑法得到完全平方公式，再把

0x y+ =
代入即可，证明必要性可由

x y

y x
+ 通分后用配凑法得到完全平方公式，再把

0x y+ = 代入，解方程即可.

【详解】解法一：

因为
0xy ¹
，且 2

x y

y x
+ = - ，

所以 2 2 2x y xy+ = - ，即 2 2 2 0x y xy+ + = ，即 ( )2
0x y+ = ，所以 0x y+ = .
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所以“
0x y+ =
”是“ 2

x y

y x
+ = - ”的充要条件.

解法二：

充分性：因为 0xy ¹ ，且 0x y+ = ，所以 x y= - ，

所以 1 1 2
x y y y

y x y y

-
+ = + = - - = -

- ，

所以充分性成立；

必要性：因为
0xy ¹
，且 2

x y

y x
+ = - ，

所以 2 2 2x y xy+ = - ，即 2 2 2 0x y xy+ + = ，即 ( )2
0x y+ = ，所以 0x y+ = .

所以必要性成立.

所以“
0x y+ =
”是“ 2

x y

y x
+ = - ”的充要条件.

解法三：

充分性：因为 0xy ¹ ，且 0x y+ = ，

所以 ( )22 2 2 2 22 2 2
2

x y xyx y x y x y xy xy xy

y x xy xy xy xy

+ -+ + + - -
+ = = = = = - ，

所以充分性成立；

必要性：因为
0xy ¹
，且 2

x y

y x
+ = - ，

所以 ( ) ( )2 22 2 2 2 22 2
2 2

x y xy x yx y x y x y xy xy

y x xy xy xy xy

+ - ++ + + -
+ = = = = - = - ，

所以 ( )2

0
x y

xy

+
= ，所以 ( )2

0x y+ = ，所以
0x y+ =
，

所以必要性成立.
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所以“
0x y+ =
”是“ 2

x y

y x
+ = - ”的充要条件.

故选：C

5．C

【分析】设每个直三棱柱高为a，每个四棱锥的底面都是正方形，设每个四棱锥的底面边

长为

b

，设正四棱台的高为

h

，可得出
2

1
3

2
1

1
3

abh

b h

ì =ïï
í
ï =
ïî

，求出

2a h

的值，即可求得该正四棱台的

体积.

【详解】设每个直三棱柱高为a，每个四棱锥的底面都是正方形，设每个四棱锥的底面边

长为b，

设正四棱台的高为 h，因为每个直三棱柱的体积为3，每个四棱锥的体积为1，

则
2

1
3

2
1

1
3

abh

b h

ì =ïï
í
ï =
ïî

，可得

2 2 2 2 2 2 3 36a b h a h b h a h= × = ´ =

，可得

2 12a h =

，

所以，该正四棱台的体积为 2 4 3 4 1 12 16 28V a h= + ´ + ´ = + = .

故选：C.

6．C

【分析】过点D作 ^DO AB，垂足为O，以O为坐标原点，建立如图所示的平面直角坐标

系，利用DP AC DE AC AP CE× ×= + ×
uuur uuur uuur uuur uuur uuur

，通过坐标运算和数量积的定义来求解最值.
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【详解】过点D作 ^DO AB，垂足为O，

以O为坐标原点，建立如图所示的平面直角坐标系，

则 ( ) ( ) ( ) ( )2,0 , 1, 2 3 , 0, 2 3 , 2,0A C D E- ，

则 ( )DP AC DE EP AC DE AC EP AC× = + × = × + ×
uuur uuur uuur uuur uuur uuur uuur uuur uuur

，

其中 ( ) ( )2, 2 3 3, 2 3 6 12 6DE AC× = - × = - = -
uuur uuur

，

cos , 1 9 12 cos , 21cos ,EP AC EP AC EP AC EP AC EP AC× = = ´ + =
uuur uuur uuur uuur uuur uuur uuur uuur uuur uuur

，

当cos , 1EP AC =
uuur uuur

，即 ,E ACP
uuur uuur

同向时，EP AC×
uuur uuur

取最大值 21，

所以DP AC×
uuur uuur

的最大值为 21 6- .

故选：C.

7．A

【分析】由已知建立不等式组，可求得
1 34d da- £ -£ ，再对各选项逐一验证可得选项.

【详解】解：因为数列{ }na 是公差不为零的等差数列，
nS 为其前 n项和．对任意的 *nÎN ，

都有
4nS S„ ，
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所以

1 4

2 4

3 4

5 4

S S

S S

S S

S S

£ì
ï £ï
í £ï
ï £î ，即

( )

( )

( ) ( )

( ) ( )

1 1

1 1

1 1

1 1

4 4 1
4 +

2
4 4 1

2 + 4 +
2

3 3 1 4 4 1
3 + 4 +

2 2
5 5 1 4 4 1

5 + 4 +
2 2

a a d

a d a d

a d a d

a d a d

ì ´ -
£ï

ï
ï ´ -

£ïï
í

´ - ´ -ï £ï
ï

´ - ´ -ï £ïî

，解得

13 4d a d- £ £ -

，

则当 1

5 1

6 7

6

+1 3

29

2

+2

1da a a

a da a

+
= =

+
时， 1

5

2
a d= - ，不成立；

当 1

1

6 7

5 6

2
2

2

+11

+9

a a a d

a a da

+
= =

+
时， 1

7

2
a d= - ，成立； 

当 1

5 1

6 7

6

+1 5

29

2

+2

1da a a

a da a

+
= =

+
时， 1

23

6
a d= - ，成立；

当 1

1

6 7

5 6

2
3

2

+11

+9

a a a d

a a da

+
= =

+
时， 1 4a d= -

，成立；

所以 6 7

5 6

a a

a a

+
+
的值不可能是

3

2
，

故选：A.

8．B

【分析】由题意知点(2a，a)必在双曲线外部；若存在(2a，a)为中点的弦，根据点差法可得

弦的斜率为
2

2

2b

a
，要使弦不存在，则弦与双曲线无交点，则弦的斜率大于渐近线斜率

b

a
，

如此即可得到
b

a
的取值范围，进而求出离心率的范围﹒

【详解】由题意知点(2a，a)必在双曲线外部，则 ( )2 2

2 2

2
1

a a

a b
- £ ，得

2

2

1

3

b

a
£ ；
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假设以(2a，a)为中点存在弦，设弦与双曲线交于 ( ) ( )1 1 2 2A x y B x y，，， ，

则

2 2
1 1
2 2

2 2
2 2
2 2

1

1

x y

a b

x y

a b

ì
-ïï

í
ï -ïî

＝

＝

，两式作差得，

( )( ) ( )( )1 2 1 2 1 2 1 2

2 2

x x x x y y y y

a b

- -＋＋
＝

即
( )

)
2 2

1 2
22

1 2

2 2

2(
AB

b x x b
k

aa y y

×

×

＋
＝＝

＋ ，

∵不存在该中点弦，∴直线 AB与双曲线无交点，则
2

2

2b b

a a
… ，得

1

2

b

a
… ；

综上，可得
2

2

1 1

4 3

b

a
£ £ ；

又∵离心率 e＝
2

2
1

c b

a a
＝＋ ，∴ 1

1
4

＋ ≤e≤ 1
1

3
＋ ，即 5 2 3

2 3
e£ £ ，

故选：B

9．AC

【分析】画出函数图象，利用数形结合思想进行求解判断即可.

【详解】

如图，0 2t< < 时，方程存在 4个不同根，

当
2t =
时，

1

4
x = ， 1 3

1
1,4 5

4
x x\ < < < <

2log x t\ = 时， 2 1 2 2log logx x= 得
2 1 2 2log logx x- =
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即 2 1 2
1

1
, 1x x x

x
= = ，由正弦函数对称性知 3 4 12x x+ =

，

( ) ( )23 4
3 4 3 3 3 3

1 2

12 6 36, 4 5
x x

x x x x x x
x x

\ = = - = - - + < < ，

( )2

3 3( ) 6 36f x x= - - + 在 ( )4,5 上单调递增，所以
1 2 3 432 35x x x x< < ；

1 2 3 4 1
1

1
12x x x x x

x
\ + + + = + + ，

1 1
1

1
( ) 12f x x

x
= + + 在

1
,1

4
æ ö
ç ÷
è ø

上单调递减，所以 1 2 3 4

65
14

4
x x x x< + + + < ，无最小值，

故选：AC

【点睛】关键点睛：利用数形结合思想进行求解是解题的关键.

10．ABD

【分析】求出连心线所在直线方程判断A；求出圆
kC 的方程判断 B；求出圆

kC 的圆心到 y

轴的距离，结合直线与圆相交判断 C；求出点
kB 的纵坐标判断D.

【详解】圆 1C 的圆心 1( 3,1)C -
，直线 1PC

的方程为
1 0

( 2)
3 ( 2)

y x
-

= × +
- - -

，即
2 0x y+ + =

，

由两圆内切连心线必过切点，得圆
kC 的圆心都在直线 1PC 上，即圆 kC 的圆心都在直线

2 0x y+ + = 上，A正确；

显然
| | 2( 1)kPA k= +

，设点

( , )k k kA x y
，则 2 2

2

1 1 2 2( 1)

k k

k

x y

x k

+ = -ìï
í

+ + = +ïî
，而

2kx < -
，

解得
3, 1k kx k y k= - - = +

，因此圆 kC 的圆心
5 1

( , )
2 2k

k k
C

+ +
- ，半径为 | | 2

( 1)
2 2

kPA
k= + ，
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