
专题 22 平面向量的数量积及其应用 
【考点预测】

一．平面向量的数量积 a

（1）平面向量数量积的定义

已知两个非零向量与 b ，我们把数量 | || | cosa b 叫做 a 与 b 的数量积（或内积），

记作 a b，即 a b = | || | cosa b ，规定：零向量与任一向量的数量积为 0． 　　　　　　　　　　　　　　　

（2）平面向量数量积的几何意义

①向量的投影： | | cosa 叫做向量 a 在 b 方向上的投影数量，当 为锐角时，它是正数；当 为钝角时，它

是负数；当 为直角时，它是 0．

② a b的几何意义：数量积 a b等于 a 的长度 | |a 与 b 在 a 方向上射影 | | cosb 的乘积．

二．数量积的运算律

已知向量 a 、 b 、 c 和实数 ，则：

①   a b b a ；

② ( ) ( ) ( )     a b = a b a b ；

③ ( )    a b c = a c b c ．

三．数量积的性质

设 a 、 b 都是非零向量， e 是与 b 方向相同的单位向量， 是 a 与 e 的夹角，则

① | | cos   e a a e a ．② 0   a b a b ．

③当 a 与 b 同向时， | || | a b a b ；当 a 与 b 反向时， | || |  a b a b ．

特别地， 2| | a a a 或 | | a a a ．

④ cos
| || |

 


a b
a b

(| || | 0)a b ．⑤ | | | || |a b a b≤ ．

四．数量积的坐标运算

已知非零向量 1 1( )x y ，a ， 2 2( )x y ，b ， 为向量 a 、 b 的夹角．

结论 几何表示 坐标表示

模 | | a a a 2 2| x y a |

数量积 | || | cos a b a b 1 2 1 2x x y y  a b

夹角 cos
| || |

 


a b
a b

1 2 1 2
2 2 2 2
1 1 2 2

cos x x y y
x y x y





  

a b的充要

条件
0 a b 1 2 1 2 0x x y y 

∥a b 的充要   0（ ）a b b 1 2 1 2 0x x y y 



条件

| |a b 与 | || |a b

的关系

| | | || | a b a b (当且仅当

a b∥ 时等号成立)
1 2 1 2| |x x y y ≤ 2 2 2 2

1 1 2 2x y x y  

五、向量中的易错点

（1）平面向量的数量积是一个实数，可正、可负、可为零，且 | | | || |a b a b 
r rr r .

（2）当 0a 
rr
时，由 0a b 

rr
不能推出b

r
一定是零向量，这是因为任一与 ar 垂直的非零向量b

r
都有 0a b 

rr .

当 0a 
rr
时，且 a b a c  

rr r r
时，也不能推出一定有 b c

r r
，当 b

r
是与 ar 垂直的非零向量， cr 是另一与 ar 垂直的

非零向量时，有 0a b a c   
rr r r

，但b c
r r .

（3）数量积不满足结合律，即 a b c b c a  ( ) ( )
r rr r r r

，这是因为 a b c( )
rr r

是一个与 cr 共线的向量，而 b c a( )
r r r

是一

个与 ar 共线的向量，而 ar 与 cr 不一定共线，所以 a b c( )
rr r

不一定等于 b c a( )
r r r

，即凡有数量积的结合律形式的

选项，一般都是错误选项.

（4）非零向量夹角为锐角（或钝角）.当且仅当 0a b 
rr

且 ( 0)a b  
rr

（或 0a b 
rr

，且 ( 0))a b  
rr

【方法技巧与总结】

(1) b
r
在 ar 上的投影是一个数量，它可以为正，可以为负，也可以等于 0．

(2)数量积的运算要注意 0a
rr = 时， 0a b 

rr
，但 0a b 

rr
时不能得到 0a

rr = 或 0b
r r

= ，因为 ar  b
r
时，也有

0a b 
rr

．

(3)根据平面向量数量积的性质： | |a a a 
r r r

， cos
| || |

a b
a b

 


rr
rr ， 0a b a b   

r rr r
等，所以平面向量数量积可

以用来解决有关长度、角度、垂直的问题．

(4)若 a、b 、 c 是实数，则 ab ac b c   ( 0a  )；但对于向量，就没有这样的性质，即若向量 ar 、b
r
、 cr

满足 a b a c  
rr r r

（ 0a 
r

），则不一定有 =b c
r r

，即等式两边不能同时约去一个向量，但可以同时乘以一个向

量．

(5)数量积运算不适合结合律，即 ( ) ( )a b c a b c    
r rr r r r

，这是由于 ( )a b c 
rr r

表示一个与 cr 共线的向量， ( )a b c 
rr r

表示一个与 ar 共线的向量，而 ar 与 cr 不一定共线，因此 ( )a b c 
rr r

与 ( )a b c 
rr r

不一定相等．

【题型归纳目录】

题型一：平面向量的数量积运算

题型二：平面向量的夹角

题型三：平面向量的模长

题型四：平面向量的投影、投影向量

题型五：平面向量的垂直问题



题型六：建立坐标系解决向量问题

【典例例题】

题型一：平面向量的数量积运算

例 1．（2023·全国·模拟预测（理））在 ABCV 中，
π
3

ABC  ，O为 ABCV 的外心， 2BA BO 
uuur uuur

，

4BC BO 
uuur uuur

，则BA BC 
uur uuur

（       ）

A．2 B． 2 2 C．4 D． 4 2

例 2．（2023·河南安阳·模拟预测（理））已知 AH 是Rt ABC△ 斜边BC 上的高， 2 2AH  ，点 M 在线段 AH

上，满足 ( ) 8 2  
uuur uuuur uuur
MB MC AH ，则MB MC 

uuur uuuur
（       ）

A． 4 B． 2 C．2 D．4

例 3．（2023·全国·高三专题练习（理））已知向量 ,a b
r r

满足 | | 1,| | 3,| 2 | 3a b a b   
r r r r

，则 a b 
r r

（       ）

A． 2 B． 1 C．1 D．2

例 4．（2023·四川省泸县第二中学模拟预测（文））如图，正六边形 ABCDEF 中， 2AB  ，点 P 是正六边形

ABCDEF 的中心，则 AP AB 
uuur uuur

______．

例 5．（2023·安徽·合肥市第八中学模拟预测（理））已知向量 , ,a b c
r r r

满足 0,| | 1,| | 3,| | 4a b c a b c     
r r r r r r r

，则

a b 
r r

_________．

例 6．（2023·陕西·模拟预测（理））已知向量  1,a x
r

，  0,1b 
r

，若 2 5a b 
rr

，则  
rra b __________

例 7．（2023·上海徐汇·二模）在 ABCV 中，已知 1AB  ， 2AC  ， 120A  ，若点 P 是 ABCV 所在平面上

一点，且满足 AP AB AC 
uuur uuur uuur

， 1BP CP  
uuur uuur

，则实数 的值为______________．

例 8．（2023·陕西·交大附中模拟预测（理））已知在平行四边形 ABCD中，



1 1, , 2, 6
2 2

DE EC BF FC AE AF   
uuur uuur uuur uuur uuur uuur

，则 AC DB
uuur uuur

值为__________．

例 9．（2023·福建省福州第一中学三模）过点 (2, 3)M 的直线与 2 2: ( 3) 16C x y  e 交于 A，B 两点，当 M

为线段 AB 中点时，CA CB 
uuur uuur

___________.

例 10．（2023·全国·模拟预测（理））已知向量 a
r
与b

r
不共线，且   2a a b  

r r r
， 1a 

r
，若

   2 2a b a b  
r r r r

，则  b a b  
r r r

___________.

例 11．（2023·全国·高三专题练习（理））设向量 a
r
，b

r
的夹角的余弦值为

1
3
，且 1a 

r
， 3b 

r
，则  2a b b  

r r r

_________．

例 12．（2023·江苏·徐州市第七中学模拟预测）如图是第 24 届国际数学家大会的会标，它是根据中国古代

数学家赵爽的弦图设计的，大正方形 ABCD 是由 4 个全等的直角三角形和中间的小正方形 EFGH 组成的．若

大正方形的边长为 5 ，E 为线段 BF 的中点，则 AF BC 
uuur uuur

______．

【方法技巧与总结】

（1）求平面向量的数量积是较为常规的题型，最重要的方法是紧扣数量积的定义找到解题思路．

（2）平面向量数量积的几何意义及坐标表示，分别突出了它的几何特征和代数特征，因而平面向量数量积

是中学数学较多知识的交汇处，因此它的应用也就十分广泛．

（3）平面向量的投影问题，是近几年的高考热点问题，应熟练掌握其公式：向量 ar 在向量b
r
方向上的投影

为
| |
a b

b

rr

r ．

（4）向量运算与整式运算的同与异（无坐标的向量运算）

同： 2 2 2( ) 2a b a ab b    ； 2 22a b a ab b    ； ( )a b c ab ac   公式都可通用

异：整式： a b a b   ， a 仅仅表示数；向量： cosa b a b   
r rr r

（ 为 a 与 b 的夹角）



2 22 22 cosma nb m a mn a b n b   
uurr r r r r

，使用范围广泛，通常是求模或者夹角．

ma nb ma nb ma nb    
r r r r r r

，通常是求 ma nb
r r

最值的时候用．

题型二：平面向量的夹角

例 13．（2023·甘肃·高台县第一中学模拟预测（文））已知非零向量 a

， b


满足 a b a

  

  ， a a b
     

 
，则 a



与 b

夹角为______．

例 14．（2023·安徽·合肥一六八中学模拟预测（文））已知向量 | | 1b 
r

，向量 (1, 3)a 
r

，且 | 2 | 6a b 
rr

，

则向量 ,a b
rr
的夹角为___________.

例 15．（2023·湖北武汉·模拟预测）两不共线的向量 a
r
，b

r
，满足 3a b

r r
，且 t R  ， a tb a b  

rr r r
，则

cos ,a b 
r r

（       ）

A．
1
2 B． 3

2
C．

1
3

D．
3

3

例 16．（2023·云南师大附中模拟预测（理））已知向量  2 ,2a t
r

，  2, 5b t   
r

，若向量 a
r
与向量 a b

r r
的

夹角为钝角，则 t 的取值范围为（       ）

A．  3,1 B．    3, 1 1,1  U

C．  1,3 D．
1 11, ,3
2 2

       
   

例 17．（2023·广东深圳·高三阶段练习）已知向量  cos30 , sin 210a    
r

， ( 3,1)b  
v

，则 a
r
与b

r
夹角的余弦

值为_________．

例 18．（2023·全国·高三专题练习）已知向量 (3, 4), (1,0), t   
r r r r r
a b c a b，若 , ,  

r r r r
a c b c ，则 t （       ）

A． 6 B． 5 C．5 D．6

例 19．（2023·湖南·长沙市明德中学二模）已知非零向量 ar 、b
r
满足 0a b 

rr
，     0a b a b   

r rr r
，则向量b

r

与向量 a b
rr
夹角的余弦值为（       ）

A．
2

2
 B． 0



C． 2
2

D．
3

2

例 20．（2023·辽宁·大连市一 0 三中学模拟预测）已知单位向量 a
r
，b

r
满足 3a b a b  

r r r r
，则 a

r
与b

r
的夹角

为（       ）

A．30° B．60° C．120° D．150°

例 21．（2023·北京市大兴区兴华中学三模）已知 a
r
为单位向量，向量  1, 2b 

r
，且 2a b 

r r
，则 ,a b a 

r r r

（       ）

A．
π
6

B．
π
4

C．
π
3

D．
3π
4

例 22．（2023·全国·模拟预测（理））已知平面向量 a b
r r

与 a b
r r

互相垂直，模长之比为 2：1，若 | | 5a 
r

，

则 a
r
与 a b

r r
的夹角的余弦值为（       ）

A．
2 5

5
B． 3 5

5
C． 5

5
D．

1
2

例 23．（多选题）（2023·福建省福州格致中学模拟预测）已知单位向量 ,a b
rr
的夹角为120 ,则以下说法正确的

是（       ）

A． | | 1a b 
rr B． ( 2 )a b a 

rr r

C． 3cos ,
2

a b b   
r rr D． 2a b

rr
与 2a b

rr
可以作为平面内的一组基底 

例 24．（多选题）（2023·江苏·模拟预测）已知向量 ( 3,2)a  
r

， (2,1)b 
r

， ( , 1)c  
r

， R  ，则（       ）

A．若 ( 2 )a b c 
rr r

，则 4 

B．若 a tb c 
rr r

，则 6t   

C． a b
rr
的最小值为

7 5
5

D．若向量 a b
rr
与向量 2b c

r r
的夹角为锐角，则  的取值范围是 ( , 1) 

例 25．（2023·河南·通许县第一高级中学模拟预测（文））已知 1e
ur
， 2e

uur
是单位向量， 1 22a e e 

r ur ur
，

1 23b e e 
r ur uur

，若 a b
r r

，则 1e
ur
， 2e

uur
的夹角的余弦值为（       ）

A．
3
5

B． 1
2 C．

1
3

D．
1
5



例 26．（2023·安徽师范大学附属中学模拟预测（理））非零向量 ,a b
rr
满足 2a b a b a   

r rr r r
，则 a b

rr
与 ar

的夹角为（       ）

A． 6
 B．

3


C．
2
3


D．
5
6


例 27．（2023·内蒙古·海拉尔第二中学模拟预测（文））已知向量 a
r
，b

r
为单位向量，

 0a b a b     
r r r r

，则 a
r
与b

r
的夹角为（       ）

A． 6
 B．

π
3

C．
π
2

D．
2π
3

【方法技巧与总结】

求夹角，用数量积，由 | | | | cosa b a b
r rr r q× = × 得 1 2 1 2

2 2 2 2
1 1 2 2

cos
| | | |

x x y ya b
a b x y x y

rr
rrq +×

= =
× + +

，进而求得向量 ,a b
rr

的夹角.

题型三：平面向量的模长

例 28．（2023·福建省厦门集美中学模拟预测）已知向量 a
r
、b

r
、 c

r
满足 0a b c  

r r r r
，     0a b a c   

r r r r
，

9b c 
r r

，则 a 
r

______．

例 29．（2023·辽宁沈阳·三模）已知平面向量 , ,a b c
rr r

满足 1, 1, 0, 1a c a b c a b       
r rr r r r r

，则 b 
r

_______．

例 30．（2023·全国·高三专题练习（文））已知向量 (2,1) ( 2,4)a b  
r r

， ，则 a b
r r

（       ）

A．2 B．3 C．4 D．5

例 31．（2023·江苏·扬中市第二高级中学模拟预测）已知 a
r

 与b
r
为单位向量，且 a

r
⊥b

r
，向量 c

r
满足

| | 2bc a  
rrr

，则| c
r

|的可能取值有（       ）

A．6 B．5 C．4 D．3

例 32．（2023·江苏·南京市天印高级中学模拟预测）已知平面向量 a
r
，b

r
满足 2a 

r
， 1b 

r
，且 a

r
与b

r
的夹角

为
3

，则 a b 

r r
（       ）

A． 3 B． 5 C． 7 D．3



例 33．（2023·河南·开封市东信学校模拟预测（理））已知非零向量 a
r
，b

r
的夹角为 6


，  | | 3,a a a b  

r r r r
，

则 | |b 
r

___________.

例34．（2023·全国·高三专题练习）已知三个非零平面向量 a
r
，b

r
， c

r
两两夹角相等，且 | | 1a 

r
， | | 2b 

r
， | | 3c 

r
，

求 | 2 3 |a b c 
r r r

．

例 35．（2023·全国·高三专题练习）已知 2
ra ， 3b 

r
， ar 与b

r
的夹角为120o，求 a b

rr
及 a b

rr
的值．

例 36．（2023·福建泉州·模拟预测）已知向量 (0,1)
ra , ( , 3)b t

r
，若 ,a b

rr
的夹角为

π
3
，则 | |b

r
=___________.

【方法技巧与总结】

求模长，用平方， 2| |a ar r= .

题型四：平面向量的投影、投影向量

例 37．（2023·新疆克拉玛依·三模（理））设 a
r
，b

r
是两个非零向量， AB a

uuur r
，CD b

uuur r
，过 AB

uuur
的起点A 和终

点 B ，分别作CD
uuur

所在直线的垂线，垂足分别为 1A ， 1B ，得到 1 1A B
uuuur

，则 1 1A B
uuuur

叫做向量 a
r
在向量b

r
上的投影向

量.如下图，已知扇形 AOB的半径为 1，以O为坐标原点建立平面直角坐标系，  1,0OA 
uuur

，
1 3,
2 2

OB
 

   
 

uuur
，

则弧 AB 的中点C 的坐标为________；向量CO
uuur

在OB
uuur

上的投影向量为________ .

例 38．（2023·江西鹰潭·二模（文））已知向量 , , ( 3,1),| | 2, (2 ) 3a b a b a b b    
r r r r r r r

，则b
r
在 a

r
方向上的投影

为_________

例 39．（2023·江西·南昌市八一中学三模（理））已知向量  1, 2a  
r

，  3,b t
r

，且 a
r
在b

r
上的投影等于 1 ，

则 t  ___________.



例 40．（2023·江苏淮安·模拟预测）已知 | | 2a 
r

，b
r
在 a

r
上的投影为 1，则 a b

r r
在 a

r
上的投影为（       ）

A．-1 B．2 C．3 D． 2

例 41．（2023·四川成都·三模（理））在 ABCV 中，已知
7π
12

A  ，
π
6

C  ， 2 2AC  ，则向量BA
uuur

在BC
uuur

方向上的投影为（       ）．

A． 2 2 B．2 C． 2 D． 2

例 42．（2023·广西桂林·二模（文））已知向量 (1,2), (0, 1)  
r r
a b ，则 a

r
在b

r
方向上的投影为（       ）

A． 1 B． 2 C．1 D．2

例 43．（2023·内蒙古呼和浩特·二模（理））非零向量 a
r
，b

r
， c

r
满足 ( )b a c 

r r r
， a

r
与b

r
的夹角为 6


， 3a 

r
，

则 c
r
在b

r
上的正射影的数量为（       ）

A．
1
2

 B． 3 3
2

 C． 1
2 D．

3 3
2

例 44．（2023·辽宁·渤海大学附属高级中学模拟预测）已知单位向量 ,a b
r r

满足 | | 1a b 
r r

，则 a
r
在b

r
方向上的投

影向量为（       ）

A．
1
2

b
r

B．
1
2

b
r

C．
1
2

a
r

D．
1
2

a
r

例 45．（2023·海南华侨中学模拟预测）已知平面向量 ar ，b
r
的夹角为

3

，且 | | 2a 

r
， ( 1, 3)b  

r
，则 ar 在b

r

方向上的投影向量为（       ）

A．
3 1,

2 2
 
  
 

B．
3 ,

2 2
1 

  
 

C．
1 3,
2 2

 
  

 
D．

1 3,
2 2

 
  
 

题型五：平面向量的垂直问题

例 46．（2023·海南海口·二模）已知向量 ar ，b
r
的夹角为 45°， 2a 

r
，且 2a b× =

rr
，若  a b b  

r rr
，则 

______．

例 47．（2023·广东茂名·二模）已知向量 a 
r

（t，2t），b
r
＝（﹣t，1），若（ ar ﹣b

r
）⊥（ ar +b

r
），则 t＝

_____．



例 48．（2023·青海玉树·高三阶段练习（理））已知向量  1,1a  
r

，  1,b m ，若  3a b a 
r r r

，则m 

______．

例 49．（2023·河南开封·模拟预测（理））已知两个单位向量 1er 与 2er 的夹角为
3

，若 1 22a e e 

r r r
，

1 2b e me 
r r r

，且 a b
rr
，则实数m （       ）

A．
4
5

 B．
4
5

C．
5
4

 D．
5
4

例50．（2023·河南安阳·模拟预测（文））已知向量 ( 2 2,4), 1,cos
2

     
 

r r
a b 

，其中 (0,π)  ，若 a b
r r

，则 sin 

___________．

例 51．（2023·全国·模拟预测（文））设向量  2,1a 
r

，  1,b x 
r

，若  a b a 
r r r

，则 b 
r

___________.

【方法技巧与总结】

1 2 1 20 0a b a b x x y y      
r rr r  

题型六：建立坐标系解决向量问题

例 52．（2023·山东淄博·三模）如图在 ABCV 中， 90ABC  ， F 为 AB 中点， 3CE  ， 8CB  ， 12AB  ，

则EA EB 
uuur uuur

（       ）

A． 15 B． 13 C．13 D．15

例 53．（2023·贵州贵阳·模拟预测（理））在边长为 2 的正方形 ABCD中，E 是BC 的中点，则 AC DE 
uuur uuur

（       ）

A．2 B． 2 C． 4 D．4

例 54．（2023·江苏·模拟预测）如图，在平面四边形 ABCD中，E ，F 分别为 AD ，BC 的中点，

(4,1)AB 
uuur

， (2,3)DC 
uuur

， ( 2, )AC m 
uuur

，若 0EA FC 
u ur uuruu

，则实数m 的值是（       ）



A． 3 B． 2 C． 2 D．3

例 55．（2023·四川南充·三模（理））在Rt ABC△ 中， 90A  ， 2AB  ， 3AC  ， 2AM MC
uuuur uuuur

，

1
2

AN AB
uuur uuur

，CN 与 BM 交于点 P，则 cos BPN 的值为（       ）

A．
5

5
B． 2 5

5


C． 5
5

 D．
2 5

5

例 56．（多选题）（2023·山东聊城·三模）在平面四边形 ABCD中， 1AB BC CD DA DC    
uuur uuur uuur uuur uuur

，

1
2

 
uuur uuur
BA BC ，则（       ）

A． 1AC 
uuur

B． CA CD CA CD  
uuur uuur uuur uuur

C． 2AD BC
uuur uuur

D．
2 3

2
BD CD 

 
uuur uuur

例 57．（多选题）（2023·湖南·长郡中学模拟预测）已知向量 a b c
rr r

， ， 满足 2 2 2 2a b a b c c     
r rr r r r

，则

可能成立的结果为（       ）

A．
3
4

b 
r

B．
5
4

b 
r

C．
3
4

b c 
r r

D．
5
4

b c 
r r

例 58．（多选题）（2023·湖南·长郡中学模拟预测）如图甲所示，古代中国的太极八卦图是以同圆内的圆心

为界，画出相等的两个阴阳鱼，阳鱼的头部有眼，阴鱼的头部有个阳殿，表示万物都在相互转化，互相涉

透，阴中有阳，阳中有阴，阴阳相合，相生相克，蕴含现代哲学中的矛盾对立统一规律，其平面图形记为

图乙中的正八边形 ABCDEFGH ，其中 2OA  ，则（       ）



A． 2 0OB OE OG  
uuur uuur uuur r

B． 2 2OA OD  
uuur uuur

C． 4AH EH 
uuur uuur

D． 4 2 2  
uuur uuur
AH GH

例 59．（2023·江苏南京·模拟预测）在 ABCV 中， 0AB AC 
uuur uuur

， 3AB 
uuur

， 4AC 
uuur

，O为 ABCV 的重心，D

在边BC 上，且 AD BC ，则 AD AO
uuur uuur

______．

例 60．（2023·北京·北大附中三模）已知正方形 ABCD的边长为 2, E是BC 的中点，点 P 满足

2AP AE AD 
uuur uuur uuur

，则 PD 
uuur

___________；PE PD 
uuur uuur

___________.

例 61．（2023·天津市西青区杨柳青第一中学模拟预测）如图，在菱形 ABCD中， 2AB  ， 60BAD  ，E，

F 分别为BC ，CD 上的点， 2CE EB
uuur uuur

， 2CF FD
uuur uuur

，若线段 EF 上存在一点 M，使得
5 1
6 2

AM AB AD 
uuuur uuur uuur

，则

| |AM 
uuuur

__________，若点 N 为线段BD上一个动点，则 AN MN
uuur uuuur

的取值范围为__________.

【方法技巧与总结】

       
边长为 a的等边三角形  已知夹角的任意三角形    正方形                矩形

C

B x

y
(

a
2 , 

3
2 a)

(a, 0)A
θ

C

B
x

y

(bcosθ，bsinθ)

(a, 0)A
x

y
D

B

(0, a) C(a,a)

(a, 0)A
x

y

D (0,b) C(a,a)

B(a, 0)A



平行四边形            直角梯形            等腰梯形             圆

建系必备（1）三角函数知识 cos , sinx r y rq q= = ；（2）向量三点共线知识 (1 )OC OB OA
uuur uuur uuur

l l= + - ．

【过关测试】

一、单选题

1．（2023·山东潍坊·模拟预测）定义： sina b a b  
r rr r

，其中 为向量 ar 与b
r
的夹角．若 2

ra ， 5b 
r

，

6a b  
rr

，则 a b
rr
等于（       ）

A．6 B． 6 C． 8 D．8

2．（2023·全国·哈师大附中模拟预测（文））已知 ABCV 中， 1AB AC  ， 120oBAC  ，点 D，E 分别是

边 AB，BC 的中点，连接 DE 并延长到点 F，使得 2DE EF ，则 AF BC
uuur uuur

的值为（       ）

A．
1
2 B． 3

8 C．
1
2

 D．
3
8



3．（2023·江苏·扬州中学模拟预测）已知向量  2,4a 
r

，  1,b n
r

，若 //a b
rr
，则 b 

r
（       ）

A． 5 B．2 C．8 D． 4 5

4．（2023·北京·潞河中学三模）已知菱形 ABCD的边长为 , 60a ABC  o，则DB CD 
uuur uuur

（       ）

A．
23

2
a B． 23

4
a C． 23

4
a D．

23
2

a

5．（2023·内蒙古赤峰·模拟预测（理））若向量 a
r
，b

r
满足 1a 

r
， 2b 

r
，  2 3 5a a b  

r r r
，则 a

r
与b

r
的夹角为

（       ）

A． 6
 B．

3


C．
2
3


D．
5
6


6．（2023·内蒙古·满洲里市教研培训中心三模（文））若  2, 3a  
r

， (2sin ,2cos )
6 6

b  


r
，下列正确的是

（       ）

A． / /( )b a b
r rr B． ( )b a b 

r rr

C． ar 在 b
r
方向上的投影是

1
2

 D． ( )a b a b  
r rr r

（ ）

7．（2023·江苏苏州·模拟预测）在 ABCV 中，
π
3

A  ，点 D 在线段 AB 上，点 E 在线段 AC 上，且满足

2 2, 2AD DB AE EC    ，CD 交 BE 于 F，设 AB a
uuur r

， AC b
uuur r

，则 AF BC 
uuur uuur

（       ）

θ x

y
D(bcosθ，bsinθ) C(a+bcosθ，bsinθ)

B(a, 0)A
x

y

D
(0，asinθ) C(a-acosθ，asinθ)

B(a, 0)A x

y

B(a, 0)

D(bcosθ,bsinθ) C(a-bcosθ,bsinθ)

A

x

y

A(rcosθ,rsinθ)

O



A．
6
5

B．
17
5

C．
29
5

D．
32
5

8．（2023·全国·二模（理））已知向量 ( , )a x y
r

， (1, 2)b 
r

， ( 1,1)c  
r

，若满足 a b
r r
∥ ， ( )b a c 

r r r
，则向量 a

r

的坐标为（       ）

A．
6 3,
5 5

 
 
 

B．
3 6,
5 5

 
 
 

C．
2 1,
5 5

 
 
 

D．
1 2,
5 5

 
 
 

9．（2023·山东济南·三模）已知单位向量 ar 、b
r
、 cr ，满足 a b c 

rr r
，则向量 ar 和b

r
的夹角为(       )

A．
2π
3

B．
π
2

C．
π
3

D． 6


10．（2023·河北邯郸·二模）若向量 a
r
，b

r
满足 | | 2a 

r
， 2 3b 

r
，且 3a b 

r r
，则向量b

r
与b a

r r
夹角的余弦

值为（       ）.

A．
3

2
B． 2 5

9
C． 7 2

16
D．

3 30
20

11．（2023·全国·模拟预测）已知平面向量  1 ,3a x x  
r

，  2,1b x 
r

，若 4a b 
r r

，则 a
r
与b

r
的夹角为

（       ）

A． 6
 B．

4


C．
3


D．
2


12．（2023·河南安阳·模拟预测（理））如图，在等腰直角 ABCV 中，斜边 2AC  ，M 为 AB 的中点，D 为 AC

的中点．将线段 AC 绕着点 D 旋转得到线段 EF，则ME MF 
uuur uuur

（       ）

A． 2 B．
3
2

 C． 1 D．
1
2



13．（2023·河南安阳·模拟预测（文））在 ABCV 中，点 D 在边 AC 上，且 3 ,| | | | 
uuur uuur uuur uuur
AD DC BA BC ，若

(3 ) 
uuur uuur uuur
BD BC BA ，则 （       ）

A．
4
3

B．3 C．2 D．1

14．（2023·湖南·长沙县第一中学模拟预测）已知△ABC中， 60A  o，AB=4，AC=6，且 2CM MB
uuuur uuur

， AN NB
uuur uuur

，

则 AC NM 
uuur uuuur

（       ）

A．12 B．14 C．16 D．18

二、多选题



15．（2023·辽宁实验中学模拟预测）已知平面向量 2, 1a b 
rr

，且 a b
rr
， cr 满足 , 2 ,a c b c   

rr r r
，若

b c a c  
r r r r

﹐则 cr 可能的取值为（       ）

A．4 B．8 C．12 D．16

16．（2023·湖南·长沙一中模拟预测）已知 (cos ,sin )a  
r

, (cos ,sin )b  
r

,其中 , [0, 2π)   ，则以下结论正

确的是（       ）

A．若 / /a b
rr
，则 

B．若 a b
rr
，则

π| |
2

   或
3π
2

 

C．若
1
2

a b  
rr

，则 | | 1a b 
rr

D．若 a b a
rr r

  ，则
3( )
2

a a b  
r r

17．（2023·全国·高三专题练习）已知 , ,a b c
rr r

为非零平面向量，则下列说法正确的有（       ）

A． 0a b a b   
r rr r B． ,    

r rr r
∥a b R b a

C．若 a c b c  
rr r r

，则 a b
rr D． ( ) ( )a b c a b c    

r rr r r r

18．（2023·全国·模拟预测）已知向量  2 ,3a m


  ，  ,1b m


 ，则下列说法正确的是（       ）

A．若 a b
 
∥ ，则

1
2

m  B．若 a b
 

 ，则 3m 

C． 2 a b
 

 的最小值为 7 D．若 1 3m   ，则 a

与 b


的夹角为钝角

19．（2023·辽宁·东北育才学校二模）对于非零向量mr ， nr ，定义运算“”， | || | sin ,m n m n m n   
r r r r r r

.已知两

两不共线的三个向量 ar ，b
r
， cr ，则下列结论正确的是（       ）

A．若 a b
rr
，则  

r rrra b a b B． ( ) ( )a b c a b c  
r rr r r r

C． ( )a b a b   
r rr r D． ( ) ( ) ( )a b c a c b c    r rr r r r r

20．（2023·山东日照·模拟预测）已知对任意平面向量  ,AB x y
uuur

，把 AB
uuur

绕其起点 A 沿逆时针方向旋转 角

得到向量  cos sin , sin cosAP x y x y     
uuur

，叫做把点 B 绕点 A 沿逆时针方向旋转 角得到点 P．已知平面

内点  1,2A ，点  1 2,2 2 2B   ，把点 B 绕点 A 沿顺时针方向旋转
4

后得到点 1P ，逆时针旋转

4

，

3

后

分别得到点 2P ， 3P 则（       ）

A． 1 2 0AP AP 
uuur uuur

B． 1 2BP BP
uuur uuur

C． 3 2 1AB AP AP AP  
uuur uuur uuur uuur

D．点 1P 的坐标为  0, 1

21．（2023·河北·高三阶段练习）若平面向量 (2cos ,2sin ), (2cos ,2sin ), (1, 3)a b c     
r r r



，则下列说法中正确的是（       ）

A．若a b
r r
∥ ，则 π, Zk k   

B．若 a c
r r

，则 π, Z
3

k k   

C．若 0a b c  
r r r

，则 π 2 πk   或
π 2 π, Z
3

k k    

D．若 | | 2 2a b 
r r

，则
ππ , Z
2

k k    

22．（2023·海南·文昌中学高三阶段练习）如图，平行四边形 ABCD 中，AB=4，AD=2 且 60BAD  o，M 为

边 CD 的中点，则（       ）

A． AD MC MA 
uuur uuuur uuur

B．DM CB AM 
uuuur uuur uuuur

C． AM BC 
uuuur uuur

6 D． AD
uuur

在 AB
uuur

上投影向量的模为 2

三、填空题

23．（2023·全国·模拟预测）已知向量  2, 5 
r
a ，  1,4b  

r
，若  a b b  

r r r
，则 ______．

24．（2023·贵州·贵阳一中模拟预测（文））已知向量      1, 1 , ,1 , 2 ,2 ,a b m m c m    
rr r

若 ,a b
rr
则b c 

r r

__________.

25．（2023·河北·沧县中学模拟预测）已知向量 ,a b
r r

的夹角为
2
3

， 4a 

r
， 3b 

r
，则 a b 

r r

___________．

26．（2023·安徽师范大学附属中学模拟预测（文））设 ,a b
r r

为非零向量，且 2 2a b a b  
r r r r

，则 ar ，b
r
的夹角

为___________.

27．（2023·辽宁·抚顺市第二中学三模）已知半径为 R 的圆 O 内有一条长度为 2 的弦 AB，则OA AB 
uuur uuur

_______．

28．（2023·河南·模拟预测（文））若向量 ,a b
r r

满足  1, 6,8 , 5a b a b     
r r r r

，则 a
r
与b

r
的夹角为

__________．

29．（2023·海南省直辖县级单位·三模）已知平面向量 ar ，b
r
满足 ( ) 2a b b  

r rr
，且 | | 2a 

r
， | | 1b 

r
，则 | |a b 

rr

__________.

30．（2023·河北·高三期中）如图，在等腰直角 ABCV 中，斜边 2AC  ，M 为 AB 的中点，D 为 AC 的中点，

将线段 AC 绕着点 D 旋转得到线段 EF，则ME MF 
uuuv uuuuv

g _____________．







专题 22 平面向量的数量积及其应用 
【考点预测】

一．平面向量的数量积 a

（1）平面向量数量积的定义

已知两个非零向量与 b ，我们把数量 | || | cosa b 叫做 a 与 b 的数量积（或内积），

记作 a b，即 a b = | || | cosa b ，规定：零向量与任一向量的数量积为 0． 　　　　　　　　　　　　　　　

（2）平面向量数量积的几何意义

①向量的投影： | | cosa 叫做向量 a 在 b 方向上的投影数量，当 为锐角时，它是正数；当

为钝角时，它是负数；当 为直角时，它是 0．

② a b的几何意义：数量积 a b等于 a 的长度 | |a 与 b 在 a 方向上射影 | | cosb 的乘积．

二．数量积的运算律

已知向量 a 、 b 、 c 和实数 ，则：

①   a b b a ；

② ( ) ( ) ( )     a b = a b a b ；

③ ( )    a b c = a c b c ．

三．数量积的性质

设 a 、 b 都是非零向量， e 是与 b 方向相同的单位向量， 是 a 与 e 的夹角，则

① | | cos   e a a e a ．② 0   a b a b ．

③当 a 与 b 同向时， | || | a b a b ；当 a 与 b 反向时， | || |  a b a b ．

特别地， 2| | a a a 或 | | a a a ．

④ cos
| || |

 


a b
a b

(| || | 0)a b ．⑤ | | | || |a b a b≤ ．

四．数量积的坐标运算

已知非零向量 1 1( )x y ，a ， 2 2( )x y ，b ， 为向量 a 、 b 的夹角．

结论 几何表示 坐标表示

模 | | a a a 2 2| x y a |

数量积 | || | cos a b a b 1 2 1 2x x y y  a b

夹角 cos
| || |

 


a b
a b

1 2 1 2
2 2 2 2
1 1 2 2

cos x x y y
x y x y





  

a b的充要

条件
0 a b 1 2 1 2 0x x y y 



∥a b 的充要

条件
  0（ ）a b b 1 2 1 2 0x x y y 

| |a b 与 | || |a b

的关系

| | | || | a b a b (当且仅当

a b∥ 时等号成立)
1 2 1 2| |x x y y ≤ 2 2 2 2

1 1 2 2x y x y  

五、向量中的易错点

（1）平面向量的数量积是一个实数，可正、可负、可为零，且 | | | || |a b a b 
r rr r .

（2）当 0a 
rr
时，由 0a b 

rr
不能推出b

r
一定是零向量，这是因为任一与 ar 垂直的非零向量b

r

都有 0a b 
rr .

当 0a 
rr
时，且 a b a c  

rr r r
时，也不能推出一定有 b c

r r
，当 b

r
是与 ar 垂直的非零向量， cr 是

另一与 ar 垂直的非零向量时，有 0a b a c   
rr r r

，但b c
r r .

（3）数量积不满足结合律，即 a b c b c a  ( ) ( )
r rr r r r

，这是因为 a b c( )
rr r

是一个与 cr 共线的向量，

而 b c a( )
r r r

是一个与 ar 共线的向量，而 ar 与 cr 不一定共线，所以 a b c( )
rr r

不一定等于 b c a( )
r r r

，

即凡有数量积的结合律形式的选项，一般都是错误选项.

（4）非零向量夹角为锐角（或钝角）.当且仅当 0a b 
rr

且 ( 0)a b  
rr

（或 0a b 
rr

，且

( 0))a b  
rr

【方法技巧与总结】

(1) b
r
在 ar 上的投影是一个数量，它可以为正，可以为负，也可以等于 0．

(2)数量积的运算要注意 0a
rr = 时， 0a b 

rr
，但 0a b 

rr
时不能得到 0a

rr = 或 0b
r r

= ，因为 ar 

b
r
时，也有 0a b 

rr
．

(3)根据平面向量数量积的性质： | |a a a 
r r r

， cos
| || |

a b
a b

 


rr
rr ， 0a b a b   

r rr r
等，所以平

面向量数量积可以用来解决有关长度、角度、垂直的问题．

(4)若 a、b 、 c 是实数，则 ab ac b c   ( 0a  )；但对于向量，就没有这样的性质，即若

向量 ar 、b
r
、 cr 满足 a b a c  

rr r r
（ 0a 

r
），则不一定有 =b c

r r
，即等式两边不能同时约去一个

向量，但可以同时乘以一个向量．

(5)数量积运算不适合结合律，即 ( ) ( )a b c a b c    
r rr r r r

，这是由于 ( )a b c 
rr r

表示一个与 cr 共线的

向量， ( )a b c 
rr r

表示一个与 ar 共线的向量，而 ar 与 cr 不一定共线，因此 ( )a b c 
rr r

与 ( )a b c 
rr r

不一定相等．

【题型归纳目录】

题型一：平面向量的数量积运算



题型二：平面向量的夹角

题型三：平面向量的模长

题型四：平面向量的投影、投影向量

题型五：平面向量的垂直问题

题型六：建立坐标系解决向量问题

【典例例题】

题型一：平面向量的数量积运算

例 1．（2023·全国·模拟预测（理））在 ABCV 中，
π
3

ABC  ，O为 ABCV 的外心，

2BA BO 
uuur uuur

， 4BC BO 
uuur uuur

，则BA BC 
uur uuur

（       ）

A．2 B． 2 2 C．4 D． 4 2

答案：B

【解析】

分析：

设 ,AB BC 的中点为D,E，将 2BA BO 
uuur uuur

，变为 2BD BO
uuur uuur

，根据数量积的几何意义可得 | | 1BD 
uuur

，

同理求得 | |BC
uuur

，根据数量积的定义即可求得答案.

【详解】

如图，设 ,AB BC 的中点为 D,E，连接 OD,OE,则 ,OD AB OE BC   ,

故 2BA BO 
uuur uuur

，即 2 2 | | | | cos 2BD BO BD BO OBD    
uuur uuur uuur uuur

 ,

即 2| | 1,| | 1BD BD 
uuur uuur

，故 | | 2BA 
uuur

,

4BC BO 
uuur uuur

，即 2 2 | | | | cos 4BE BO BE BO OBE    
uuur uuur uuur uuur

 ,

即 2| | 2,| | 2BE BE 
uuur uuur

，故 | | 2 2BC 
uuur

,

故
1| | | |cos 2 2 2 2 2
2

BA BC BA BC BAC       
uur uuur uur uuur

,

故选：B

例 2．（2023·河南安阳·模拟预测（理））已知 AH 是Rt ABC△ 斜边 BC 上的高， 2 2AH  ，

点 M 在线段 AH 上，满足 ( ) 8 2  
uuur uuuur uuur
MB MC AH ，则MB MC 

uuur uuuur
（       ）

A． 4 B． 2 C．2 D．4



答案：A

【解析】

分析：

由 ( ) 8 2  
uuur uuuur uuur
MB MC AH 结合数量积的运算可得 2MH 

uuuur
，由 AH 是Rt ABC△ 斜边BC 上的

高， 2 2AH  ，可得
2

8HC HB AH  
uuur uuur uuur

，然后对 ( ) ( )MB MC MH HB MH HC    
uuur uuuur uuuur uuur uuuur uuur

化简

可求得结果

【详解】

因为 AH 是Rt ABC△ 斜边BC 上的高， 2 2AH 

所以 0, 0AH HB AH HC   
uuur uuur uuur uuur

,
2

8HC HB AH  
uuur uuur uuur

,

因为 ( ) 8 2  
uuur uuuur uuur
MB MC AH ，

所以 ( ) 8 2MH MH AHB HC H   
uuuur uuur uuuur uuur uuur

，

所以 2 8 2MH AH HB AH HC AH     
uuuur uuur uuur uuur uuur uuur

，

所以 4 2MH AH 
uuuur uuur

，

所以 4 2MH AH 
uuuur uuur

，

所以 2MH 
uuuur

，

所以 ( ) ( )MB MC MH HB MH HC    
uuur uuuur uuuur uuur uuuur uuur

2
MH MH HC HB MH HC HB      
uuuur uuuur uuur uuur uuuur uuur uuur

2
cosMH HC HB   

uuuur uuur uuur

22 8 ( 1) 4      ,

故选：A

例 3．（2023·全国·高三专题练习（理））已知向量 ,a b
r r

满足 | | 1,| | 3,| 2 | 3a b a b   
r r r r

，则 a b 
r r

（       ）

A． 2 B． 1 C．1 D．2

答案：C



【解析】

分析：

根据给定模长，利用向量的数量积运算求解即可.

【详解】

解：∵
22 2| 2 | | | 4 4    

r r rr r ra b a a b b ，

又∵ | | 1,| | 3,| 2 | 3,   
r rr ra b a b

∴9 1 4 4 3 13 4       
r rr ra b a b ，

∴ 1a b 
rr

故选：C.

例 4．（2023·四川省泸县第二中学模拟预测（文））如图，正六边形 ABCDEF 中， 2AB  ，

点 P 是正六边形 ABCDEF 的中心，则 AP AB 
uuur uuur

______．

答案：2

【解析】

分析：

找到向量的模长和夹角，带入向量的数量积公式即可.

【详解】

在正六边形中，点 P 是正六边形 ABCDEF 的中心，

60PAB  ，且 2AP AB  ,

1cos60 2 2 2
2

AP AB AP AB         
uuur uuur uuur uuur

.

故答案为：2.

例 5．（2023·安徽·合肥市第八中学模拟预测（理））已知向量 , ,a b c
r r r

满足

0,| | 1,| | 3,| | 4a b c a b c     
r r r r r r r

，则 a b 
r r

_________．

答案：3

【解析】

分析：

由 0a b c  
r r r r

，得 a b c  
r r r

，两边平方化简可得答案



【详解】

由 0a b c  
r r r r

，得 a b c  
r r r

，

两边平方，得
2 2 2

2a a b b c   
r r r r r

，

因为 1 3 4a b c  
r r r

， ， ，

所以1 2 9 16a b   
r r

，得 · 3a b 
rr .

故答案为：3 .

例 6．（2023·陕西·模拟预测（理））已知向量  1,a x
r

，  0,1b 
r

，若 2 5a b 
rr

，则  
rra b

__________

答案： 0 或 4 ## 4 或 0 .

【解析】

分析：

由向量模长坐标运算可求得 x ，由向量数量积的坐标运算可求得结果.

【详解】

 2 1, 2a b x  
rrQ ，  22 1 2 5a b x     

rr
，解得： 0x  或 4x   ；

当 0x  时，  1,0a 
r

， 0a b  
rr

；当 4x   时，  1, 4a  
r

， 0 4 4a b     
rr

；

0a b  
rr

或 4 .

故答案为： 0 或 4 .

例 7．（2023·上海徐汇·二模）在 ABCV 中，已知 1AB  ， 2AC  ， 120A  ，若点 P 是 ABCV

所在平面上一点，且满足 AP AB AC 
uuur uuur uuur

， 1BP CP  
uuur uuur

，则实数 的值为

______________．

答案：1或
1
4

【解析】

分析：

根据平面向量的线性运算法则，分别把 BP CP
uuur uuur

， 用 AB AC
uuur uuur

， 表示出来，再用 1BP CP  
uuur uuur

建立方程，

解出 的值.

【详解】

由 AP AB AC 
uuur uuur uuur

，得 AP AB AC 
uuur uuur uuur

，即BP AC
uuur uuur

，

( 1)CP AP AC AB AC    
uuur uuur uuur uuur uuur

，

在 ABCV 中，已知 1AB  ， 2AC  ， 120A  ，

所以
2

( ( 1) ) ( 1) )BP CP AC AB AC AC AB AC            
uuur uuur uuur uuur uuur uuur uuur uuur

22 cos120 4 ( 1) 4 5 1          o ，



即 24 5 1 0    ，解得 1  或
1
4

 

所以实数 的值为1或
1
4

.

故答案为：1或
1
4

.

例 8．（2023·陕西·交大附中模拟预测（理））已知在平行四边形 ABCD中，

1 1, , 2, 6
2 2

DE EC BF FC AE AF   
uuur uuur uuur uuur uuur uuur

，则 AC DB
uuur uuur

值为__________．

答案：
9
4

【解析】

分析：

由向量加法的几何意义及数量积运算律有
2 2

DAC DB C CB  
uuur uuur uuur uuur

，再由

1
3
1
3

AE BC DC

AF DC BC

  

  


uuur uuur uuur

uuur uuur uuur 结合

数量积运算律，即可得结果.

【详解】

由题设可得如下图： ,AC AD DC DB DC CB   
uuur uuur uuur uuur uuur uuur

，而 AD CB 
uuur uuur

，

所以
2 2

DAC DB C CB  
uuur uuur uuur uuur

，

又
1 1, , 2, 6
2 2

DE EC BF FC AE AF   
uuur uuur uuur uuur uuur uuur

，

所以

1
3
1
3

AE AD DE BC DC

AF AB BF DC BC

    

    


uuur uuur uuur uuur uuur

uuur uuur uuur uuur uuur ，则

2 2

2 2

2 1 4
3 9
2 1 6
3 9

BC BC DC DC

DC BC DC BC

    

    


uuur uuur uuur uuur

uuur uuur uuur uuur ，

故
2 28 ( ) 2

9
DC BC 
uuur uuur

，可得
2 2 9

4
DC BC 
uuur uuur

，即
9
4

AC DB 
uuur uuur

.

故答案为：
9
4

例 9．（2023·福建省福州第一中学三模）过点 (2, 3)M 的直线与 2 2: ( 3) 16C x y  e 交于

A，B 两点，当 M 为线段 AB 中点时，CA CB 
uuur uuur

___________.



答案：-8

【解析】

分析：

由题意可得 (2, 3)M 在 Ce 内，又由 M 为线段 AB 中点 AB CM ，由两点间距离公式得

2CM  ＝
1
2

AC ,进而求得 120ACB  ，再由向量的数量积公式计算即可得答案.       

【详解】

解：因为点 (2, 3)M 在 2 2: ( 3) 16C x y  e 内，

所以当 M 为线段 AB 中点时， AB CM ，

又因为 Ce 的半径为 4, 2CM  ＝
1
2

AC , 

所以 60ACM  °，

所以 120ACB  ，

所以，CA CB 
uuur uuur

| | | | cos120CA CB 
uuur uuur

g g ＝
14 4 ( ) 8
2

     .

故答案为：-8.

例 10．（2023·全国·模拟预测（理））已知向量 a
r
与b

r
不共线，且   2a a b  

r r r
， 1a 

r
，若

   2 2a b a b  
r r r r

，则  b a b  
r r r

___________.

答案： 3

【解析】

分析：

由   2a a b  
r r r

得 1a b 
r r

，由    2 2a b a b  
r r r r

得 2b 
r

，即可求解结果．

【详解】

由   2
1 2a a b a a b a b        

r r r r r r r r
得 1a b 

r r

由    2 2a b a b  
r r r r

得     2 2
2 2 4 0a b a b a b     

r r r r r r
，所以 2b 

r

则   2
1 4 3b a b b a b        

r r r r r r

故答案为： 3

例 11．（2023·全国·高三专题练习（理））设向量 a
r
，b

r
的夹角的余弦值为

1
3
，且 1a 

r
，

3b 
r

，则  2a b b  
r r r

_________．

答案：11

【解析】



分析：

设 a
r
与b

r
的夹角为 ，依题意可得

1cos
3

  ，再根据数量积的定义求出 a b
r r

，最后根据数量

积的运算律计算可得．

【详解】

解：设 a
r
与b

r
的夹角为 ，因为 a

r
与b

r
的夹角的余弦值为

1
3
，即

1cos
3

  ，

又 1a 
r

， 3b 
r

，所以
1cos 1 3 1
3

a b a b       
r r r r

，

所以   22 22 2 2 2 1 3 11a b b a b b a b b           
r r r r r r r r r

．

故答案为：11．

例 12．（2023·江苏·徐州市第七中学模拟预测）如图是第 24 届国际数学家大会的会标，它是

根据中国古代数学家赵爽的弦图设计的，大正方形 ABCD 是由 4 个全等的直角三角形和中

间的小正方形 EFGH 组成的．若大正方形的边长为 5 ，E 为线段 BF 的中点，则 AF BC 
uuur uuur

______．

答案：4

【解析】

分析：

利用数量积的几何意义求解.

【详解】

解：如图所示：



设CF x ，由题可得 2BF x ，

所以  22 2 5x x  ，

解得 1x  ．

过 F 作 BC 的垂线，垂足设为 Q，

故 2 4AF BC BQ BC BF    
uuur uuur

，

故答案为：4．

【方法技巧与总结】

（1）求平面向量的数量积是较为常规的题型，最重要的方法是紧扣数量积的定义找到解题

思路．

（2）平面向量数量积的几何意义及坐标表示，分别突出了它的几何特征和代数特征，因而

平面向量数量积是中学数学较多知识的交汇处，因此它的应用也就十分广泛．

（3）平面向量的投影问题，是近几年的高考热点问题，应熟练掌握其公式：向量 ar 在向量b
r

方向上的投影为
| |
a b

b

rr

r ．

（4）向量运算与整式运算的同与异（无坐标的向量运算）

同： 2 2 2( ) 2a b a ab b    ； 2 22a b a ab b    ； ( )a b c ab ac   公式都可通用

异：整式： a b a b   ， a 仅仅表示数；向量： cosa b a b   
r rr r

（ 为 a 与 b 的夹角）

2 22 22 cosma nb m a mn a b n b   
uurr r r r r

，使用范围广泛，通常是求模或者夹角．

ma nb ma nb ma nb    
r r r r r r

，通常是求 ma nb
r r

最值的时候用．

题型二：平面向量的夹角

例 13．（2023·甘肃·高台县第一中学模拟预测（文））已知非零向量 a

， b


满足 a b a

  

  ，

a a b
     

 
，则 a


与 b


夹角为______．

答案：
4


## 45o

【解析】

分析：

根据已知求出
2

=a a b
  

g ， | |= 2| |b a
 

，即得解.

【详解】

解：因为 a b a
  

  ，所以
2 2 2 2

2 , 2a b a b a b a b
       

    g g .



因为 a a b
     

 
，所以

2 2

= 0, =a a b a a b a a b
             

 
g g g ，

所以
2 2

=2 | |= 2| |b a b a
   

， .

设 a

与 b


夹角为 ，所以

2

2cos =
2| || | 2 | |

a b a b

a b a


   

   
g g

.

因为 [0, ]  ，所以
4
  .

例 14．（2023·安徽·合肥一六八中学模拟预测（文））已知向量 | | 1b 
r

，向量 (1, 3)a 
r

，且

| 2 | 6a b 
rr

，则向量 ,a b
rr
的夹角为___________.

答案：
2


##90o

【解析】

分析：

由 | 2 | 6a b 
rr

两边平方，结合数量积的定义和性质化简可求向量 ,a b
rr
的夹角

【详解】

因为 (1, 3)a 
r

，所以  2
21 + 3 =2a 

r

因为 | 2 | 6a b 
rr

，

所以 2 22 2 +2 6a ab b 
r rr r

，又 | | 1b 
r

，

所以4 2 2 2 6a b   
rr

，所以 0a b 
rr

，

向量 ,a b
rr
的夹角为 ,则 cos 0a b  

rr

所以 cos 0  ，则
2
  .

故答案为：
2


.

例 15．（2023·湖北武汉·模拟预测）两不共线的向量 a
r
，b

r
，满足 3a b

r r
，且 t R  ，

a tb a b  
rr r r

，则 cos ,a b 
r r

（       ）

A．
1
2 B． 3

2
C．

1
3

D．
3

3

答案：C

【解析】

分析：

由 a tb a b  
rr r r

两边平方后整理得一元二次不等式，根据一元二次函数的性质可判断 0 



，整理后可知只能为 0，即可解得答案.

【详解】

解：由题意得：

t R Q ， a tb a b  
rr r r

t R  ，
2 22 22 2 2a t b ta b a b a b      

r r r rr rr r

即
2 22 22 6 cos , 6 cos , 0t b t b a b b b a b   

rr r r r rrr

0b Q
r

t R  ，
2 6 cos , 1 6cos , 0t t a b a b   

r r r r

 
2

2 1Δ 36cos , 4 6cos , 1 36 cos , 0
3

a b a b a b        
 

v v vv v v

1cos , 0
3

a b  
r r

，即
1cos ,
3

a b 
r r

故选：C

例 16．（2023·云南师大附中模拟预测（理））已知向量  2 ,2a t
r

，  2, 5b t   
r

，若向量 a
r

与向量 a b
r r

的夹角为钝角，则 t 的取值范围为（       ）

A．  3,1 B．    3, 1 1,1  U

C．  1,3 D．
1 11, ,3
2 2

       
   

答案：D

【解析】

分析：

求出 a b
r r

的坐标，求得当 a
r
与 a b

r r
共线时

1
2

t  ，根据向量 a
r
与向量 a b

r r
的夹角为钝角,列出

相应的不等式，求得答案.

【详解】

因为 ( 2 3)a b t   
r r

， ，又 a
r
与 a b

r r
的夹角为钝角，

当 a
r
与 a b

r r
共线时，

16 2( 2) 0,
2

t t t      ，

所以 ( ) 0a a b  
r r r

且 a
r
与 a b

r r
的不共线，即 2 2 3 0t t   且

1
2

t  ，

所以
1 11 3
2 2

t         
   

， ， ，

故选：D．



例 17．（2023·广东深圳·高三阶段练习）已知向量  cos30 , sin 210a    
r

， ( 3,1)b  
v

，则 a
r

与b
r
夹角的余弦值为_________．

答案：
1
2



【解析】

分析：

化简向量 a
r
，根据向量的模的公式，数量积公式和向量的夹角公式求解.

【详解】

由  cos30 , sin 210a    
r

知
3 1,

2 2
a

 
   

 

r
，故

3 1( 3) 1 1
2 2

a b       
rr

， | | 1a 
r

， | | 2b 
r

，

记 ar 与b
r
的夹角为 ，则

1 1cos
1 2 2| | | |

a b
a b

  
   



rr
rr ．

故答案为：
1
2

 .

例 18．（2023·全国·高三专题练习）已知向量 (3, 4), (1,0), t   
r r r r r
a b c a b，若

, ,  
r r r r
a c b c ，则 t （       ）

A． 6 B． 5 C．5 D．6

答案：C

【解析】

分析：

利用向量的运算和向量的夹角的余弦公式的坐标形式化简即可求得

【详解】

解：  3 ,4c t 
r

, cos , cos ,a c b c
r r r

,即
9 3 16 3

5
t t
c c

  
r r ,解得 5t  ,

故选：C

例 19．（2023·湖南·长沙市明德中学二模）已知非零向量 ar 、b
r
满足 0a b 

rr
，

    0a b a b   
r rr r

，则向量b
r
与向量 a b

rr
夹角的余弦值为（       ）

A．
2

2
 B． 0

C． 2
2

D．
3

2

答案：A

【解析】

分析：



根据 0a b 
rr

，设 (1,0)a 
r

， (0, )b t
r

，根据     0a b a b   
r rr r

求出 2 1t  ，再根据平面向量的

夹角公式计算可得解.

【详解】

因为 0a b 
rr

，所以可设 (1,0)a 
r

， (0, )b t
r

，则 (1, )a b t 
rr

， (1, )a b t  
rr

，

因为     0a b a b   
r rr r

，所以 21 0t  ，即 2 1t  .

则
 

cos ,
| | | |

b a b
b a b

b a b

 
  

 

r rr
r rr r rr

2

2| | 1
t

t t



 

1 2
21 2


  


，

故选：A.

例 20．（2023·辽宁·大连市一 0 三中学模拟预测）已知单位向量 a
r
，b

r
满足 3a b a b  

r r r r
，

则 a
r
与b

r
的夹角为（       ）

A．30° B．60° C．120° D．150°

答案：C

【解析】

分析：

根据数量积的运算律及夹角公式计算可得；

【详解】

解：因为 a
r
，b

r
为单位向量，所以 1a b 

r r
， 

又 3a b a b  
r r r r

，所以    2 2
3a b a b  

r r r r
，即  2 2 2 2

2 3 2a a b b a a b b      
r r r r r r r r

，

所以  2 2
2 4 0a a b b   

r r r r
，即  2 2

2 4 0a a b b   
r r r r

，所以
1
2

a b  
r r

，

所以
1cos ,
2

a ba b
a b


  



r r
r r

r r ，因为  , 0,a b 
r r

，所以
2,
3

a b 


r r
；

故选：C

例 21．（2023·北京市大兴区兴华中学三模）已知 a
r
为单位向量，向量  1, 2b 

r
，且 2a b 

r r
，

则 ,a b a 
r r r

（       ）

A．
π
6

B．
π
4

C．
π
3

D．
3π
4

答案：B

【解析】

分析：

先根据已知条件求出  a b a 
r r r

和 b a
r r

，然后利用向量的夹角公式可求出结果



【详解】

因为 a
r
为单位向量，向量  1,2b 

r
，且 2a b 

r r
，

所以   2
2 1 1a b a a b a       

r r r r r r
，

2 22( ) 2 5 2 2 1 2b a b a b a b a           
r r r r r r r r

，

所以
  1 2cos ,

22

a b a
a b a

a b a

 
   



r r r
r r r

r r r ，

因为  , 0, πa b a 
r r r

，

所以
π,
4

a b a 
r r r

，

故选：B

例 22．（2023·全国·模拟预测（理））已知平面向量 a b
r r

与 a b
r r

互相垂直，模长之比为 2：1，

若 | | 5a 
r

，则 a
r
与 a b

r r
的夹角的余弦值为（       ）

A．
2 5

5
B． 3 5

5
C． 5

5
D．

1
2

答案：A

【解析】

分析：

利用向量 a b
r r

与 a b
r r

互相垂直，模长之比为 2：1，利用数量积求得向量 ,a b
r r

的模长及数量

积，然后利用平面向量夹角公式求得结果.

【详解】

平面向量 a b
r r

与 a b
r r

互相垂直，模长之比为 2：1，则     0a b a b   
r r r r

且 | | 2 | |a b a b  
r r r r

，

得
2 2

a b
r r

，又 | | 5a 
r

，则 | | | | 5a b 
r r

，将 | | 2 | |a b a b  
r r r r

平方得

2 2 2 2
2 4 8 4a a b b a a b b      

r r r r r r r r
，解得 =3a b

r r
，

2 22| = 2 16a b a a b b     
r r r r r r

,则 4a b 
r r

，设 a
r

与 a b
r r

的夹角为 ，则
  2

5+3 2 5cos =
55 4

a a b a a b
a a b a a b


   

  
 

r r r r r r
r r r r r r ，

故选：A.

例 23．（多选题）（2023·福建省福州格致中学模拟预测）已知单位向量 ,a b
rr
的夹角为120 ,则

以下说法正确的是（       ）

A． | | 1a b 
rr B． ( 2 )a b a 

rr r

C． 3cos ,
2

a b b   
r rr D． 2a b

rr
与 2a b

rr



可以作为平面内的一组基底 

答案：ABD

【解析】

分析：

根据向量的模的公式，数量积的运算，向量的夹角公式，判断向量共线的条件逐项验证即可

【详解】

据题意
2 2 1, 1, 1 1 cos120

2
a b a b        

r rr r

因为
2 2 2 1( ) 2 1 1 2 1

2
a b a b a b             

 

uurr rr r r

所以 | | 1a b 
rr ,所以A 对

因为
2 1( 2 ) 2 1 2 0

2
a b a a a b            

 

r rr r r r
,所以 ( 2 )a b a 

rr r ,所以B对.

因为
2 2 2 21 3( ) 1 , ( ) 2 3

2 2
a b b a b b a b a b a b               

uurr r r r r rr r r r r

所以

3
( ) 32cos ,

2| | | | 3 1
a b ba b b

a b b

 
      

  

r rrr rr r rr ,所以C 错

因为 2a b
rr
与 2a b

rr
不共线,所以可以作为平面内的一组基底,所以D 正确

故选：ABD

例24．（多选题）（2023·江苏·模拟预测）已知向量 ( 3,2)a  
r

， (2,1)b 
r

， ( , 1)c  
r

， R  ，

则（       ）

A．若 ( 2 )a b c 
rr r

，则 4 

B．若 a tb c 
rr r

，则 6t   

C． a b
rr
的最小值为

7 5
5

D．若向量 a b
rr
与向量 2b c

r r
的夹角为锐角，则  的取值范围是 ( , 1) 

答案：ABC

【解析】

分析：

利用向量的坐标运算及向量垂直的坐标表示判断 A，利用向量坐标的表示可判断 B，利用向

量的模长的坐标公式及二次函数的性质可判断 C，利用向量数量积的坐标表示及向量共线的

坐标表示可判断 D.

【详解】

对于 A，因为 2 (1,4)a b 
rr

， ( , 1)c  
r

， ( 2 )a b c 
rr r

，所以1 4 ( 1) 0     ，解得 4 



，所以 A 正确.

对于 B，由 a tb c 
rr r

，得 ( 3,2) (2,1) ( , 1) (2 , 1)t t t        ，

则
3 2 ,
2 1,

t
t

  
  

解得
9

3t
  

 
，故 6t    ，所以 B 正确.

对于 C，因为 ( 3,2) (2,1) (2 3, 2)a b         
rr

，

所以 a b 
rr 2

2 2 2 4 49(2 3) ( 2) 5 8 13 5
5 5

              
 

，

则当
4
5

  时， a b
rr
取得最小值，为

7 5
5

，所以 C 正确.

对于 D，因为 ( 1,3)a b  
rr

， 2 (4 ,1)b c   
r r

，向量 a b
rr
与向量 2b c

r r
的夹角为锐角，

所以 ( ) (2 ) 1 (4 ) 3 1 0a b b c         
rr rr

，解得 1   ；

当向量 a b
rr
与向量 2b c

r r
共线时， 1 1 3 (4 ) 0      ，解得

13
3

   ，

所以  的取值范围是
13 13, , 1
3 3

          
   

，所以 D 不正确.

故选：ABC.

例25．（2023·河南·通许县第一高级中学模拟预测（文））已知 1e
ur
， 2e

uur
是单位向量， 1 22a e e 

r ur ur
，

1 23b e e 
r ur uur

，若 a b
r r

，则 1e
ur
， 2e

uur
的夹角的余弦值为（       ）

A．
3
5

B． 1
2 C．

1
3

D．
1
5

答案：D

【解析】

分析：

根据平面向量数量积的运算性质，结合平面向量夹角公式进行求解即可.

【详解】

由题意知 1 2 1e e 
ur uur

，

    2 2

1 2 1 2 1 2 1 22 3 0 3 2 5 0a b e e e e e e e e          
r r ur uur ur uur ur uur ur uur

，

即 1 2
1
5

e e 
ur uur

，所以 1 2
1cos
5

e e 
ur uur

.

故选：D.

例 26．（2023·安徽师范大学附属中学模拟预测（理））非零向量 ,a b
rr
满足

2a b a b a   
r rr r r

，则 a b
rr
与 ar 的夹角为（       ）

A． 6
 B．

3


C．
2
3


D．
5
6

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