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1、涉及与圆有关的最值，可借助图形性质，利用数形结合求解．一般地：

（1）形如
ax
by




 的最值问题，可转化为动直线斜率的最值问题．

（2）形如 byaxt  的最值问题，可转化为动直线截距的最值问题．

（3）形如
22 )()( byaxm  的最值问题，可转化为曲线上的点到点（a，b）的距离平方的最值

问题.

2、解决圆中的范围与最值问题常用的策略：

（1）数形结合

（2）多与圆心联系

（3）参数方程

（4）代数角度转化成函数值域问题

题型一：斜率型 

【典例 1-1】已知实数 x， y 满足方程 2 4 1y x x    ，则
y
x
的最大值为（   ）

A．0 B．1 C． 3 D．2

【典例 1-2】如果实数 x， y 满足  2 22 2x y   ，则
y
x
的范围是（    ）

A．  1,1 B． 1,1 C．    , 1 1,    D．    , 1 1,  U

【变式 1-1】若实数 x、 y 满足条件 2 2 1x y  ，则
1

1
x y

x
 


的范围是（    ）

A．
1 ,
4

  
B．

1,
4

   
C．

1,
2

   
D．

1 ,
2

  

【变式 1-2】（2024·山东日照·二模）若实数 x y、 满足条件 2 2 1x y  ，则
2
1

y
x




的范围是（    ）



A． 0, 2 
  B． 3,5 C．  , 1  D．

3,
4

    

【变式 1-3】已知 ( , )P m n 为圆 2 2: ( 1) ( 1) 1C x y    上任意一点，则
1

m n
m




的最大值为（    ）

A．
3

3
B． 3

3
 C． 31

3
 D．

31
3



题型二：直线型 

【典例 2-1】（2024·江西吉安·宁冈中学校考一模）已知点 ( , )P x y 是圆 2 2 6 4 12 0x y x y     上的动点，则

x y 的最大值为（    ）

A．5 2 B．5 2 C．6 D．5

【典例 2-2】已知点  ,P x y 是圆C ：    2 2 3 0x a y a    上的一动点，若圆C 经过点  1, 2A ，则 y x

的最大值与最小值之和为（    ）

A．4 B．2 6 C． 4 D． 2 6

【变式 2-1】点  ,P x y 在圆    2 22 3 1x y    上，则 x y 的范围是       ．

【变式 2-2】已知 x， y 满足 2 2 2 4 0x y x y    ，则2x y 的范围是        ．

【变式 2-3】如果实数 ,x y满足等式 2 2 4 2 4 0x y x y    ，那么 2 2x y 的最大值是        ； 2x y 的最大值

是        ．

题型三：距离型 

【典例 3-1】已知点 P(m，n)在圆    2 2: 2 2 9C x y    上运动，则    2 22 1m n   的最大值为      ，最小

值为       ， 2 2m n 的范围为        ．

【典例 3-2】直线 : 2 2 0( R )l kx y k k     过定点 Q，若 P 为圆 2 2: ( 2) ( 3) 4C x y    上任意一点，则 | |PQ

的最大值为（    ）

A．1 B．3 C．4 D．2

【变式 3-1】（2024·浙江·三模）已知    2, 2 , 1,3A B  ，点 P 在圆 2 2 4x y  上运动，则
2 2PA PB 的最大

值为（    ）

A．16 6 2 B． 26 2 2 C． 26 4 2 D．32

【变式 3-2】（2024·山东济南·三模）圆 2 2( 1) ( 1) 4x y    上的点到直线3 4 14 0x y   的距离的最大值为

（    ）



A．3 B．4 C．5 D．9

【变式 3-3】已知 2 2 2 2
1 1 2 2 8x y x y    ，且 1 2 1 2 0x x y y  ，则    2 2

1 2 1 22x x y y    的最大值为

（    ）

A．9 B．12 C．36 D．48

【变式 3-4】（2024·四川乐山·三模）已知圆 2 2: 16O x y  ，点 E 是 : 2 16 0l x y   上的动点，过 E 作圆O

的切线，切点分别为 ,A B，直线 AB 与 EO 交于点M ，则 OM 的最大值为（    ）

A．2 B． 5 C． 6 D． 7

题型四：周长面积型

【典例 4-1】（2024·高三·河南·开学考试）若直线 2 0l kx y k： － ＋ － ＝ 与圆 2 2: 4 2 4 0C x y x y     交于 A，

B 两点，则当 ABCV 周长最小时，k＝（    ）

A．
1
2

B．
1
2

 C．1 D．－1

【典例 4-2】在直角坐标系 xOy 中，已知      4,0 , 1,3 , 0, 4A B C  ，动点 M 满足 2MA
MB

 ，则 M AC△ 面积

的范围为        

【变式 4-1】若圆 C 的方程为 2 2 2 ( 2) 0x y mx my m      ，则圆 C 的最小周长为（    ）

A．
36

5


B．18 5
5

 C．12 5
5

 D．
6 5

5


【变式 4-2】已知点 ,A B在直线 : 2 2 0l x y   上运动，且 2 5AB  ，点C 在圆  2 21 5x y   上，则

ABCV 的面积的最大值为（    ）

A．8 B．5 C．2 D．1

题型五：数量积型 

【典例 5-1】已知 ,PQ MN 是半径为 5 的圆O 上的两条动弦， 6, 8PQ MN 
uuur uuuur

，则 PM QN
uuuur uuur

最大值是（    ）



  

A．7 B．12 C．14 D．16

【典例 5-2】在△ABC 中，BC＝2，
π
3

BAC  ，D 为 BC 中点，在△ABC 所在平面内有一动点 P 满足

  
uur uuur uuur uuur
PB PD PC PD ，则 AP BC

uuur uuur
的最大值为（　　）

A．
3

3
B． 2 3

3
C． 3 D．

4 3
3

【变式 5-1】已知圆 2 2( 2) 9x y   的弦 AB 的中点为  1,1Q ，点 P 为圆上的动点，则PA PB
uuur uuur

的最大值为

（    ）

A．2 B．6 2 3 C．8 D． 4 6 2

【变式 5-2】在矩形 ABCD中， 2AB  ， 3AD  ， P 为矩形 ABCD所在平面内的动点，且 1PA  ，则

PB PC
uuur uuur

的最大值是（    ）

A．9 B．10 C．11 D．12

题型六：坐标与角度型 

【典例 6-1】已知圆 C：(x﹣1)2+y2=1，点 P(x0，y0)在直线 x﹣y+1=0 上运动.若 C 上存在点 Q，使∠

CPQ=30°，则 x0的取值范围是           .

【典例 6-2】已知 x， y 满足 2 2 4 3x y y   ，则 2 2

3x y
x y




的最大值为（    ）

A．1 B．2 C． 3 D． 5

【变式 6-1】动圆 M 经过坐标原点，且半径为 1，则圆心 M 的横纵坐标之和的最大值为（    ）

A．1 B．2 C． 2 D． 2 2

【变式 6-2】（2024·湖南邵阳·三模）已知直线 l ： 2 0x y   与圆O： 2 2 1x y  ，过直线 l 上的任意一

点 P 作圆O的切线 PA ， PB，切点分别为 A， B ，则 APB 的最大值为（    ）

A．
3π
4

B． 2π
3

C． π
2

D．
π
6

【变式 6-3】（2024·湖南衡阳·模拟预测）如图，已知 P 是圆 2 2: ( 2) ( 3) 2C x y    上一点，



   1,0 , 1,0A B ，则 APB 的正切值的最大值为（    ）

A．1 B． 2 C． 3 D．2

【变式 6-4】已知圆 D：    2 2 2 0x a y r r    与 x 轴相交于 A、B 两点，且圆 C：  22 5 9x y   ，点

 0,3M ．若圆 C 与圆 D 相外切，则 tan AMB 的最大值为（    ）

A．
6
5

B．
12
5

C．
8
9

D．
16
9

题型七：长度和差型 

【典例 7-1】已知复数 1 iz a b  ， 2 iz c d  ，a，b，c， Rd  ，若 1 2 2z z  ，且 2ac bd  ，则

| 4 | 2 | 4 |a b c d     的最大值为      ．

【典例 7-2】（2024·黑龙江佳木斯·三模）已知圆
2 2 8x y  上两点  1 1,A x y ，  2 2,B x y ，O 为坐标原点，若

120AOB   ，则 1 1 2 24 4x y x y     的最大值是（    ）

A．8 B．6 2 C．8 2 D．12

【变式 7-1】设 A 为直线 2 0x y   上一点，P，Q 分别在圆

2
2

1
1 1:
2 4

C x y    
 

与圆

2 2
2 : ( 1) ( 4) 1C x y    上运动，则 AQ AP 的最大值为（    ）

A．
3 13

2
 B．1 13

2
 C． 3 73

2
 D．

3 73
2

 

【变式 7-2】在定圆 2 2: 4C x y  内过点 ( 1,1)P  作两条互相垂直的直线与 C 分别交于 A，B 和 M，N，则

AB MN
MN AB

  的范围是（    ）

A．
3 22,

2
 
 
 

B．
3 22,

2
 

 
 

C．
3 22,

2
 
  
 

D．
3 22,

2
 
 
 

【变式 7-3】（2024·广西贵港·模拟预测）已知圆 C： 2 2( 2) ( 2) 4x y    ，直线 l： ( 2) 4 0m x my   



，若 l 与圆 C 交于 A，B 两点，设坐标原点为 O，则 | | 2 | |OA OB 的最大值为（    ）

A． 4 3 B． 6 3 C． 4 15 D． 2 30

题型八：方程中的参数型 

【典例 8-1】（2024·山东泰安·二模）已知在矩形 ABCD中， 1AB  ， 3AD  ，动点 P 在以点C 为圆心且

与 BD 相切的圆上，则 AP AD
uuur uuur

的最大值为           ；若  , RAP mAB nAD m n  
uuur uuur uuur

，则m n 的最大值

为          .

【典例 8-2】如图，在直角梯形 ABCD中， 90 , 4, 2A B AD AB BC      ，点 M 在以CD 为直径的半圆

上，且满足 AM mAB nAD 
uuuur uuur uuur

，则m n 的最大值为（    ）

A．2 B．3 C．
5
2

 D．
10 5

4


【变式 8-1】已知  0,0O ，  3,1P ，  1 4cos , 3 4sinQ    ，  0,2  ，则 OPQ△ 面积的最大值为

（    ）

A．4 B．5 C．5 3 D．
8 3
3

【变式 8-2】已知点  0, 4A  ，点  2,0 ,B P为圆 2 2: 4O x y  上一动点，则
PB
PA

的最大值是（    ）

A．
2 5

3
B． 3 3

4
C． 4 5

3
D．

3 3
2

【变式 8-3】已知过点  1, 3 的动直线 l 与圆 2 2: 16C x y  交于 ,A B两点，过 ,A B分别作C 的切线，两切

线交于点N .若动点  cos ,sin (0 0 2 )M     ，则 MN 的最小值为           ．



1．（多选题）已知实数 x，y 满足方程 2 2 4 2 4 0x y x y     ，则下列说法正确的是（    ）

A．
y
x
的最大值为

4
3

B． x y＋ 的最大值为3 2

C． 2 2x y 的最大值为 5 1 D．
3 4 5

5
x y 

的范围是 2,4

2．（多选题）已知圆  2 2: ( 1) 1, 3,1C x y A   ，点 P 为圆C 上一动点，O 为坐标原点，则下列说法中正确

的是（    ）

A． AP 的最大值为 5 1

B． OP PA 的最小值为 2 2

C．直线 AP的斜率范围为
40,
3

 
  

D．以线段 AC 为直径的圆与圆C 的公共弦方程为
32
2

y x  

3．（多选题）点  0 0,P x y 是圆 2 2: 8 6 21 0C x y x y     上的动点，则下面正确的有（    ）

A．圆的半径为 3

B． 0

0 3
y

x  既没有最大值，也没有最小值

C． 0 02 x y 的范围是 11 2 5,11 2 5   

D．
2 2
0 0 02 3x y x   的最大值为 72

4．（多选题）（2024·高三·福建福州·期末）已知 ( 3,0)A  ， (3,0)B ，动点 C 满足 | | 2 | |CA CB ，记C 的

轨迹为 .过A 的直线与 交于P Q， 两点，直线BP与 的另一个交点为M ，则(    )

A．Q M， 关于 x轴对称 B． PABV 的面积的最大值为 6 3

C．当 45PMQ  时， | | 4 2PQ  D．直线 AC 的斜率的范围为[ 3 , 3 ]

5．（多选题）若实数 x、 y 满足条件 2 2 1x y  ，则下列判断正确的是（    ）

A． x y 的范围是 0, 2 
  B． 2 24x x y  的范围是 3,5

C． xy的最大值为 1 D．
2
1

y
x




的范围是
3,
4

    

6．（多选题）数学家欧拉在 1765 年提出定理：三角形的外心、重心、垂心位于同一直线上，这条直线被



后人称为三角形的“欧拉线”.在平面直角坐标系中作△ABC，AB＝AC＝4，点 B(－1，3)，点 C



(4，－2)，且其“欧拉线”与圆 M： 2 2 2( 3)x y r   相切，则下列结论正确的是（    ）

A．圆 M 上点到直线 3 0x y   的最小距离为 2 2

B．圆 M 上点到直线 3 0x y   的最大距离为3 2

C．圆 M 上到直线 BC 的距离为
1
2
的点有且仅有 2 个

D．圆 2 2( 1) ( ) 8x a y a     与圆 M 有公共点，则 a 的范围是[1 2 2 ,1 2 2 ] 

7．（多选题）设点  ,P x y 为圆 2 2: 1C x y  上一点，已知点  4,0A ，  5,0B ，则下列结论正确的有（    ）

A． x y 的最大值为 2

B． 2 2 4 4x y x y   的最小值为 8

C．存在点 P 使 2PB PA

D．过A 点作圆C 的切线，则切线长为 15

8．（多选题）（2024·高三·辽宁鞍山·开学考试）已知直线 : 0  l kx y k ，圆

 2 2
0 0: 6 5 0, ,C x y x P x y    为圆C 上任意一点，则下列说法正确的是（   ）

A．
2 2
0 0x y 的最大值为 5

B． 0

0

y
x 的最大值为

2 5
5

C．直线 l 与圆C 相切时，
3

3
k  

D．圆心C 到直线 l 的距离最大为 4

9．（多选题）（2024·江西宜春·三模）古希腊数学家阿波罗尼斯的著作《圆锥曲线论》中给出了阿波罗

尼斯圆的定义：在平面内，已知两定点 A，B 之间的距离为 a（非零常数），动点 M 到 A，B 的距离之比为

常数  （ 0  ，且 1  ），则点 M 的轨迹是圆，简称为阿氏圆．在平面直角坐标系 xOy 中，已知

   4,0 , 2,0A B ，点 M 满足 | | 2 | |MA MB ，则下列说法正确的是（    ）

A． AMBV 面积的最大值为 12 B．MA MB
uuur uuur

的最大值为 72

C．若  8 8Q , ，则 | | 2 | |MA MQ 的最小值为 10 D．当点 M 不在 x 轴上时，MO 始终平分 AMB

10．（多选题）已知点 P 在圆 C：    2 24 4 9x y    上，点  4,0A ，  0,2B ，则（    ）

A．直线 AB 与圆C 相切

B．点 P 到直线 AB 的距离小于 7

C．当 PBA 最大时， 11PB 

D． PBA 的最小值小于 15°

11．（多选题）（2024·高三·浙江宁波·期末）已知M 为直线 5 0x y   上的一点，动点N 与两个定点

(0, 0)O ， (3,0)A 的距离之比为 2，则（    ）



A．动点N 的轨迹方程为 2 2( 4) 4x y   B． 9 22
2

MN  

C．
1
2

MN NO 的最小值为4 2 D． AON 的最大角为
π
6

12．（多选题）已知点M 在圆  22 4: 2x yQ    上，点 P 是直线 :l 4 3 6 0x y   上一点，过点 P 作圆Q的

两条切线，切点分别为A 、 B ，又设直线 l 分别交 ,x y轴于C ，D两点，则（    ）

A． PA 的最小值为
2 10

5
B．直线 AB 必过定点

C．满足MC MD 的点有两个 D． 2MD MC 的最小值为 13

13．（2024·高三·山东济宁·开学考试）过直线 : 4 0l x y   上一点 P 作圆 2 2: 2 2 1 0C x y x y     的

两条切线，切点分别为 ,A B，则线段 AB 的长度的范围是      ．

14．已知 1 : 3 1 0l mx y m    与 2 : 3 1 0l x my m    相交于点 P 线段 AB 是圆 2 2: ( 1) ( 1) 4C x y    的一

条动弦，且 2 3AB  则 PA PB
uuur uuur

的范围为     

15．（2024·高三·上海闵行·开学考试）阿波罗尼斯证明过这样一个命题：平面内到两定点距离之比为

常数的点的轨迹是圆，后人将这个圆称为阿波罗尼斯圆.若平面内两定点 A，B 间的距离为 3，动点 P 满足

2
PA
PB

 ，则PA PB
uuur uuur

的范围为          .

16．（2024·江西宜春·一模）已知点    1, 1 , 1, 1A B   ，若圆 2 2( ) ( 2 4) 1x a y a     上存在点M 满足

3MA MB 
uuur uuur

，则实数a的取值的范围是           .

17．已知 ( ,0), ( ,0)( 0),A m B m m  若圆 2 2: 6 8 21 0C x y x y     上存在点 P，使得 2 2 2| | | | 4PA PB m  ，则

m 的范围        ．

18．（2024·上海·一模）已知点 D为圆 2 2: 4O x y  的弦MN 的中点，点A 的坐标为 (1, 0 ) ，且 1AM AN
 

  ，

则OA OD
 

 的范围是     ．

19．已知 (1 2)A ， ， ( 3 1)B  ， ，若圆 2 2 2x y r  （ 0r  ）上恰有两点M ，N ，使得 MAB△ 和 NAB△ 的面积

均为5，则 r 的范围是         ．

20．（2024·高三·河北邢台·开学考试）已知实数 ,a b满足 2 2 2 2a b a b   ，则
3

1
b

a



的最大值为          .

21．已知圆
2 2

1 : 4 4 0C x y x y    ，动点 P 在圆
2 2

2 : 4 12 0   C x y x 上，则 1 2PC C△ 面积的最大值

为      ．

22．（2024·河南周口·模拟预测）已知点 (1, 0)A ，M 为圆 2 2 4x y  上一动点，N 为直线 2 7 0x y   上

一点，则2| | | |AM MN 的最小值为      .

23．已知 ,x y满足 2 2 4x y  ，则函数 3 5 2 13 6T x y    的最小值为          ．
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1、涉及与圆有关的最值，可借助图形性质，利用数形结合求解．一般地：

（1）形如
ax
by




 的最值问题，可转化为动直线斜率的最值问题．

（2）形如 byaxt  的最值问题，可转化为动直线截距的最值问题．

（3）形如
22 )()( byaxm  的最值问题，可转化为曲线上的点到点（a，b）的距离平方的最值

问题.

2、解决圆中的范围与最值问题常用的策略：

（1）数形结合

（2）多与圆心联系

（3）参数方程

（4）代数角度转化成函数值域问题

题型一：斜率型 

【典例 1-1】已知实数 x， y 满足方程 2 4 1y x x    ，则
y
x
的最大值为（   ）

A．0 B．1 C． 3 D．2

【答案】B

【解析】方程 2 4 1y x x    化为    2 22 3 0x y y    ，

表示的图形是一个以  2, 0 为圆心， 3 为半径的半圆，

令
y k
x

 ，即 y kx ，如图所示，



当直线与半圆相切时，圆心到直线的距离
2

2
3

1

k
d

k
 


，

解得 3k  或 3k   （负值不满足条件，舍去），

所以
y
x
的最大值为 3 ，

故选：C.

【典例 1-2】如果实数 x， y 满足  2 22 2x y   ，则
y
x
的范围是（    ）

A．  1,1 B． 1,1 C．    , 1 1,    D．    , 1 1,  U

【答案】A

【解析】设
y k
x

 ，则 y kx 表示经过原点的直线， k为直线的斜率.

如果实数 x， y 满足 2 2( 2) 2x y   和
y k
x

 ，即直线 y kx 同时经过原点和圆上的点  ,x y .

其中圆心  2,0C ，半径 2r 

从图中可知，斜率取最大值时对应的直线斜率为正且刚好与圆相切，设此时切点为 E

则直线的斜率就是其倾斜角 EOC 的正切值，易得 2OC  ， 2CE r  ，

可由勾股定理求得 2 2 2OE OC CE   ，于是可得到 tan 1CEk EOC
OE

    为
y
x
的最大值；

同理，
y
x
的最小值为－1.

则
y
x
的范围是 1,1 .

故选：B.

【变式 1-1】若实数 x、 y 满足条件 2 2 1x y  ，则
1

1
x y

x
 


的范围是（    ）

A．
1 ,
4

  
B．

1,
4

   
C．

1,
2

   
D．

1 ,
2

  



【答案】A

【解析】令
1

1
x y k

x
 




，可得  1 1 0k x y k     ，

则直线  1 1 0k x y k     与圆 2 2 1x y  有公共点，

所以，
 2

1
1

1 1

k

k




 
，解得

1
4

k  ，

即
1

1
x y

x
 


的取值范围是

1,
4

   
.

故选：B.

【变式 1-2】（2024·山东日照·二模）若实数 x y、 满足条件 2 2 1x y  ，则
2
1

y
x




的范围是（    ）

A． 0, 2 
  B． 3,5 C．  , 1  D．

3,
4

    

【答案】D

【解析】
2
1

y
x




的几何意义即圆上的点 ( , )x y 到定点 ( 1,2) 的斜率，由图知，斜率的范围处在圆的两条切线

斜率之间，其中 AC 斜率不存在，设 AB 的斜率为 k，

则 AB 的方程为 ( 1) 2 2y k x kx k      ，

由切线性质有，
2

2
1

1

k

k





，解得

3
4

k   ，故
2
1

y
x




的取值范围为
3,
4

    
，

故选：D

【变式 1-3】已知 ( , )P m n 为圆 2 2: ( 1) ( 1) 1C x y    上任意一点，则
1

m n
m




的最大值为（    ）

A．
3

3
B． 3

3
 C． 31

3
 D．

31
3



【答案】B

【解析】
1 1 11

1 1 1
m n m n n
m m m

    
  

  
，

由于 ( , )P m n 为圆 2 2: ( 1) ( 1) 1C x y    上任意一点，

故
1
1

n
m




可看作圆上任意一点 ( , )P m n 到定点  1,1A  的斜率，



当直线PA与圆相切时，此时斜率最大，

由于相切时， 2, 1AC CP  故 3PA  ，此时斜率
1
3

PC
k

AP
  ,

故
1

m n
m




的最大值为
31

3
 ，

故选：C

题型二：直线型 

【典例 2-1】（2024·江西吉安·宁冈中学校考一模）已知点 ( , )P x y 是圆 2 2 6 4 12 0x y x y     上的动点，则

x y 的最大值为（    ）

A．5 2 B．5 2 C．6 D．5

【答案】D

【解析】由 2 2( 3) ( 2) 1x y    ，令
3 cos
2 sin

x
y




 
  

，则 5 2 sin( )
4

x y     ，

所以当 sin( ) 1
4
   时， x y 的最大值为5 2 .

故选：A

【典例 2-2】已知点  ,P x y 是圆C ：    2 2 3 0x a y a    上的一动点，若圆C 经过点  1, 2A ，则 y x

的最大值与最小值之和为（    ）

A．4 B．2 6 C． 4 D． 2 6

【答案】B

【解析】因为圆C ：    2 2 3 0x a y a    经过点  1, 2A ，

2(1 ) 2 3a   ．又 0a  ，所以 2a  ，

y x 可看成是直线 y x b  在 y 轴上的截距.如图所示，

当直线 y x b  与圆相切时，纵截距b取得最大值或最小值，此时
2 0

3
2

b 
 ，解得 2 6b    ，

所以 y x 的最大值为 2 6  ，最小值为 2 6  ，故 y x 的最大值与最小值之和为 4 .



故选：C．

【变式 2-1】点  ,P x y 在圆    2 22 3 1x y    上，则 x y 的范围是       ．

【答案】 2 1, 2 1    

【解析】设 2 cosx   ， 3 cosy    ，即  2 cos , 3 sinP     ，

所以 sin cos 1 2 sin 1
4

x y           
 

，

因为 1 sin 1
4
     

 
，所以 2 1 2 1x y      .

故答案为： 2 1, 2 1    

【变式 2-2】已知 x， y 满足 2 2 2 4 0x y x y    ，则2x y 的范围是        ．

【答案】 5,5

【解析】因为 2 2 2 4 0x y x y    ，所以    2 21 2 5x y    ，表示以  1,2 为圆心， 5 为半径的圆，即

点  ,x y 为圆    2 21 2 5x y    上的点，

令2x y z  ，即 2 0x y z   ，当直线与圆    2 21 2 5x y    相切时 z 取得最值，所以

 
2 2

2 1 2
5

2 1

z
d

   
 


，即 5z  ，解得 5z   ，所以 5 2 5x y   

故答案为： 5,5

【变式 2-3】如果实数 ,x y满足等式 2 2 4 2 4 0x y x y    ，那么 2 2x y 的最大值是        ； 2x y 的最大值

是        ．

【答案】     14 6 5 / 6 5 14      3 5 5 / 5 3 5 

【解析】由 2 2 4 2 4 0x y x y    ，得 2 2 2 2( 2) ( 1) 9,x y x y     的几何意义为圆 2 2( 2) ( 1) 9x y    上的

动点到原点距离的平方．

因为圆心  2,1 到原点的距离为 5 ，所以圆上的动点到原点距离的最大值为 5 3 ，

则 2 2x y 的最大值是 2( 5 3) 14 6 5   ．



令2x y t  ，则 t 是直线2x y t  在 y 轴上的截距，

当直线与圆相切时，直线2x y t  在 y 轴上的截距，一个是最大值，一个是最小值，

此时，圆心  2,1 到直线2x y t  的距离
4 1

3
5

t
d

  
  ，解得 5 3 5t    ，

所以 2x y 的最大值为3 5 5 ．

故答案为：14 6 5 ；3 5 5 .

题型三：距离型 

【典例 3-1】已知点 P(m，n)在圆    2 2: 2 2 9C x y    上运动，则    2 22 1m n   的最大值为      ，最小

值为       ， 2 2m n 的范围为        ．

【答案】     64     4     [3 2 2 , 3 2 2 ] 

【解析】由圆 C 的圆心为 (2, 2)，半径为 3，且 P 在圆C 上，

则    2 22 1m n   表示在圆C 上点到 ( 2, 1)  距离的平方，

而圆心到 ( 2, 1)  的距离为 2 2[2 ( 2)] [2 ( 1)] 5 3       ，

所以在圆C 上点到 ( 2, 1)  距离的最大值为 8，最小值为 2，

故    2 22 1m n   的最大值为 64，最小值为 4；

又 2 2m n 表示在圆C 上点到原点的距离，而圆心到原点距离为 2 2 3 ，

所以 2 2m n 的范围为[3 2 2 , 3 2 2 ]  .

故答案为：64，4，[3 2 2 , 3 2 2 ] 

【典例 3-2】直线 : 2 2 0( R)l kx y k k     过定点 Q，若 P 为圆 2 2: ( 2) ( 3) 4C x y    上任意一点，则 | |PQ

的最大值为（    ）

A．1 B．3 C．4 D．2

【答案】A

【解析】由 : 2 2 0( R)l kx y k k     ，得  2 2y k x   ，



所以直线过定点  2, 2Q ，

由 2 2: ( 2) ( 3) 4C x y    ，知圆心坐标  2,3 ，半径为 2，

所以Q到圆心的距离为    2 22 2 2 3 1 2d       ，则Q在圆内，

则 | |PQ 的最大值为 2 3d   ，

故选：B

【变式 3-1】（2024·浙江·三模）已知    2, 2 , 1,3A B  ，点 P 在圆 2 2 4x y  上运动，则
2 2PA PB 的最大

值为（    ）

A．16 6 2 B． 26 2 2 C． 26 4 2 D．32

【答案】B

【解析】设  2cos ,2sinP   ，

则        2 2 2 22 2 2cos 2 2sin 2 2cos 1 2sin 3PA PB            

2 2 2 24cos 8cos 4 4sin 8sin 4 4cos 4cos 1 4sin 12sin 9                  

π4cos 4sin 26 4 2 cos 26
4

         
 

，

当
πcos 1
4

   
 

时，
2 2PA PB 取得最大值 26 4 2 .

故选：C.

【变式 3-2】（2024·山东济南·三模）圆 2 2( 1) ( 1) 4x y    上的点到直线3 4 14 0x y   的距离的最大值为

（    ）

A．3 B．4 C．5 D．9

【答案】B

【解析】圆 2 2( 1) ( 1) 4x y    的圆心为 (1, 1)C  ，半径 2r  ，

则圆心 (1, 1)C  到直线3 4 14 0x y   的距离为
2 2

3 4 14
3

3 4
d

 
 


，

所以圆 2 2( 1) ( 1) 4x y    上的点到直线3 4 14 0x y   的距离的最大值为3 2 5  .

故选：C.

【变式 3-3】已知 2 2 2 2
1 1 2 2 8x y x y    ，且 1 2 1 2 0x x y y  ，则    2 2

1 2 1 22x x y y    的最大值为

（    ）

A．9 B．12 C．36 D．48

【答案】B

【解析】设  1 1,A x y 与  2 2,B x y 为圆 2 2: 8O x y  上一点，



则
1 2 1 2 0OA OB x x y y   

uuur uuur
，得 π

2
AOB  ， 2 2OA OB  ，

即 ABOV 为等腰直角三角形，设M 为 AB 的中点，

则 2 2 2M MOM x y   ，得 2 2 4M Mx y  ，

即点M 在以O为圆心，2 为半径的圆上，

故      
2 2

2 2 2 21 2 1 2
1 2 1 22 4 1 4 1

2 2 M M
x x y yx x y y x y

                           
，

因为点M 到定点 D  1,0 的距离的最大值为 3d  ，

因此    2 2
1 2 1 22x x y y    的最大值为 36.

故选：C

【变式 3-4】（2024·四川乐山·三模）已知圆 2 2: 16O x y  ，点 E 是 : 2 16 0l x y   上的动点，过 E 作圆O

的切线，切点分别为 ,A B，直线 AB 与 EO 交于点M ，则 OM 的最大值为（    ）

A．2 B． 5 C． 6 D． 7

【答案】A

【解析】由题意作出图形如图所示

设  ,M x y ，  ,E x y  ，由 AOE△ ∽ MOAV ,可得
| | | |
| | | |
OA OM
OE OA

 ，

所以
2

2 2 2
| | | | 16
| | | |

OE OA
OM OM x y

 


，即 2 2
16| | | |OE OM

x y



，即 2 2

16OE OM
x y




uuur uuuur
，

所以    2 2 2 2 2 2
16 16 16, , ,x yx y x y

x y x y x y
   

      
，



所以

2 2

2 2

16

16

xx
x y

yy
x y

  




 
 

，

所以点 2 2 2 2
16 16,x yE

x y x y
 
   

，

将点 E 的坐标代入直线 : 2 16 0l x y   中，

化简可得  
2

2 1 51
2 4

x y     
 

（ ,x y不同时为0），

所以点M 的轨迹是以
11,
2

  
 

为圆心，
5

2
为半径的圆，

所以 OM 的最大值为  
2

2 1 51 0 0 5.
2 2

       
 

故选：B.

题型四：周长面积型

【典例 4-1】（2024·高三·河南·开学考试）若直线 2 0l kx y k： － ＋ － ＝ 与圆 2 2: 4 2 4 0C x y x y     交于 A，

B 两点，则当 ABCV 周长最小时，k＝（    ）

A．
1
2

B．
1
2

 C．1 D．－1

【答案】B

【解析】直线 2 0l kx y k： － ＋ － ＝ 的方程可化为  2 1y k x  

所以直线 l 恒过定点 (1,2)D ，

因为 2 21 2 4 1 2 4 4 11 0        

所以点D在圆内，

由圆的性质可得当CD l 时， AB 最小， ABCV 周长最小，

又 (2,1)C ， (1,2)D

所以 1CDk   ，此时 1k  ．

故选：C．

【典例 4-2】在直角坐标系 xOy 中，已知      4,0 , 1,3 , 0, 4A B C  ，动点 M 满足 2MA
MB

 ，则 M AC△ 面积

的范围为        

【答案】 8,24



【解析】设点 ( , )M x y ，则 2 2 2 2( 4) , ( 1) ( 3)MA x y MB x y      

由已知得 2MA MB ，

所以 2 2 2 2( 4) 2 ( 1) ( 3)x y x y      ，即 2 2 08 8x y y  

故点 M 的轨迹方程为 2 2 08 8x y y   ，即  22 84x y  ，其圆心 (0,4)，半径为 2 2r  ．

直线 AC 的方程为 1
4 4
x y

 


，即 4 0x y  

圆心 (0,4)到直线 AC 的距离 2

| 4 4 | 4 2
1 ( 1)

d  
 

 

则点 M 到边 AC 的距离的最小值为 4 2 2 2 2 2d r    ，最大值为 4 2 2 2 6 2d r   

又 2 2| | (4 0) (0 4) 4 2AC     

则 M AC△ 面积的最小值为
1 4 2 2 2 8
2

   ，最大值为
1 4 2 6 2 24
2

   ，

所以 M AC△ 面积的范围为 8,24 ．

故答案为： 8,24 ．

【变式 4-1】若圆 C 的方程为 2 2 2 ( 2) 0x y mx my m      ，则圆 C 的最小周长为（    ）

A．
36

5


B．18 5
5

 C．12 5
5

 D．
6 5

5


【答案】D

【解析】因为圆 C 的方程为 2 2 2 ( 2) 0x y mx my m      ，

所以圆 C 的半径为

2

2 2 2
2 365

(2 ) 4( 2) 5 55 4 8 1 6 5 3 5
2 2 2 2 5 5

m
m m m m mr

              
，

所以圆 C 的最小周长为
6 52

5
r   .

故选：D.

【变式 4-2】已知点 ,A B在直线 : 2 2 0l x y   上运动，且 2 5AB  ，点C 在圆  2 21 5x y   上，则

ABCV 的面积的最大值为（    ）

A．8 B．5 C．2 D．1

【答案】D

【解析】设圆心到直线的距离为 ,d C 到直线的距离为 1d ，

又圆心坐标为  1,0 ，则
1 2 3

5 5
d

 
  ，

又半径为 5 ，则当 1d 最大时， 1
35 5
5

d d    ，



此时 ABCV 面积也最大，
1 32 5 5 8
2 5ABCS  

     
 

V ．

故选：A．

题型五：数量积型 

【典例 5-1】已知 ,PQ MN 是半径为 5 的圆O 上的两条动弦， 6, 8PQ MN 
uuur uuuur

，则 PM QN
uuuur uuur

最大值是（    ）

  

A．7 B．12 C．14 D．16

【答案】B

【解析】

如图，连接 , , ,MO OQ OP ON ，作 PQ OE ，MN OD ，

易知 E 是QP 的中点，D是MN 的中点，由勾股定理得 4OE  ， 3OD ，

故 ( ) ( ) 2( )PM QN OM OP ON OQ OM ON OP OQ OD OE          
uuuur uuur uuuur uuur uuur uuur uuuur uuur uuur uuur uuur uuur

，

故 2 2( ) 14PM QN OD OE OD OE     
uuuur uuur uuur uuur uuur uuur

，当 ,OE OD
uuur uuur

反向时等号成立，故 C 正确.

故选：C

【典例 5-2】在△ABC 中，BC＝2，
π
3

BAC  ，D 为 BC 中点，在△ABC 所在平面内有一动点 P 满足

  
uur uuur uuur uuur
PB PD PC PD ，则 AP BC

uuur uuur
的最大值为（　　）

A．
3

3
B． 2 3

3
C． 3 D．

4 3
3

【答案】D

【解析】由   
uur uuur uuur uuur
PB PD PC PD ，得 ( ) 0  

uuur uuur uur
PD PC PB ，即 0 

uuur uuur
PD BC ，



所以 ( )         
uuur uuur uuur uuur uuur uuur uuur uuur uuur uuur uuur
AP BC AD PD BC AD BC PD BC AD BC ．

因为 2BC  ，
π
3

BAC  ，所以点 A 在以 BC 为弦的优弧上运动（不含端点）．

设¼BAC 所在圆的圆心为 M，连接 MB、MC、MD，

则 MD⊥BC，
2π
3

BMC  ，可得 1BD  ，
3

3ta πn
3

 
BDMD

，
2 3,

3i πs n
3

 
BDBM

．

以 B 为原点，BC 所在直线为 x 轴，建立如图所示平面直角坐标系，

可得     32,0 , 1,0 , 1,
3

C D M
 
  
 

，圆 M 的方程为  
2

2 3 41
3 3

x y
 

     
 

，

设  ,A m n ，则  1 ,AD m n  
uuur

，结合  2,0BC 
uuur

，

可得  2 1 0 2 2AD BC m m     
uuur uuur

，

因为 A 点在圆 M：  
2

2 3 41
3 3

x y
 

     
 

上运动，

所以
2 3 2 31 1

3 3
m    ，可得当

2 31
3

 m 时，
2 3 4 32 2 2 2(1 )

3 3
    m ，达到最大值．

综上所述，当
2 31

3
 m 时， AD BC

uuur uuur
有最大值

4 3
3

．

故选：D．

【变式 5-1】已知圆 2 2( 2) 9x y   的弦 AB 的中点为  1,1Q ，点 P 为圆上的动点，则PA PB
uuur uuur

的最大值为

（    ）

A．2 B．6 2 3 C．8 D． 4 6 2

【答案】D

【解析】圆 2 2( 2) 9x y   ，圆心  2,0M ，半径为 3，如图，



   1,1QQ 为弦 AB 的中点， , 2MQ AB MQ   ，

2 22 | | 2 7,AB MB MQ  

3 3 2,PQ MQ   Q , ,P M Q 共线时等号成立，

    1 1
2 2

PA PB PQ QA PQ QB PQ AB PQ AB               
   

uuur uuur uuur uuur uuur uuur uuur uuur uuur uuur

2
2 2| || | | | 7

4
ABPQ PQ    11 6 2 7 4 6 2     .

故选:D.

【变式 5-2】在矩形 ABCD中， 2AB  ， 3AD  ， P 为矩形 ABCD所在平面内的动点，且 1PA  ，则

PB PC
uuur uuur

的最大值是（    ）

A．9 B．10 C．11 D．12

【答案】A

【解析】如图，建立平面直角坐标系，设 ( , )P x y ， BC 中点为H ，

因为 2AB  ， 3AD  ，所以 (0, 0)A , (2,0)B ， (2,3)C ，
3(2, )
2

H ，

得到 )(2 , ), (2 , 3P x C x yB y P   
uuuuur uuur

，所以
2 2 2 23 9( 2) 3 ( 2) ( )

2 4
x y y x yPB PC         

uuur uuur
，

又因为 1PA  ，所以 2 2 1x y  ，

又 2 2 23 9 7( 2) ( ) 2 1
2 4 2

PH x y AH AP          ，当且仅当 , ,H A P（ P 在 HA 的延长线上）三点共

线时取等号，

所以
2 2 2 23 9 49 9( 2) 3 ( 2) ( ) 10

2 4 4 4
PB PC x y y x y           
uuur uuur

，
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