
专题 1.9 空间向量的应用-重难点题型精讲

1．空间中点、直线和平面的向量表示

(1)空间中点的位置向量：如图，在空间中，我们取一定点 O作为基点，那么空间中任意一点 P就可以

用向量OP→来表示．我们把向量OP→称为点 P的位置向量．

(2)空间中直线的向量表示式：直线 l的方向向量为 a ，且过点 A.如图，取定空间中的任意一点 O，可

以得到点 P在直线 l上的充要条件是存在实数 t，使OP→＝OA→＋ta①，把AB→＝a代入①式得OP→＝OA→＋tAB→②，

①式和②式都称为空间直线的向量表示式．

2．空间中直线、平面的平行

(1)线线平行的向量表示：设 u1，u2分别是直线 l1，l2的方向向量，则 l1∥l2⇔u1∥u2⇔∃λ∈R，使得 u1

＝λu2.

(2)线面平行的向量表示：设 u是直线 l 的方向向量，n是平面α的法向量，l⊄α，则 l∥α⇔u⊥n⇔u·n

＝0.

(3)面面平行的向量表示：设 n1 ，n2 分别是平面α，β的法向量，则α∥β⇔n1∥n2⇔∃λ∈R，使得 n1＝λn2 .

3．空间中直线、平面的垂直

(1)线线垂直的向量表示：设 u1，u2 分别是直线 l1 , l2 的方向向量，则 l1⊥l2⇔u1⊥u2⇔u1·u2＝0.

(2)线面垂直的向量表示：设 u 是直线 l 的方向向量，n是平面α的法向量， l⊄α，则 l⊥α⇔u∥n⇔∃λ

∈R，使得 u＝λn.

(3)面面垂直的向量表示：设 n1，n2 分别是平面α，β的法向量，则α⊥β⇔n1⊥n2⇔n1·n2＝0.

4．距离问题

(1)点 P到直线 l 的距离：已知直线 l的单位方向向量为 u，A是直线 l上的定点，P是直线 l外一点，



设向量AP→在直线 l上的投影向量为AQ→＝a，则点 P到直线 l的距离为 a2－ a·u 2 (如图)．

(2)点 P到平面α的距离：设平面α的法向量为 n，A是平面α内的定点，P是平面α外一点，则点 P到平

面α的距离为
|AP→·n|
|n|

(如图)．

5．夹角问题

(1)两个平面的夹角：平面α与平面β的夹角：平面α与平面β相交，形成四个二面角，我们把这四个二面

角中不大于 90° 的二面角称为平面α与平面β的夹角．

(2)空间角的向量法解法

角的分类 向量求法 范围

两条异面直

线所成的角

设两异面直线 l1，l2 所成的角为θ，其方向向量

分别为 u，v，则 cos θ＝|cos〈u，v〉|＝ |u·v|
|u||v|

0，π
2

直线与平面

所成的角

设直线 AB与平面α所成的角为θ，直线 AB的方

向向量为 u，平面α的法向量为 n，则 sin θ＝|cos

〈u，n〉|＝|u·n|
|u||n|

0，π
2

两个平面的

夹角

设平面α与平面β的夹角为θ，平面α，β的法向量

分别为 n1，n2，则 cos θ＝|cos〈n1，n2〉|＝
|n1·n2|
|n1||n2|

0，π
2



【题型 1 求平面的法向量】

【方法点拨】

(1)求平面 ABC的法向量时，要选取平面内两不共线向量，如AC→，AB→；

(2)设平面的法向量为 n＝(x，y，z)；

(3)联立方程组
n·AC→＝0，

n·AB→＝0，
并求解；

(4)所求出向量中的三个坐标不是具体的值而是比例关系，设定一个坐标为常数(常数不能为 0)便可得到平面

的一个法向量．

【例 1】（2022春•连云港期中）在三棱锥 P﹣ABC中，CP，CA，CB两两互相垂直，AC＝CB＝1，PC＝2，

建立如图所示的空间直角坐标系，则下列向量是平面 PAB的一个法向量的是（ ）

A．(1，1， 1
2 ) B．(1， 2，1) C．（1，1，1） D．（2，﹣2，1）

【解题思路】由题意 P（0，0，2），A（1，0，0），B（0，1，0），则��
→

=（1，0，﹣2），��
→

=（﹣

1，1，0），由此列方程组，能求出平面 PAB的一个法向量．

【解答过程】解：在三棱锥 P﹣ABC中，CP，CA，CB两两互相垂直，AC＝CB＝1，PC＝2，建立如图

所示的空间直角坐标系，

由题意 P（0，0，2），A（1，0，0），B（0，1，0），

则��
→

=（1，0，﹣2），��
→

=（﹣1，1，0），

设平面 PAB的一个法向量为�
→

=（x，y，z），

由 �
→

⋅ ��
→

= 0
�
→

⋅ ��
→

= 0
，得

� − 2� = 0
−� + � = 0，令 z＝1，得�

→
=（2，2，1），



又（1，1，
1
2
）= 1

2 �
→
，

∴平面 PAB的一个法向量为（1，1，
1
2
）．

故选：A．

【变式 1-1】（2022春•湖北月考）已知平面α内有两点 M（1，﹣1，2），N（a，3，3），平面α的一个法

向量为�
→

= (6， − 3，6)，则 a＝（ ）

A．4 B．3 C．2 D．1

【解题思路】��
→

= (� − 1，4，1)，由平面α的一个法向量为�
→

= (6， − 3，6)，得�
→

⊥ ��
→

，由此能求

出 a的值．

【解答过程】解：平面α内有两点 M（1，﹣1，2），N（a，3，3），

��
→

= (� − 1，4，1)，

因为平面α的一个法向量为�
→

= (6， − 3，6)，

所以�
→

⊥ ��
→

，则�
→

⋅ ��
→

= 6(� − 1) − 3 × 4 + 6 = 0，

解得 a＝2，

故选：C．

【变式 1-2】（2021秋•河北区期末）如图，已知正方体 ABCD﹣A1B1C1D1的棱长为 1，以 D为原点，DA，

DC，DD1所在直线分别为 x轴，y轴，z轴，建立空间直角坐标系，则平面 A1BC1的一个法向量为（ ）

A．（1，1，1） B．（﹣1，1，1） C．（1，﹣1，1） D．（1，1，﹣1）

【解题思路】由题意写出点 B、A1和 C1的坐标，利用坐标表示出��1
→

和��1
→

，根据平面法向量的定义列

方程组求出即可．

【解答过程】解：由题意可知，B（1，1，0），A1（1，0，1），C1（0，1，1），

所以��1
→

=（0，﹣1，1），��1
→

=（﹣1，0，1），



设�
→

=（x，y，z），

则
�
→

⋅ ��1
→

= 0

�
→

⋅ ��1
→

= 0
，即

−� + � = 0
−� + � = 0，

令 z＝1，得 x＝y＝1，

所以�
→

=（1，1，1），

即平面 A1BC1的一个法向量为�
→

=（1，1，1）．

故选：A．

【变式 1-3】（2021秋•诸暨市期末）在空间直角坐标系内，平面α经过三点 A（1，0，2），B（0，1，0），

C（﹣2，1，1），向量�
→

= (1，�，�)是平面α的一个法向量，则λ+μ＝（ ）

A．﹣7 B．﹣5 C．5 D．7

【解题思路】求出��
→
，��

→
，由 ��

→
⋅ �

→
= 0

��
→

⋅ �
→

= 0
，可得关于λ和μ的方程组，求解即可．

【解答过程】解：由 A（1，0，2），B（0，1，0），C（﹣2，1，1），

则��
→

=（﹣1，1，﹣2），��
→

=（﹣3，1，﹣1），

因为向量�
→

=（1，λ，μ）是平面α的一个法向量，

所以 ��
→

⋅ �
→

= 0
��
→

⋅ �
→

= 0
，即

−1 + � − 2� = 0
−3 + � − � = 0 ，

解得
� = 5
� = 2，

所以λ+μ＝5+2＝7．

故选：D．



【题型 2 空间线面平行关系的判定及应用】

【方法点拨】

利用向量证明线线平行的思路：

证明线线平行只需证明两条直线的方向向量共线即可．

证明线面平行问题的方法：

(1)证明直线的方向向量与平面内的某一向量是共线向量且直线不在平面内；

(2)证明直线的方向向量可以用平面内两个不共线向量表示且直线不在平面内；

(3)证明直线的方向向量与平面的法向量垂直且直线不在平面内．

证明面面平行问题的方法：

(1)利用空间向量证明面面平行，通常是证明两平面的法向量平行．

(2)将面面平行转化为线线平行然后用向量共线进行证明．

【例 2】（2021秋•成都期中）如图，在长方体 ABCD﹣A1B1C1D1中，AD＝AA1＝2，AB＝6，E、F分别为

A1D1、D1C1的中点．分别以 DA、DC、DD1所在直线为 x轴、y轴、z轴建立空间直角坐标系 D﹣xyz．

①求点 E、F的坐标；

②求证：EF∥平面 ACD1．

【解题思路】（1）根据坐标系，利用坐标的定义，可得结论；

（2）求出��
→
、��

→
的坐标，可得��

→
= 2��

→
，从而可得线线平行，即可得到线面平行．

【解答过程】（1）解：由题意，AD＝AA1＝2，AB＝6，E、F分别为 A1D1、D1C1的中点，

∴E（1，0，2），F（0，3，2），

（2）证明：∵A（2，0，0），C（0，6，0），

∴��
→

=（﹣2，6，0），

∵E（1，0，2），F（0，3，2），



∴��
→

=（﹣1，3，0），

∴��
→

= 2��
→
，

∴AC∥EF，

∵EF⊄平面 ACD1，AC⊂平面 ACD1，

∴EF∥平面 ACD1．

【变式 2-1】如图，设 P为长方形 ABCD所在平面外一点，M在 PD上，N在 AC上，若
��
��

=
��
��

，用向量

法证明：直线 MN∥平面 PAB．

【解题思路】建立空间坐标系，设 A，C，P三点坐标，用此三点的坐标表示出��
→

，��
→
，��

→
，然后观察

能否用��
→
，��

→
表示出��

→
即可判断线面是否平行．

【解答过程】解：建立如图所示的空间坐标系，设 C（a，0，0），A（0，b，0），P（m，n，p），则

D（a，b，0），

∴��
→

=（m，n，p），��
→

=（0，b，0），��
→

=（﹣a，b，0），��
→

=（m﹣a，n﹣b，p），��
→

=（0，

﹣b，0），

∵
��
��

=
��
��

，∴
��
��

=
��
��

，设
��
��

=
��
��

=λ，则��
→

=λ��
→

=（mλ﹣aλ，nλ﹣bλ，pλ），��
→

=λ��
→

=（﹣

aλ，bλ，0）．

∴��
→

=− ��
→

+ ��
→

+ ��
→

=（﹣mλ，2bλ﹣nλ﹣b，﹣pλ），∴��
→

=−λ��
→

+（2λ﹣1）��
→
．

∵BP⊂平面 PAB，BA⊂平面 PAB，MN⊄平面 PAB，∴MN∥平面 PAB．



【变式 2-2】（2021秋•黄陵县校级期末）如图，已知棱长为 4的正方体 ABCD﹣A1B1C1D1中，M，N，E，

F分别是棱 A1D1，A1B1，D1C1，B1C1的中点，求证：平面 AMN∥平面 EFBD．

【解题思路】证法一：正方体的棱长为 4，如图建立空间直角坐标系，利用向量法，可证得：MN∥平面

EFBD，AK∥平面 EFBD，进而得到平面 AMN∥平面 EFBD．

证法二：求出平面 AMN的法向量和平面 EFBD的法向量，根据两个法向量平行，可得平面 AMN∥平面

EFBD．

【解答过程】

证法一：正方体的棱长为 4，如图建立空间直角坐标系，

则 D（0，0，0），A（4，0，0），M（2，0，4），

N（4，2，4），B（4，4，0），E（0，2，4），F（2，4，4）．

取 MN的中点 K，EF的中点 G，BD的中点 O，则 O（2，2，0），K（3，1，4），G（1，3，4）．

��
→

=（2，2，0），��
→

=（2，2，0），��
→

=（﹣1，1，4），��
→

=（﹣1，1，4），

∴��
→

∥��
→
，��

→
= ��

→
，

∴MN∥EF，AK∥OG，

∴MN∥平面 EFBD，AK∥平面 EFBD，

∴平面 AMN∥平面 EFBD．

证法二：设平面 AMN的法向量是�
→

=（a1，a2，a3），平面 EFBD的法向量是�
→

=（b1，b2，b3）．

由�
→

⋅ ��
→

= 0，�
→

⋅ ��
→

= 0，

得
−2�1 + 4�3 = 0
2�2 + 4�3 = 0 取 a3＝1，得�

→
=（2，﹣2，1）．

由�
→

⋅ ��
→

= 0，�
→

⋅ ��
→

= 0，

得
2�2 + 4�3 = 0
−2�1 + 4�3 = 0取 b3＝1，得�

→
=（2，﹣2，1）．

∵�
→
∥�

→
，



∴平面 AMN∥平面 EFBD．

【变式 2-3】已知正方体 ABCD﹣A1B1C1D1的棱长为 2，E，F分别是 BB1，DD1的中点，求证：

（1）FC1∥平面 ADE；

（2）平面 ADE∥平面 B1C1F．

【解题思路】建立空间直角坐标系 D﹣xyz，求出 D，A，C，C1，E，F，B1，的坐标，求出��1
→

，��
→
，��

→
．

（1）利用向量的数量积为 0求出平面 ADE的法向量，通过向量的数量积推出�1
→
⊥��1

→
，利用直线与平面

平行的判定定理证明 FC1∥平面 ADE．

（2）求出平面 B1C1F的一个法向量．与平面 ADE的法向量，通过向量共线证明，平面 ADE∥平面 B1C1F．

【解答过程】解：如图所示建立空间直角坐标系 D﹣xyz，

则有 D（0，0，0），A（2，0，0），C（0，2，0），C1（0，2，2），

E（2，2，1），F（0，0，1），B1（2，2，2），

所以��1
→

=（0，2，1），��
→

=（2，0，0），��
→

=（0，2，1）．

（1）设�1
→

=（x1，y1，z1）是平面 ADE的法向量，则�1
→
⊥��

→
，�1

→
⊥��

→
，

即
�1
→

⋅ ��
→

= 2�1

�1
→

⋅ ��
→

= 2�1 + �1

⇒
�1 = 0
�1 =− 2�1

，令 z1＝2⇒y1＝﹣1，

所以�1
→

=（0，﹣1，2）因为�1
→
•��1

→
=−2+2＝0，所以�1

→
⊥��1

→
，

又因为 FC1⊄平面 ADE，

即 FC1∥平面 ADE．

（2）因为�1�1
→

=（2，0，0），设�2
→

=（x2，y2，z2）是平面 B1C1F的一个法向量．

由�2
→
⊥��1

→
，�2

→
⊥�1�1

→
，得

�2
→

⋅ ��1
→

= 2�2 + �2 = 0

�2
→

⋅ �1�1
→

= 2�2 = 0
⇒

�2 = 0
�2 =− 2�2

．



令 z2＝2⇒y2＝﹣1，所以�2
→

=（0，﹣1，2），

所以�1
→

= �2
→
，所以平面 ADE∥平面 B1C1F．

【题型 3 空间线面垂直关系的判定及应用】

【方法点拨】

证明两直线垂直的基本步骤：

建立空间直角坐标系→写出点的坐标→求直线的方向向量→证明向量垂直→得到两直线垂直．

用坐标法证明线面垂直的方法及步骤：

(1)利用线线垂直：①将直线的方向向量用坐标表示；②找出平面内两条相交直线，并用坐标表示它们的方

向向量；③判断直线的方向向量与平面内两条直线的方向向量垂直．

(2)利用平面的法向量：①将直线的方向向量用坐标表示；②求出平面的法向量；③判断直线的方向向量与

平面的法向量平行．

证明面面垂直的两种方法：

(1)常规法：利用面面垂直的判定定理转化为线面垂直、线线垂直去证明．

(2)法向量法：证明两个平面的法向量互相垂直．

【例 3】（2021•常熟市校级模拟）如图，PD垂直正方形 ABCD所在平面，AB＝2，E是 PB的中点，cos＜��
→
，

��
→
＞ = 3

3 ．

（1）建立适当的空间坐标系，写出点 E的坐标；

（2）在平面 PAD内求一点 F，使 EF⊥平面 PCB．



【解题思路】（1）以 DA、DC、DP所在直线分别为 x轴、y轴、z轴建立空间坐标系，求出��
→
和��

→
的

坐标，代入两个向量的夹角公式，解方程求得点 E坐标．

（2）由 F∈平面 PAD，可设 F（x，0，z），则��
→
•��

→
=0，且��

→
•��

→
=0，解方程组求得 F的坐标．

【解答过程】解：（1）以 DA、DC、DP所在直线分别为 x轴、y轴、z轴建立空间坐标系，则 A（2，0，

0），B（2，2，0），C（0，2，0）．

设 P（0，0，2m），则 E（1，1，m）．

∴��
→

=（﹣1，1，m），��
→

=（0，0，2m），

∴cos＜��
→
，��

→
＞ = 2�2

1+1+�2⋅2�
= 3

3 ，解得 m＝1．

∴点 E坐标是（1，1，1）．

（2）∵F∈平面 PAD，∴可设 F（x，0，z）⇒��
→

=（x﹣1，﹣1，z﹣1）．

∵EF⊥平面 PCB，∴��
→
⊥��

→
⇒（x﹣1，﹣1，z﹣1）•（2，0，0）＝0⇒x＝1．

∵��
→
⊥��

→
，∴（x﹣1，﹣1，z﹣1）•（0，2，﹣2）＝0⇒z＝0．

∴点 F的坐标是（1，0，0），即点 F是 AD的中点．

【变式 3-1】（2022春•青羊区校级期末）如图所示的正方体 ABCD﹣A1B1C1D1中，E是 BC的中点，在 CC1

上求一点 P，使面 A1B1P⊥面 C1DE．



【解题思路】以 D为原点，DA为 x轴，DC为 y轴，DD1为 z轴，建立空间直角坐标系，设正方体棱长

为 2，且 P（0，2，a），分别求出面 A1B1P与面 C1DE的法向量，然后根据面 A1B1P⊥面 C1DE，则两法

向量垂直建立等式，从而求出所求．

【解答过程】解：以 D为原点，DA为 x轴，DC为 y轴，DD1为 z轴，建立空间直角坐标系，

设正方体棱长为 2，且 P（0，2，a），则��
→

= (1，2，0)，��1
→

= (0，2，2)，

设�1
→

= (�1，�1，�1)且�1
→

⊥平面 DEC1，则
�1 + 2�1 = 0
�1 + �1 = 0 ，取�1

→
= (2， − 1，1)．

又�1�
→

= ( − 2，2，� − 2)，�1�1
→

= (0，2，0)，

设�2
→

= (�2，�2，�2)且�2
→

⊥平面 A1B1P，则
−2�2 + 2�2 + (� − 2)�2 = 0
�2 = 0 ，

取�2
→

= (� − 2，0，2)．

由面 A1B1P⊥面 C1DE，得�1
→

⋅ �2
→

= 0

即 2（a﹣2）+2＝0解得 a＝1．

故 P为 CC1的中点．

【变式 3-2】（2021•浦东新区校级模拟）四棱锥 P﹣ABCD的底面 ABCD是平行四边形，��
→

=（﹣1，2，1），

��
→

=（0，﹣2，3），��
→

=（8，3，2），

（1）求证：PA⊥底面 ABCD；

（2）求 PC的长．

【解题思路】（1）由已知中向量��
→

=（﹣1，2，1），��
→

=（0，﹣2，3），��
→

=（8，3，2），根据

两个向量的数量积为 0，两个向量垂直，我们可以判断出 AP⊥AB且 AP⊥AD，进而根据线面垂直的判定

定理得到 PA⊥底面 ABCD；



（2）由已知中向量��
→

=（﹣1，2，1），��
→

=（0，﹣2，3），��
→

=（8，3，2），根据向量加法的三

角形法则，可以求出向量 PC的坐标，进而代入向量模的计算公式，得到答案．

【解答过程】证明：（1）∵��
→

=（﹣1，2，1），��
→

=（0，﹣2，3），��
→

=（8，3，2），

∴��
→

⋅ ��
→

= 0，��
→

⋅ ��
→

= 0，

∴��
→

⊥ ��
→
，��

→
⊥ ��

→
，

即 AP⊥AB且 AP⊥AD，

又∵AB∩AD＝A

∴AP⊥平面 ABCD；

（2）∵��
→

=（﹣1，2，1），��
→

=（0，﹣2，3），��
→

=（8，3，2），

∴��
→

= ��
→

+ ��
→

= ( − 1，0，4)，��
→

= ��
→

− ��
→

= (9，3， − 2)，

∴|��| = 94．

【变式 3-3】（2021秋•吉林期末）如图，直棱柱（侧棱垂直于底面的棱柱）ABC﹣A1B1C1，在底面 ABC中，

CA＝CB＝1，∠BCA＝90°，棱 AA1＝2，M，N分别为 A1B1，A1A的中点．

（1）求���＜��1
→

，��1
→

＞的值；

（2）求证：BN⊥平面 C1MN．

【解题思路】（1）以 C为原点，CA，CB，CC1所在直线分别为 x轴，y轴，z轴，建立如图所示的坐标

系 C﹣xyz，求得 A1（1，0，2），C（0，0，0），B1（0，1，2），B（0，1，0），从而可求得��1
→

=（1，

﹣1，2），��1
→

=（0，1，2），��1
→

•��1
→

=3，|��1
→

|= 6，|��1
→

|= 5，于是可求得 cos＜��1
→

，��1
→

＞的

值．

（2）利用向量的坐标运算可求得�1�
→

•��
→

=0，�1�
→

•��
→

=0，C1M∩C1N＝C1，由线面垂直的判定定理即



可证得结论．

【解答过程】解：以 C为原点，CA，CB，CC1所在直线分别为 x轴，y轴，z轴，建立如图所示的坐标

系 C﹣xyz

（1）依题意，A1（1，0，2），C（0，0，0），B1（0，1，2），B（0，1，0），

∴��1
→

=（1，﹣1，2），��1
→

=（0，1，2），

∴��1
→

•��1
→

=1×0+（﹣1）×1+2×2＝3，

又|��1
→

|= 6，|��1
→

|= 5，

∴cos＜��1
→

，��1
→

＞ = ��1
→

⋅��1
→

|��1
→

|⋅|��1
→

|
= 30

10 ，

证明：（2）A1（1，0，2），C1（0，0，2），B1（0，1，2），N（1，0，1），

∴M（
1
2
，

1
2
，2），∴�1�

→
=（

1
2
，

1
2
，0），�1�

→
=（1，0，﹣1），��

→
=（1，﹣1，1），

∴�1�
→

•��
→

= 1
2 ×1+ 1

2 ×（﹣1）+1×0＝0，

同理可求�1�
→

•��
→

=0，

∴�1�
→

⊥��
→
，�1�

→
⊥��

→
，C1M∩C1N＝C1，

∴BN⊥平面 C1M．



【题型 4 利用空间向量研究距离问题】

【方法点拨】

用向量法求点到直线的距离的一般步骤：

(1)求直线的方向向量．

(2)计算所求点与直线上某一点所构成的向量在直线的方向向量上的投影向量的长度．

(3)利用勾股定理求解．另外，要注意平行直线间的距离与点到直线的距离之间的转化．

用向量法求点面距的步骤：

(1)建系：建立恰当的空间直角坐标系．

(2)求点坐标：写出(求出)相关点的坐标．

(3)求向量：求出相关向量的坐标(AP→，α内两不共线向量，平面α的法向量 n)．

(4)求距离 d＝|AP→·n|
|n|

.

【例 4】（2022春•南通期末）如图，在四面体 P﹣ABC中，PA⊥平面 ABC，AB⊥AC，AB＝AC＝2PA＝2，

点 D在线段 AC上．

（1）当 D是线段 AC中点时，求 A到平面 PBD的距离；

（2）若二面角 A﹣PD﹣B的余弦值为
1
3
，求

��
��

的值．

【解题思路】（1）以点 A为坐标原点，AB、AC、AP所在直线分别为 x，y、z轴建立空间直角坐标系，

利用向量法可求得 A到平面 PBD的距离；

（2）设点 D（0，t，0），其中 0≤t≤2，利用向量法可得出关于 t的方程，解出 t的值，即可得解．

【解答过程】解：（1）因为 PA⊥平面 ABC，AB⊥AC，

以点 A为坐标原点，AB、AC、AP所在直线分别为 x、y、z轴建立如下图所示的空间直角坐标系，

因为 D为 AC的中点，则 A（0，0，0）、B（2，0，0）、D（0，1，0）、P（0，0，1），



设平面 PBD的法向量为�
→

= (�，�，�)，��
→

= ( − 2，0，1)，��
→

= ( − 2，1，0)，

则
�
→

⋅ ��
→

=− 2� + � = 0
�
→

⋅ ��
→

=− 2� + � = 0
，取 x＝1，可得�

→
= (1，2，2)，��

→
= (2，0，0)，

所以点 A到平面 PBD的距离为
|��

→
⋅�
→

|

|�
→

|
=

2
3
；

（2）设点 D（0，t，0），其中 0 ≤ � ≤ 2，��
→

= ( − 2，0，1)，��
→

= ( − 2，�，0)，

设平面 PBD的法向量为�
→

1 = (�1，�1，�1)，则
�1
→

⋅ ��
→

=− 2�1 + �1 = 0

�1
→

⋅ ��
→

=− 2�1 + ��1 = 0
，

取 x1＝t，可得 n1＝（t，2，2t），易知平面 PAD的一个法向量为�2
→

=（1，0，0），

由已知可得|���＜�
→

1，�
→

2＞| = |�1
→ ⋅�2

→ |
|�1

→ |⋅|�2
→ |

= �
5�2+4

= 1
3，解得 t＝1，

此时点 D为 AC的中点，故
��
��

=
1
2
．

【变式 4-1】（2022春•岳麓区校级期末）如图，在四棱锥 P−ABCD中，AD∥BC，∠ADC＝∠PAB＝90°，

BC＝CD= 1
2AD＝1．E为棱 AD的中点，异面直线 PA与 CD所成的角为 90°．

（1）在平面 PAB内是否存在一点 M，使得直线 CM∥平面 PBE，如果存在，请确定点 M的位置，如果

不存在，请说明理由；

（2）若二面角 P−CD−A的大小为 45°，求 P到直线 CE的距离．



【解题思路】（1）先判断存在符合题意的点，再通过作辅助线找到该点，证明 CM∥平面 PBE即可；

（2）建立空间直角坐标系，通过已知的二面角度数，找到线段之间关系，从而确定相关点的坐标，然后

利用向量的运算求得答案．

【解答过程】解：（1）延长 AB交直线 CD于点 M，

∵点 E为 AD的中点，∴�� = �� = 1
2 ��，

∵BC＝CD= 1
2AD，∴ED＝BC，

∵AD∥BC，即 ED∥BC，

∴四边形 BCDE为平行四边形，即 EB∥CD，

∵AB∩CD＝M，∴M∈CD，∴CM∥BE，

∵BE⊂平面 PBE，CM⊂平面 PBE，

∴CM∥平面 PBE，

∵M∈AB，AB⊂平面 PAB，

∴M∈平面 PAB，

故在平面 PAB内可以找到一点 M（M＝AB∩CD），使得直线 CM∥平面 PBE．

（2）如图所示，∵∠ADC＝∠PAB＝90°，即 PA⊥AB，

且异面直线 PA与 CD所成的角为 90°，即 PA⊥CD，

又 AB∩CD＝M，AB，CD⊂平面 ABCD，∴AP⊥平面 ABCD，

∵AD⊂平面 ABCD，∴PA⊥AD，

又 AD⊥CD，PA⊥CD，AD∩PA＝A，AD，PA⊂平面 PAD，

∴CD⊥平面 PAD，

∵PD⊂平面 PAD，∴CD⊥PD，

因此∠PDA是二面角 P﹣CD﹣A的平面角，大小为 45°，

∴PA＝AD，

不妨设 AD＝2，则�� = �� = 1
2 �� = 1，



以 A为坐标原点，平行于 CD的直线为 x轴，AD为 y轴，AP为 z轴建立空间直角坐标系 A﹣xyz，

∴P（0，0，2），E（0，1，0），C（﹣1，2，0），

∴��
→

= ( − 1，1，0)，��
→

= (0， − 1，2)，��
→
方向上的单位向量坐标为�

→
= ( − 1

2
，

1
2
，0)，

所以 P到直线 CE的距离为 ��
→

2 − (��
→

⋅ �
→
)2 = 5 − 1

2 = 3 2
2 ．

【变式 4-2】（2022春•九龙坡区校级月考）如图，在三棱柱 ABC﹣A1B1C1中，CC1⊥平面 ABC，D，E，F

分别为 AA1，AC，A1C1的中点，�� = �� = 5，AC＝AA1＝2．

（1）求证：AC⊥平面 BEF；

（2）求点 D与平面 BEC1的距离；

（3）求二面角 B﹣CD﹣C1的正弦值．

【解题思路】（1）通过证明 AC⊥BE，AC⊥EF来证得 AC⊥平面 BEF．

（2）建立空间直角坐标系，利用向量法求得 D到平面 BEC1的距离．

（3）利用向量法求得二面角 B﹣CD﹣C1的余弦值，进而转化为正弦值．

【解答过程】（1）证明：由于 AB＝BC，E是 AC的中点，所以 AC⊥BE，

由于 E，F分别是 AC，A1C1的中点，所以 EF∥CC1，

所以 EF⊥平面 ABC，所以 EF⊥AC，

由于 BE⋂EF＝E，所以 AC⊥平面 BEF．
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