
第 10 练 利用导数解决实际应用问题

【基础练】

1．（2004·安徽·高考真题）某商场从生产厂家以每件 20 元购进一批商品，若该商品零售

价为 p 元，销量 Q(单位：件)与零售价 p(单位：元)有如下关系： 28300 170Q p p   ，

求该商品零售价定为多少元时利润 y 最大，并求出利润 y 的最大值．

2．（2022 秋·上海普陀·高三曹杨二中校考期中）已知一企业生产某产品的年固定成本为

10 万元，每生产千件需另投入 2.7 万元，设该企业年内共生产此种产品 x 千件，并且全

部销售完，每千件的销售收入为 f（x）万元，且 f（x）＝

2

2

110.8 , 0 10
30

108 1000 , 10
3

x x

x
x x

   

  


（1）写出年利润 W（万元）关于年产品 x（千件）的函数解析式；

（2）年产量为多少千件时，该企业生产此产品所获年利润最大？（注：年利润＝年销

售收入－年总成本）

3．（2007·重庆·高考真题）用长为18m的钢条围成一个长方体形状的框架，要求长方体

的长与宽之比为 2 :1，问该长方体的长、宽、高各为多少时，其体积最大？最大体积是

多少？

4．（2022 秋·江西宜春·高二江西省宜丰中学校考期中）如图，点C 为某沿海城市的高速

公路出入口，直线BD为海岸线，
4

BAC 
  ， BD AB ，»BC 是以A 为圆心，半径为

1km 的圆弧型小路.该市拟修建一条从C 通往海岸的观光专线，其中 P 为»BC 上异于 ,B C

的一点， PQ与 AB 平行，设 0
4

PAB       
 

.

（1）证明：观光专线的总长度随 的增大而减小；

（2）已知新建道路 PQ的单位成本是翻新道路»CP的单位成本的 2倍.当 取何值时，观

光专线的修建总成本最低？请说明理由.

5．（2019·浙江·高三专题练习）如图所示，现有一张边长为10cm的正三角形纸片 ABC ，

在三角形的三个角沿图中虚线剪去三个全等的四边形 1 1ADA F ， 1 1BD B E ， 1 1CE C F （剪

去的四边形均有一组对角为直角），然后把三个矩形 1 1 1A B D D ， 1 1 1B C E E ， 1 1 1AC FF 折起，

构成一个以 1 1 1A B C 为底面的无盖正三棱柱.

（1）若所折成的正三棱柱的底面边长与高之比为 3，求该三棱柱的高；

（2）求所折成的正三棱柱的体积的最大值.

6．（2004·重庆·高考真题）某工厂生产一种产品，已知该产品的月产量 x



吨与每吨产品的价格 P （元）之间的关系为
2124200

5
P x  ，且生产 x 吨的成本为

50000 200R x  （元）.问该厂每月生产多少吨产品才能使利润达到最大？最大利润是

多少？（利润＝收入－成本）

7．（2021·重庆沙坪坝·重庆一中校考模拟预测）某种水箱用的“浮球”是由两个相同半球

和一个圆柱筒组成，它的轴截面如图所示，已知半球的直径是12cm ，圆柱筒高6cm ，

为增强该“浮球”的牢固性，给“浮球”内置一“双蝶形”防压卡，防压卡由金属材料杆

AC , BD , 1O C , 1O D , 2O A , 2O B及 1 2O O 焊接而成，其中 1O , 2O 分别是圆柱上下底面的圆心，

A ， B ，C ，D均在“浮球”的内壁上，AC，BD 通过“浮球”中心O，且 AD 、BC 均与圆

柱的底面垂直．

（1）设 1O C 与圆柱底面所成的角为 ，试用 表示出防压卡中四边形 1 2O O BC 的面积 ( )f q ，

并写出 的取值范围；

（2）研究表明，四边形 1 2O O BC 的面积越大，“浮球”防压性越强，求四边形 1 2O O BC 面积

取最大值时，点C 到圆柱上底面的距离d ．

8．（2020·江苏苏州·校联考三模）植物园拟建一个多边形苗圃，苗圃的一边紧靠着长度

大于 30m 的围墙．现有两种方案：

方案① 多边形为直角三角形 AEB （ 90AEB  o），如图 1 所示，其中 30mAE EB  ；

方案② 多边形为等腰梯形 AEFB（ AB EF ），如图 2 所示，其中

10mAE EF BF   ．

请你分别求出两种方案中苗圃的最大面积，并从中确定使苗圃面积最大的方案．

9．（2017 秋·湖南邵阳·高三洞口县第一中学阶段练习）已知函数

    ln 1f x x a x a R    .

（1）若 2a  ，求曲线  y f x 在点处的切线 l的方程；

（2）若不等式   2 0f x a   对任意  1, x 恒成立，求实数 a的取值范围.

10．（2023·重庆酉阳·重庆市酉阳第一中学校校考一模）某公司决定采用增加广告投入和

技术改造投入两项措施来获得更大的收益．通过对市场的预测，当对两项投入都不大于



3(百万元)时，每投入 x (百万元)广告费，增加的销售额可近似的用函数
2

1 2 14y x x   (百

万元)来计算；每投入 x(百万元)技术改造费用，增加的销售额可近似的用函数

3 2
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y x x x    (百万元)来计算．现该公司准备共投入 3(百万元)，分别用于广告投

入和技术改造投入，请设计一种资金分配方案，使得该公司的销售额最大． (参考数据：

2 ≈1.41， 3 ≈1.73)

【提升练】

11．（2016·黑龙江大庆·统考一模）已知函数 ( ) ln 1( 0).f x a x a  

（1）当 1a  且 1x  时，证明：
4( ) 3

1
f x

x
 


；

（2）若对 (1, )x e  ， ( )f x x 恒成立，求实数 a的取值范围；

（3）当
1
2

a  时，证明：．

12．（2015·江苏南通·统考一模）某商场为促销要准备一些正三棱锥形状的装饰品，用半

径为10cm的圆形包装纸包装．要求如下：正三棱锥的底面中心与包装纸的圆心重合，

包装纸不能裁剪，沿底边向上翻折，其边缘恰好达到三棱锥的顶点，如图所示．设正三

棱锥的底面边长为 cmx ，体积为 3cmV ．

（1）求V 关于 x 的函数关系式；

（2）在所有能用这种包装纸包装的正三棱锥装饰品中，V 的最大值是多少？并求此时

x 的值．

13．（2023·全国·高三专题练习）蜂房是自然界最神奇的“建筑”之一，如图 1 所示.蜂房结

构是由正六棱柱截去三个相等的三棱锥H ABC ， J CDE ， K EFA ，再分别以 AC ，

CE ，EA为轴将 ACHV ， CEJV ， EAKV 分别向上翻转180，使 H ， J ，K 三点重合为

点S 所围成的曲顶多面体（下底面开口），如图 2 所示.蜂房曲顶空间的弯曲度可用曲率

来刻画，定义其度量值等于蜂房顶端三个菱形的各个顶点的曲率之和，而每一顶点的曲

率规定等于 2π减去蜂房多面体在该点的各个面角之和（多面体的面角是多面体的面的

内角，用弧度制表示）.例如：正四面体在每个顶点有 3 个面角，每个面角是
π
3
，所以

正四面体在各顶点的曲率为
π2π 3 π
3

   .

(1)求蜂房曲顶空间的弯曲度；

(2)若正六棱柱底面边长为 1，侧棱长为 2，设BH x

（i）用 x 表示蜂房（图 2 右侧多面体）的表面积 ( )S x ；



（ii）当蜂房表面积最小时，求其顶点S 的曲率的余弦值.

14．（2023·广东·高三专题练习）某医疗用品生产商用新旧两台设备生产防护口罩，产品

成箱包装，每箱 500 个．

(1)若从新旧两台设备生产的产品中分别随机抽取 100 箱作为样本，其中新设备生产的

100 箱样本中有 10 箱存在不合格品，旧设备生产的 100 箱样本中有 25 箱存在不合格品，

由样本数据，填写完成 2 2 列联表，并依据小概率值 0.01  的独立性检验，能否认为“有

不合格品”与“设备"有关联？

单位：箱

是否有不合

格品

设备

无不合格品 有不合格品 合计

新

旧

合计

(2)若每箱口罩在出厂前都要做检验，如检验出不合格品，则更换为合格品．检验时，先

从这箱口罩中任取 20 个做检验，再根据检验结果决定是否对余下的所有口罩做检验．设

每个口罩为不合格品的概率都为，且各口罩是否为不合格品相互独立．记 20 个口罩中

恰有 3 件不合格品的概率为  f p ，求  f p 最大时 p 的值 0p ．

(3)现对一箱产品检验了 20 个，结果恰有 3 个不合格品，以（2）中确定的 0p 作为 p 的

值．已知每个口罩的检验费用为 0.2 元，若有不合格品进入用户手中，则生产商要为每

个不合格品支付 5 元的赔偿费用．以检验费用与赔偿费用之和的期望为决策依据，是否

要对这箱产品余下的 480 个口罩做检验？

附表：

 0.100 0.05 0.01 0.005 0.001

x 2.706 3.841 6.635 7.879 10.828

附：
2
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 


   
，其中 n a b c d    ．

15．（2023·河北衡水·河北衡水中学校考模拟预测）某公司准备投产一种新产品，经测算，

已知每年生产万件的该种产品所需要的总成本  
3
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xC x x x    （万元），依

据产品尺寸，产品的品质可能出现优、中、差三种情况，随机抽取了 1000



件产品测量尺寸，尺寸分别在，，，，，，（单位：mm ）中，经统计得到的频率分布直方图

如图所示.

产品的品质情况和相应的价格m（元/件）与年产量 x 之间的函数关系如下表所示.

产品品质 立品尺寸的范围
价格m与产量 x 的函数关系

式

优 34m x  

中
3 25
5

m x  

差  25.46,25.54 3 20
5

m x  

以频率作为概率解决如下问题：

（1）求实数 a的值；

（2）当产量 x 确定时，设不同品质的产品价格为随机变量 ，求随机变量 的分布列；

（3）估计当年产量 x 为何值时，该公司年利润最大，并求出最大值.

16．（2022 春·江苏苏州·高二苏州中学校考期末）某企业为确定下一年投入某种产品的

研发费用，需了解年研发费用 x （单位：千万元）对年销售量 y （单位：千万件）的影

响，统计了近 10 年投入的年研发费用 ix 与年销售量 iy （ 1,2, ,10i    ）的数据，得到散

点图如图所示：

（1）利用散点图判断， y a bx  和 dy c x  （其中 c，d 为大于 0 的常数）哪一个更适

合作为年研发费用 x 和年销售量 y 的回归方程类型（只要给出判断即可，不必说明理

由）.

（2）对数据作出如下处理：令 lni iu x ，，得到相关统计量的值如下表：
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根据（1）的判断结果及表中数据，求 y 关于 x 的回归方程；

（3）已知企业年利润 z （单位：千万元）与 x ， y 的关系为
27z y x
e

  （其中

2.71828e  ），根据（2）的结果，要使得该企业下一年的年利润最大，预计下一年应

投入多少研发费用？



附：对于一组数据，  2 2,u v ，，，其回归直线 v u  



的斜率和截距的最小二乘估计分别为µ
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17．（2022·全国·高三专题练习）如图，某生态农庄内有一直角梯形区域 ABCD， //AB CD ，

AB BC ， 3AB  百米，百米．该区域内原有道路 AC ，现新修一条直道 DP （宽度忽

略不计），点 P 在道路 AC 上（异于A ，C 两点），
6

BAC 
  ， DPA   ．

（1）用 表示直道 DP 的长度；

（2）计划在 ADP△ 区域内种植观赏植物，在 CDP△ 区域内种植经济作物．已知种植观

赏植物的成本为每平方百米 2 万元，种植经济作物的成本为每平方百米 1 万元，新建道

路 DP 的成本为每百米 1 万元，求以上三项费用总和的最小值．

18．（2011·江苏·高考真题）请你设计一个包装盒，如图所示，ABCD 是边长为 60cm 的

正方形硬纸片，切去阴影部分所示的四个全等的等腰直角三角形，再沿虚线折起，使得

四个点重合于图中的点 P，正好形成一个正四棱柱形状的包装盒，E、F 在 AB 上是被切

去的等腰直角三角形斜边的两个端点，设 AE=FB=x

（1）若广告商要求包装盒侧面积 S（cm）最大，试问 x 应取何值？

（2）若广告商要求包装盒容积 V（cm）最大，试问 x 应取何值？并求出此时包装盒的

高与底面边长的比值．

【能力练】

19．（2021·福建泉州·统考二模）来公司为了解年宣传费 x (单位：十万元)对年利润 y (单

位：十万元)的影响，统计甲､乙两个地区 5 个营业网点近 10 年的年宣传费和利润相关

数据，公司采用相关指标衡量宣传费是否产生利润效益，产生利润效益的年份用“  ”，

反之用“”号记录.

年份 2011 2012 2013 2014 2015 2016 2017 2018 2019 2020

甲 1        

甲 2        



甲 3        

乙 1     

乙 2     

（1）根据以上信息，填写下而 2 2 列联表，并根据列联表判断是否有 95%的把握认为

宣传费是否产生利润效益与地区有关；

产生利润效益 未产生利润效益 总计

甲地

乙地

总计

（2）现将甲､乙两地相关数据作初步处理，得到相应散点图后，根据散点图分别选择

ŷ a b x  和 lˆ ny c d x  两个模型拟合甲､乙两地年宣传费与年利润的关系，经过数据

处理和计算，得到以下表格信息：

回归方程 残差平方和 总偏差平方和

甲地 0.032 1.021

乙地 ˆ 1.3 1.8lny x  0.142 11.614

根据上述信息，某同学得出“因为甲地模型的残差平方和小于乙地模型的残差平方和，

所以甲地的模型拟合度高于乙地”的判断，根据你所学的统计知识，分析上述判断是否

正确，并给出适当的解释；

（3）该公司选择上述两个模型进行预报，若欲投入 36 万元的年宣传费，如何分配甲､

乙两地的宣传费用，可以使两地总的年利润达到最大.

参考公式：相关指数

 

 

2
1 1

2 1

2

1

ˆ
1

n

i
n

i
i

y y
R

y y






 







附：
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0P K k 0.05 0.025 0.010

0k 3.841 5.024 6.635
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20．（2022·江苏南通·模拟预测）某农业观光区的平面示意图如图所示，其中矩形 ABCD

的长 AB＝2 千米，宽 AD＝1 千米，半圆的圆心 P 为 AB 中点，为了便于游客观光休闲，

在观光区铺设一条由圆弧 AE、线段 EF、FC 组成的观光道路，其中线段 EF 经过圆心

P，点 F 在线段 CD 上（不含线段端点 C，D），已知道路 AE，FC 的造价为每千米 20

万元，道路 EF 造价为每千米 70 万元，设∠APE＝θ，观光道路的总造价为 y 万元．

(1)试求 y 与 θ 的函数关系式 y＝f（θ），并写出 θ 的取值范围；

(2)当 θ 为何值时，观光道路的总造价 y 最小．

21．（2023·全国·高二专题练习）随着网络技术的迅速发展，直播带货成为网络销售的新

梁道.某服装品牌为了给所有带货网络平台分配合理的服装量，随机抽查了 100 个带货

平台的销售情况，销售每件服装平均所需时间情况如下频率分布直方图.

(1)求m的值，并估计出这 100 个带货平台销售每件服装所用时间的平均数 a和中位数；

(2)假设该服装品牌所有带货平台销售每件服装平均所需时间 X 服从正态分布，其中 

近似为 a， 2 100  .若该服装品牌所有带货平台约有 10000 个，销售每件服装平均所需

时间在范围内的平台属于“合格平台”.为了提升平台销售业务，该服装品牌总公司对平台

进行奖罚制度，在时间大于 44.4 分钟的平台中，每个平台每卖一件扣除

 100 0 10
317

s s  ；在时间小于 14.4 分钟的平台中，每卖一件服装进行奖励
3

23
s

元，以资

鼓励；对于“合格平台”每卖一件服装奖励 1 元.求该服装品牌总公司在所有平台均销售一

件服装时总共需要准备多少资金作为本次平台销售业务提升.（结果保留整数）

附：若 X 服从正态分布  2~ ,X N   ，则，，.参考数据： 6 2.45 .

22．（2022·北京西城·校考模拟预测）某艺术品公司欲生产一款迎新春工艺礼品，该礼品

是由玻璃球面和该球的内接圆锥组成，圆锥的侧面用于艺术装饰，如图 1.为了便于设计，

可将该礼品看成是由圆 O 及其内接等腰三角形 ABC 绕底边BC 上的高所在直线 AO旋

转180而成，如图 2.已知圆 O 的半径为10cm，设 BAO   ，0
2
  ，圆锥的侧面

积为 2cmS （S 圆锥的侧面积 RI （R-底面圆半径，I-母线长））

（1）求 S 关于 的函数关系式；

（2）为了达到最佳观赏效果，要求圆锥的侧面积 S 最大.求 S 取得最大值时腰 AB 的长

度



23．（2019·江苏南京·统考一模）某城市在进行规划时，准备设计一个圆形的开放式公园.

为达到社会和经济效益双丰收.园林公司进行如下设计，安排圆内接四边形 ABCD作为

绿化区域，其余作为市民活动区域.其中 ABD 区域种植花木后出售， BCD 区域种植草

皮后出售，已知草皮每平方米售价为 a元，花木每平方米的售价是草皮每平方米售价的

三倍. 若 6BC   km ， 4AD CD= =  km

（1）若 2 7BD   km ，求绿化区域的面积；

（2）设 BCD   ，当 取何值时，园林公司的总销售金额最大. 

24．（2015·江苏·高考真题）某山区外围有两条相互垂直的直线型公路，为进一步改善山

区的交通现状，计划修建一条连接两条公路的山区边界的直线型公路，记两条相互垂直

的公路为 1 2l l， ，山区边界曲线为 C，计划修建的公路为 l，如图所示，M，N 为 C 的两个

端点，测得点 M 到 1 2l l， 的距离分别为 5 千米和 40 千米，点 N 到 1 2l l， 的距离分别为 20

千米和 2.5 千米，以 1 2l l， 所在的直线分别为 x，y 轴，建立平面直角坐标系 xOy，假设曲

线 C 符合函数 2

ay
x b




（其中 a，b 为常数）模型.

（1）求 a，b 的值；

（2）设公路 l 与曲线 C 相切于 P 点，P 的横坐标为 t.

①请写出公路 l 长度的函数解析式 ( )f t ，并写出其定义域；

②当 t 为何值时，公路 l 的长度最短？求出最短长度.

【磨尖练】

25．（2022·全国·高三专题练习）如图，已知边长为 2 的正方形材料 ABCD，截去如图所

示的阴影部分后，可焊接成一个正四棱锥的封闭容器.设 FCB   .

（1）用 表示此容器的体积；

（2）当此容器的体积最大时，求 tan 的值.

26．（2022·全国·高三专题练习）某房地产开发商在其开发的某小区前修建了一个弓形景

观湖．如图，该弓形所在的圆是以 AB 为直径的圆，且 300AB  米，景观湖边界CD 与 AB



平行且它们间的距离为50 2 米．开发商计划从A 点出发建一座景观桥（假定建成的景

观桥的桥面与地面和水面均平行），桥面在湖面上的部分记作 PQ．设 2AOP   ．

（1）用 表示线段 ,PQ 并确定 sin 2 的范围；

（2）为了使小区居民可以充分地欣赏湖景，所以要将 PQ的长度设计到最长，求 PQ的

最大值．

27．（2018·江苏扬州·统考一模）已知一块半径为 r 的残缺的半圆形材料 ABC ，O 为半圆

的圆心，
1
2

OC r ，残缺部分位于过点C 的竖直线的右侧．现要在这块材料上截出一个

直角三角形，有两种设计方案：如图甲，以BC 为斜边；如图乙，直角顶点E 在线段OC

上，且另一个顶点D在»AB  上．要使截出的直角三角形的面积最大，应该选择哪一种

方案？请说明理由，并求出截得直角三角形面积的最大值．

28．（2023 秋·高二课时练习）已知抛物线E ： 2y x 与圆M ： 2 2 2( 4) ( 0)x y r r    相

交于 A B C D， ， ， 四个点． 

  

(1)当 2r  时，求四边形 ABCD面积；

(2)当四边形 ABCD的面积最大时，求圆M 的半径 r 的值．



参考答案：

1．该商品零售价定为每件 30 元，所获利润最大为 23000 元

【分析】先求得 y 的表达式，然后结合导数求得 y 的最大值.

【详解】依题意      220 20 8300 170y p Q p p p       

 3 2150 11700 166000 20p p p p      ,

  ' 23 300 11700 3 30 130y p p p p        ，

所以当 20 30p  时， ' 0y ，函数递增；当 30p  时， ' 0y ，函数递减.

所以当 30p  时，

y 取得极大值也即是最大值 3 230 150 30 11700 30 166000 23000       元.

2．（1）W＝

318.1 10,0 10
30

100098 2.7 , 10
3

x x x

x x
x

    


       

；（2）9 千件.

【分析】（1）根据题意，结合已知条件，即可容易求得结果；

（2）由（1）中所求函数解析式，分段考虑函数最值，注意利用导数即可.

【详解】（1）由题意得

W＝

2

2

110.8 2.7 10,0 10
30

108 1000 2.7 10, 10
3

x x x x

x x x
x x

        

        

即 W＝

318.1 10,0 10
30

100098 2.7 , 10
3

x x x

x x
x

    


       

（2）①当 0＜x≤10 时，W＝8.1x－
1
30

x3－10，

则 W′＝8.1－
1

10
x2＝

281
10

x
＝

(9 )(9 )
10

x x 
，

因为 0＜x≤10，所以当 0＜x＜9 时，W′＞0，则 W 递增；

当 9＜x≤10 时，W′＜0，则 W 递减.

所以当 x＝9 时，W 取最大值
193

5
＝38.6 万元.

②当 x＞10 时，

W＝98－
1000 2.7

3
x

x
  
 

≤98－2 1000 2.7
3

x
x

 ＝38.



当且仅当
1000

3x
＝2.7x，即 x＝

100
9

时等号成立.

综上，当年产量为 9 千件时，该企业生产此产品所获年利润最大.

【点睛】本题考查函数模型的应用，涉及利用导数求利润的最大值，属基础题.

3．长为 2 m，宽为 1m，高为
3
2

m 时，体积最大，最大体积为 3 3m

【分析】设出长方体的宽为 x m，表达出长方体的长和高，从而体积 3 26 9V x x   ，并根据长宽高均大于

0，求出
30
2

x  ，求导后得到 3 26 9V x x   的单调性和极值，最值情况，并确定此时的长、宽、高.

【详解】设长方体的宽为 x m，则长方体的长为 2x m，故长方体的高为
18 12 9 3

4 2
x x    

 
m，

由

0
2 0
9 3 0
2

x
x

x


 




  


，解得：
30
2

x  ，

设长方体的体积为V ，

故
3 292 3 6 9

2
V x x x x x        

 
，

30
2

x 

则 218 18V x x    ，

令 218 18 0V x x     ，解得：0 1x  ，

令 218 18 0V x x     ，解得：
31
2

x  ，

故 3 26 9V x x   在0 1x  上单调递增，在
31
2

x  上单调递减，

故 3 26 9V x x   在 1x  处取得极大值，也是最大值，最大值为 6 9 3V     3m ，

此时长为 2 2x  m，宽为 1m，高为
9 33
2 2

x  m.

4．（1）证明见解析；（2）
6
  时，观光专线的修建总成本最低，理由见解析.

【解析】（1）先由题意得到
4

CAP     ，所以»CP 4
   ，得出观光专线的总长度，再由导数的方法判

定其单调性，即可证明结论成立；

（2）设翻新道路的单位成本为  0a a  ，总成本为  g  ，由（1），根据题中条件，得到，0
4
  ，对其

求导，根据导数的方法求出最值，即可得出结果.

【详解】（1）由题意，
4

CAP     ，所以»CP 4
   ，

又 cos 1 cosPQ AB AP      ，



所以观光专线的总长度，

因为当0
4
  时，，

所以  f  在上单调递减，即观光专线的总长度随 的增大而减小.

（2）设翻新道路的单位成本为  0a a  ，总成本为  g  ，

由题意可得，   2 2cos 2cos 2
4 4

g a a                   
   

，0
4
  ，

   1 2sing a     ，令   0g   ，得
1sin
2

  ，

因为0
4
  ，所以

6
  ，

当0
6
  时，   0g   ，当

6 4
   时，   0g   .

所以，当
6
  时，  g  最小.

故当
6
  时，观光专线的修建总成本最低.

【点睛】思路点睛：

导数的方法求函数最值的一般思路：

（1）先对函数求导，根据导数的方法判定函数在给定区间的单调性；

（2）由函数在给定区间的单调性，即可求出最值.

5．（1）10(2 3 3)
3

cm
（2） 3500

27
cm

【分析】（1）先设 1A D x ，得到 1 1,AD A B ，根据
1 1

1

3A B
A D

 ，即可求出结果；

（2）先由（1）得到 1 1 10 2 3 0A B x   ，
5 30

3
x  ，表示出三棱柱的体积 21 3( ) (10 2 3 )

2 2
V x x x    ，

用导数的方法求出其最值即可.

【详解】（1）设 1A D x ，则 3AD x ，

1 1 10 2 3A B x  .

因为 1 1

1

10 2 3 3A B x
A D x


  ，

所以
10(2 3 3) ( )

3
x cm

 .

答：该三棱柱的高为
10(2 3 3)

3
cm .



（2）因为 1 1 10 2 3 0A B x   ，所以
5 30

3
x  .

三棱柱的体积 21 3( ) (10 2 3 )
2 2

V x x x   

 3 2 5 33 3 10 3 25 0
3

x x x x
 

      
 

，

所以  2( ) 3 9 20 3 25V x x x    3(3 3 5)( 3 5)x x   .

因为当
5 30

9
x  时， ( ) 0V x  ， (x)V 单调递增，

当
5 3 5 3

9 3
x  时， ( ) 0V x  ， (x)V 单调递减，

所以
5 3

9
x  时，  3

max
500( )
27

V x cm .

答：该三棱柱的体积为
3500

27
cm .

【点睛】本题主要考查函数的模型，以及导数的应用，熟记导数的方法求函数的最值即可，属于常考题型.

6．315 万元

【详解】解： 每月生产 x 吨时的利润为

𝑓(𝑥) = (24200 ―
1
5𝑥2)𝑥 ― (50000 + 200𝑥) = ―

1
5𝑥3 + 24000𝑥 ― 50000(𝑥 ≥ 0)

由𝑓′(𝑥) = ―
3
5𝑥2 + 24000 = 0，解得𝑥1 = 200,𝑥2 = ―200(舍去)

∵ 当0 < 𝑥 < 200时，𝑓′(𝑥) > 0, ∴ 𝑓(𝑥)在(0,200)单调递增
∴ 𝑥 > 200时，𝑓′(𝑥) < 0, ∴ 𝑓(𝑥)在(200, + ∞)单调递减

故𝑥 = 200就是最大值点，且最大值𝑓(200) = ―
1
5 × 2003 + 24000 × 200 ― 50000 = 3150000(元).

所以每月生产 200 吨产品时，利润达到最大，最大利润为 315 万元.

答：每月生产 200 吨产品时利润达到最大，最大利润为 315 万元.

7．（1） ( ) 36 36f sin cos cosq q q q+= ，其中 的取值范围是（2）四边形 1 2O O BC 面积取最大值时，点C 到圆柱上

底面的距离为3cm.

【分析】（1）先证明 1 2 / /O O BC ，又因为 1 2O O BC¹ ，则四边形 1 2O O BC 是梯形，用 1O C 与圆柱底面所成的角

来表示梯形的上底、下底和高，根据梯形面积公式即可求得四边形 1 2O O BC 面积；

（２）由（1）得四边形 1 2O O BC 面积的解析式  f  ，对函数  f  求导，判断单调性，求出极值点，由此得

出点C 到圆柱上底面的距离d .

【详解】解:（1）因为 1 2O O、 分别是圆柱上、下底面的圆心,所以 1 2O O 与圆柱的底面垂直；

因为BC 与圆柱的底面垂直,所以 1 2 / /O O BC ；



在梯形 1 2O O BC 中, 1 2 6O O ＝  , , 

设梯形的高 1 6O H cosq= ；

所以梯形 1 2O O BC 的面积为

( )1 2 1
1( )
2

f O O BC O Hq = + ´  

1 [6 (12sin 6)] 6cos
2

q q= ´ + + ´

36sin cos 36cosq q q= +

其中 的取值范围是；

（2）由（1）得 ( ) 36 36f sin cos cosq q q q+= ,

( ) ( ) ( ) ( )' 236 2 1 36 2 1 1f sin sin sin sinq q q q q+ - +=- ﹣ = ﹣ ,

令  ' 0f   ,解得
1sin
2

   或 sin 1   （不合题意,舍去）；

又 0,
2
   

 
,所以

6
   ；

列表如下；


6
 ,

6 2
  

 
 

f′(θ)  0

f′(θ) 单调增 极大值 单调减

所以当
6
  时,  f  取得极大值,即是最大值,此时

16 6 3
2

d sin  ＝ ＝ ；

所以四边形 1 2O O BC 面积取最大值时,点C 到圆柱上底面的距离为 3d cm＝ ．

【点睛】本题考查有参数表示四边形的面积，以及利用导数求极值的实际应用，属于中档题.

8．方案①，②苗圃的最大面积分别为
2 2225 ,75 3

2
m m ，建苗圃时用方案②，且 3

BAE 
 

【详解】试题分析：方案① 多边形为直角三角形，已知两边之和为定值，求两边之积最大值，这可利用基

本不等式求解：设 AE x ，则  1
1 30
2

S x x     2
301

2 2
x x  

  
 

225
2

 （当且仅当 15x  时，“=”成立）．方

案② 多边形为等腰梯形，利用梯形面积公式得函数关系式，据题意可设角 BAE   为自变量，

 2 100sin 1 cos , 0,
2

S        
 

，再利用导数求其最值：当
3
  时，  2 max

75 3S 



．最后比较最值大小，确定方案.

试题解析：解：设方案①，②中多边形苗圃的面积分别为 1 2,S S ．

方案①设 AE x ，则  1
1 30
2

S x x     2
301

2 2
x x  

  
 

225
2

 （当且仅当 15x  时，“=”成立）．

方案②设 BAE   ，则  2 100sin 1 cos , 0,
2

S        
 

．

由得，
1cos
2

  （ cos 1   舍去）

因为 0,
2
   

 
，所以

3
  ，列表：

所以当
3
  时，  2 max

75 3S 

因为
225 75 3
2

 ，所以建苗圃时用方案②，且 3
BAE 

  ．

答：方案①，②苗圃的最大面积分别为
2 2225 ,75 3

2
m m ，建苗圃时用方案②，且 3

BAE 
 

考点：利用基本不等式求最值，利用导数求最值

9．（1） 3 0x y   ；（2）.

【详解】试题分析：（1）求导得   1'f x a
x

  ，利用导数求得斜率为  ' 1 1k f a   ，而切点，由此求得切

线方程，分别令 0, 0y x  ，求得 0 0
1, 1
1

ax y a
a


   


，代入 2 2

0 0

1 1
x y

 后利用二次函数求最值的方法求得当

2a  时有最小值，由此求得切线方程为 3 0x y   ；（2）构造函数      2 ln 1 2g x f x a x a x a      ，

利用  g x 的导数，讨论函数  g x 的单调区间与最值，由此求得实数 a的取值范围是.

试题解析：

（1）   1'f x a
x

  ,切线斜率  ' 1 1k f a   ，切点为，所以切线 l的方程为   2 1 1y a a x    ，分别令 

0, 0y x  ，得切线与 x 轴， y 轴的交点坐标为，，当
1 4 2

1 2 5 5a


  
 

，

即
3
2

a  时， 2 2
0 0

1 1
x y

 取得最小值，但 1a  且 a N  ，所以当 2a  时， 2 2
0 0

1 1
x y

 取得最小值.此时，切线 l的

方程为   4 1 2 1y x    ，即 3 0x y   .

（2）设      2 ln 1 2g x f x a x a x a      ，则   1 1' axg x a
x x


    ，①当 0a  时，因为



     1, , ' 0,x g x g x     在上单调递增，    1 0, 0g x g a     不符合题意.②

当
10 1
a

  ，即 1a  时，  

1
1' 0

a x
ax ag x

x x

        
在上恒成立，  g x 在

上单调递减，于是    1 0, 1g x g a    满足题意.③当
1 1
a

 ，即时,由  ' 0g x  ,可得
11 x
a

  ，由

 ' 0g x  ,可得
1x
a

 ，  g x 在
11,
a

 
 
 

上单调递增，在
1 ,
a

  
 

上单调递减，  1 1 0g g
a

    
 

， 0 1a  

不符合题意.综上所述，实数 a的取值范围是.

考点：导数与切线，导数与不等式.

【方法点晴】本题主要考查利用导数求解有关切线的问题，考查利用导数研究不等式的方法，考查分类讨

论的数学思想.第一步根据题意，先利用函数  f x 的导数，利用切点和斜率，求出切线方程，这个方程是含

有参数 a的，需要用一个方程将其解出，故令 0, 0x y  求出 0 0,x y ，代入题目所给要求最小值的式子，利

用最小值求出参数 a的值.

10．当该公司用于广告投入 1.27(百万元)，用于技术改造投入 1.73(百万元)时，公司将有最大的销售额．

【分析】根据条件，列出销售额增加值的函数关系式，再利用导数求得单调性及最值，分析即可得答案.

【详解】设 3 百万元中技术改造投入为 x(百万元)，广告费投入为 3-x(百万元)，则广告收入带来的销售额增

加值为-2(3-x)2＋14(3-x)(百万元)，技术改造投入带来的销售额增加值为
3 21 2 5

3
x x x   (百万元)，

所以，投入带来的销售额增加值
2 3 2( ) 2(3 ) 14( 1 2 5

3
3 ) xx x xF x x      

整理上式得
3( ) 3 241

3
xF x x  ，

因为 2( ) 3F x x    ，令 ( ) 0F x  ，解得 3x  或 3x   (舍去)，

当 [0, 3)x  时， ( ) 0F x  ， ( )F x 为增函数，

当 ( 3,3]x  时， ( ) 0F x  ， ( )F x 为减函数，

所以当 3 1.73x   时， ( )F x 取得最大值．

所以，当该公司用于广告投入 1.27(百万元)，用于技术改造投入 1.73(百万元)时，公司将有最大的销售额．

11．（1）证明见解析；（2） ；（3）证明见解析.

【详解】试题分析：（1）当 且 时，构造函数 ，利用函数单调性和导数之

间的关系即可证明： ；（2



）根据函数最值和函数导数之间的关系将不等式恒成立问题进行转化，求实数 的取值范围；（3）根据函数

的单调性的性质，利用放缩法即可证明不等式．

试题解析：（1）证明：要证 ，即证 ，

令 则

∴ 在 单调递增， ，

∴ ，即 成立．

（2）解法一：由 且 可得

令

由（1）知

∴ 函数 在 单调递增，当 时，

∴ ．

【解法二】：令 ，则 ，

当 时， ，函数 在 上是增函数，有 ，

当 时，∵函数 在 上递增，在 上递减，

对 ， 恒成立，只需 ，即 ．

当 时，函数 在 上递减，对 ， 恒成立，只需 ，

而 ，不合题意，

综上得对 ， 恒成立， ．

【解法三】：由 且 可得

由于 表示两点 , 的连线斜率，



由图象可知 在 单调递减，
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