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第三章 运输问题 

在生产实际中，经常需要将某种物资从一些产地运往一些销地，因而存在如何

调运使总的运费最小的问题。这类问题一般可用线性规划模型来描述，当然可以用

单纯形法求解。但由于其模型结构特殊，学者们提供了更为简便和直观的解法—-表

上作业法。此外,有些线性规划问题从实际意义上看，并非运输问题，但其模型结构

类似运输问题，也可以化作运输问题进行求解。 

第一节 运输问题及其数学模型 

首先来分析下面的问题。 

例 3。1  农产品经销公司有三个棉花收购站，向三个纺织厂供应棉花。三个收

购站 A
 1
、A

2
、A

3
的供应量分别为 50kt、45kt和 65kt，三个纺织厂 B

1
、B

2
、B

3
的

需求量分别为 20kt、70kt和 70kt。已知各收购站到各纺织厂的单位运价如表 3-1所

示（单位：千元/kt)，问如何安排运输方案，使得经销公司的总运费最少? 

表 3-1 

纺织厂 

收购站 
B

1 
B

2 
B

3 

A
1 

A
2 

A
3 

4 

6 

2 

8 

3 

5 

5 

6 

7 

 

设 x
ij
表示从 A

i
运往 B

j
的棉花数量，则其运输量表如下表所示。 

表 3—2 

纺织厂 

收购站 
B

1 
B

2 
B

3 
供应量(kt） 

A
1 

A
2 

A
3 

x
11
 

x
21
 

x
31 

x
12
 

x
22
 

x
32 

x
13
 

x
23
 

x
33 

50 

45 

65 

需求量（kt） 20 70 70 160 

 

由于总供应量等于总需求量，因此，一方面从某收购站运往各纺织厂的总棉花

数量等该收购站的供应量，即 

x
11
+x

12
+x

13 
= 50 

x
21
+x

22
+x

23 
= 45 

x
31
+x

32
+x

33 
= 65 
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另一方面从各收购站运往某纺织厂的总棉花数量等该纺织厂的需要量,即 

x
11
+x

21
+x

31 
= 20 

x
12
+x

22
+x

32 
= 70 

x
13
+x

23
+x

33 
= 70 

因此有该问题的数学模型为 

min f= 4x
11
+8x

12
+5x

13
+6x

21
+3x

22
+6x

23
+2x

31
+5x

32
+7x

33
 

x
11
+x

12
+x

13 
= 50 

x
21
+x

22
+x

23 
= 45 

x
31
+x

32
+x

33 
= 65 

x
11
+x

21
+x

31 
= 20 

x
12
+x

22
+x

32 
= 70 

x
13
+x

23
+x

33 
= 70 

                    x
ij
≥0，i=1，2，3；j=1，2，3 

生产实际中的一般的运输问题可用以下数学语言描述。 

已知有 m 个生产地点 A
i
，i=1，…，m ，可供应某种物资,其供应量(产量)为 a

i
，

i=1，…，m ；有 n 个销售地点 B
j
,j=1，…，n， 需要该种物资，其需要量(销量）为

b
j
，j=1,…，n； 从 A

i
到 B

j
运输单位物资的运价(单价）为 c

ij
； 设Σa

i
=Σb

j
，这些

数据可汇总于如下产销平衡表,现要制定一个使总运费最小的调运方案。 

表 3—3  运输问题产销平衡表 

销 地 

产地 
B

1 
B

2
 … B

n
 产量 

A
1 

c
11 

c
12
 … c

1n
 a

1 

A
2
 c

21
 c

22
 … c

2n
 a

2
 

… … … … … … 

A
m
 c

m1
 c

m2
 … c

mn
 a

m
 

销量 b
1 

b
2
 … b

n
 

Σa
i
 

Σb
j
 

若用 x
ij
表示从 A

i
到 B

j
的运量，在产销平衡的条件下，要求得总运费最小的调

运方案，其数学模型如下（模型 Y) 
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该模型中，包含了 m ×n个变量，（m+n ）个约束条件,且有特殊结构的系数矩阵,

即 

  
mnmmnn
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上述矩阵的列向量可用 p
ij
来描述,显然 p

ij
中除第 i个元素和第 m+j 个元素为 1

以外，其余元素均为 0。 

第二节 表上作业法 

一、运输问题数学模型的基本概念 

对于运输问题的数学模型（模型 Y）有如下定理。 

定理 3.1  运输问题的数学模型必有最优解。 

首先,运输问题一定有可行解；而任何单位运价 c
ij
≥0,因此对于任一可行解必有

目标函数值大等于零，即目标函数有下界。因此,对于极小化的运输问题必有最优解。 

定理 3.2  运输问题约束方程系数矩阵 A 的秩为 m+n －1，即 R（A)=m+n －1. 

由定理 3。1可知，我们在求解运输问题时就不需要进行无最优解的判别；另外

从定理 3.2 可知，运输问题任一基可行解的非零分量的个数不能多于 m+n －1，或者

说基变量的个数为 m+n －1。 

定义 3。1(闭回路的定义）  在运输问题的调运表中，凡能排成 x
i1j1

，x
i1j2

，

x
i2j3

，…,x
isjs
，x

isj1
形式的变量集合,称为一个闭回路,其中诸变量称为该闭回路的顶点. 

下表中即为两个闭回路。 

     表 3—4 

 B
1 

B
2 

B
3 

B
4 

B
5 

B
6 

B
7 

A
1 

x
11 

x
12 x

13 
x
14 

x
15 

x
16 x

17 

A
2 

x
21 

x
22 

x
23 x

24 
x
25 x

26 
x
27 

A
3 

x
31 x

32 
x
33 

x
34 

x
35 

x
36 x

37 

闭回路 1:x
11
，x

12
，x

22
，x

23
，x

33
,x

31
,x

11
; 

闭回路 2：x
15
，x

16
,x

36
，x

37
，x

27
，x

25
，x

15
; 
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闭回路有如下特点：①每个顶点都是转角；②每行或每列只有且仅有两个顶点；

③每个顶点的连线都是水平的或垂直的。 

定理 3.3  运输问题 m+n －1 个变量 x
i1j1

，x
i2j2

,…，x
isjs
（s=m+n －1）构成某一

基可行解的基变量的充要条件是:不包含以这些变量为顶点的闭回路。 

该定理能帮助我们简便地求出基可行解或判别某一可行解是否为基可行解。 

二、表上作业法 

和一般线性规划一样，运输问题的最优解也一定可以在其基可行解中找到.类似

于单纯形法，表上作业法仍然需要解决如下问题: 

(1）确定初始基可行解 

（2）最优解的判定; 

（3）基可行解的转换。 

（一)初始基可行解的确定 

确定初始基可行解的方法很多,如最小元素法、伏格尔法、西北角法等。这里仅

介绍既常用又简便的方法—-最小元素法. 

这种方法的基本思想就是就近供应,即从单位运价表中最小的运价开始确定供

销关系，然后次小。一直到求出初始基可行解为止。结合例 3.2，给出最小元素法的

具体步骤。 

例 3。2  设有某物资从 A
1
，A

2
，A

3
处运往 B

1
，B

2
，B

3
，B

4
四个地方，各处供

应量、需求量及单位运价见下表。问应如何安排运输方案，才能使总运费最少？ 

               表 3—5 

销 地 

产地 
B

1 
B

2
 B

3 
B

4
 产量 

A
1 

3
 

7 6 4 50 

A
2
 2 4 3 3 20 

A
3
 8 3 8 9 30 

销量 40
 

20 15 25 
100 

100 

(1)列出如表 3—6所示的调运表（包括单价、产量与销量）； 

（2）在调运表中找出一个单位运价最小的格子，在相应的运量位置上填上尽可

能大的数(必须满足约束条件). 

如表 3—6 中，单位运价 c
21
=2 为最小，这样在 c

12
所在格子相应运量位置上填

上尽可能大的数 20（满足 A
2
产量为 20 的约束条件); 

(3）在填有数字的格子所在行或者列运量应该为 0 的位置上打“×"，（即表示

该运量为 0，相应的变量为非基变量）且只能在行或列的方向上打“×"，不能同时

在两个方向上打“×”; 
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如第 2行第 1 个填有运量为 20 的格子,由于 A
2
的供应量已全部用完，因此，该

行的其它格子的运量应全部为零，这样在相应的运量位置上打“×”。 

（4)在没有填数，也未打“×”的格子重复上述（2）、（3）步; 

（5）最后剩下的一行或列只能填数,不能打“×”。 

                  表 3—6 

销 地 

产地 
B

1 
B

2
 B

3 
B

4
 产量 

A
1 

 20 
 

× 
 

5 
 

25 50 
3 7 6 4 

A
2
 

 
20 

 
× 

 
× 

 
× 20 

2 4 3 3 

A
3
 

 
× 

 
20 

 
10 

 
× 30 

8 3 8 9 

销量 40
 

20 15 25  

表中给出的 x
11
=20，x

13
=5，x

14
=25,x

21
=20，x

32
=20，x

33
=10，其它 x

ij
=0，显然是

该运输问题的一个可行解,同时，调运表中不包含以这些非零变量为顶点的闭回路。

因此,该可行解就是该运输问题的一个基可行解。更一般地,可以证明，由最小元素法

给出的可行解就是运输问题的一个基可行解。 

(二)最优解的判定 

最优解的判定，通常有两种方法，即闭回路法和位势法。 

1．闭回路法 

在表 3-6所描述的调运表中,任一非基可变量都可以作出这样的闭回路：该闭回

路以选定的非基变量为第一个顶点，其余的顶点都是基变量。可以证明，对于任一

非基变量，这样的闭回路只有唯一一条。 

在这样的闭回路上,可以对调运方案进行调整，而能使调运方案仍然满足所有约

束条件,即满足产销平衡的要求。例如,对表 3—6 中非基变量 x
12
作闭回路,如表 3—7。 

                表 3—7 

销 地 

产地 
B

1 
B

2
 B

3 
B

4
 产量 

A
1 

 20 
   5  

25 50 
3 7 6 4 

A
2
 

 
20 

 
   

 
 

 
 20 

2 4 3 3 

A
3
 

 
 

  

20 

 
10 

 
 30 

8 3 8 9 

销量 40
 

20 15 25  
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在表中所示的闭回路上,为满足产销平衡条件，若要使 x
12
增加 1 个单位运量，

x
13
就必须减少 1个运量，同理 x

33
必须增加 1个运量，x

32
必须减少 1个运量. 

再来观察这样调整后，目标函数的变化。x
12
增加 1个单位运量,则运费增加 7个

单位,x
13
减少 1 个单位运量，则运费减少 6 个单位，x

33
增加 1 个单位运量，则运费

增加 8个单位，x
32
减少 1个单位运量，则运费减少 3个单位。这样，调整后目标函

数总的变化量为：7－6 + 8－3=6，即目标函数增加 6个单位。因此，以上的调整是

不合算的,即上 x
12
为非基变量的选择是正确的。 

这种在闭回路上进行的 1 个单位运量的调整所得到的目标函数值的变化量，实

际上是相应非基变量的检验数.如上述 x
12
的检验数 σ

12
=6。,由于运输问题为极小化，

所以若所有的非基变量的检验数大等于零，则表中的基可行解就是最优解,否则,就要

进行基可行解的转换. 

对表 3—6中，所有非基变量的检验数计算如下： 

     表 3—8 

非基变量 闭回路 检验数 

x
12
 

x
22
 

x
23
 

x
24
 

x
31
 

x
34 

x
12
→x

13
→x

33
→x

32
→x

12
 

x
22
→x

21
→x

11
→x

13
→x

33
→x

32
→x

22 

x
23
→x

21
→x

11
→x

13
→x

23
 

x
24
→x

21
→x

11
→x

14
→x

24
 

x
31
→x

11
→x

13
→x

33
→x

31 

x
34
→x

33
→x

13
→x

14
→x

34
 

6 

4 

－2 

0 

3 

3 

 

x
23
的检验数σ

23
=－2〈0,故表 3—6中的基可行解不是最优解。 

2．位势法 

当运输问题变量个数较多时，闭回路法计算比较烦琐，此时位势法更为简便。 

对于运输问题 

min f=CX 

AX=b 

X≥0 

设 B 为其一可行基，则相应的基可行解的各变量的检验数可用下式计算，即 

σ
ij
 = c

ij
－C

B
B -1p

ij
 

又运输问题的对问题为 

ma x z=Yb 

YA ≥C 

Y 无限制 

其中,Y=(u
1
,…，u

m
，v

1
，…，v

n
）为对偶变量，其中的各分量分别对应 m+n 个条件. 

根据对偶理论有       Y= C
B
B -1 

因此有               σ
ij
 = c

ij
－Yp

ij
 

又因为,p
ij
中除第 i个元素和第 m+j 个元素为 1以外，其余元素均为 0，即 p

ij
=e

i
+e

m+j
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所以有 

σ
ij
 = c

ij
－Yp

ij
= c

ij
－（u

1
,…,u

m
，v

1
，…，v

n
）p

ij
 

                   =c
ij
－（u

i
+v

j
） 

而所有基变量的检验数等于零，因此有 

c
ij
－（u

i
+v

j
）= 0        

即              u
i
+v

j
 = c

ij
           （i，j）∈I（基变量下标集) 

由于 u
i
对应与调运表中的第 i行，称其为第 i行的行位势；v

j
对应与调运表中的

第 j列，称其为第 j列的列位势； 

位势法的具体办法如下： 

（1）在调运表中,对于每一个基变量都按公式 u
i
+v

j
 = c

ij
列出一个位势方程,形成

位势方程组; 

（2)任决定其中一个位势的数值，然后求出其它位势的数值； 

(3)按公式σ
ij
 =c

ij
－(u

i
+v

j
）计算非基变量的检验数，若所有非基变量的检验数均

大等于零,则调运表中的基可行解就是最优解，否则不是最优解； 

下面用位势法对表 3—6中的基可行解进行最优性检验。 

 

              表 3—9 

销 地 

产地 
B

1 
B

2
 B

3 
B

4
 产量 行位势 

A
1 

 20 
 

 
 

5 
 

25 50 u
1
 

3 7 6 4 

A
2
 

 
20 

 
 

 
 

 
 20 u

2
 

2 4 3 3 

A
3
 

 
 

 
20 

 
10 

 
 30 u

3 8 3 8 9 

销量 40
 

20 15 25 
 

列位势 v
1 

v
2
 v

3 
v
4 

 

位势方程组为 

u
1
+v

1
=3 

u
1
+v

3
=6 

u
1
+v

4
=4 

u
2
+v

1
=2 

u
3
+v

2
=3 

u
3
+v

3
=8 

取 u
1
=0，解上述方程组得 

   u
1
=0 

     u
2
=－1 

   u
3
=2 

 

v
1
=3 

v
2
=1 

v
3
=6 

v
4
=4

各非基变量的检验数为 



 第三章——8 

σ
12 
=c

12
－（u

1
+v

2
）=7－(0+1）= 4>0 

σ
22 
=c

22
－（u

2
+v

2
）=4－（－1+1）= 2〉0 

σ
23 
=c

23
－（u

2
+v

3
）=3－（－1+6)= －2<0 

σ
24 
=c

24
－（u

2
+v

4
）=3－（－1+4）= 0 

σ
31 
=c

31
－（u

3
+v

1
）=8－（2+3）= 3〉0 

σ
34 
=c

34
－（u

3
+v

4
）=9－（2+4)= 3>0 

由于 σ
23 
=－2〈0，故表中基可行解不是最优解。 

（三）基可行解的转换 

当调运表中,仍然有非基变量的检验数为负,则说明问题还没有得到最优解,需要

进行基可行解的转换。具体办法为： 

(1）以某一个σ
ij 
<0(若有多个则取最小者）对应的变量 x

ij
作为进基变量; 

（2）以所选的 x
ij
为第一个顶点作闭回路，该闭回路除 x

ij
外，其余顶点都是基

变量，并排序; 

(3）以顺序为偶数的顶点的基变量最小值 min｛（x
ij
)
k
｜k为偶数｝作为调整量，

在顺序为奇数的顶点上加上该调整量，在顺序为偶数的顶点上减去该调整量，即可

得到新的基可行解. 

这里对表 3—6中的基可行解进行转换. 

由于 σ
23 
=－2〈0，故以 x

23
为进基变量,并以 x

23
为第一个顶点作闭回路，如表 3

—10。 

 

             表 3—10 

销 地 

产地 
B

1 
B

2
 B

3 
B

4
 产量 

A
1 

 
20  

 
 5  

25 50 
3 7 6 4 

A
2
 

 20  
 

 
x
23
 

 
 20 

2 4 3 3 

A
3
 

 
 

 
20 

 
10 

 
 30 

8 3 8 9 

销量 40
 

20 15 25  

 

该闭回路上，偶数顶点上的基变量最小值为 5,以该调整量进行调整得到如表 3

—11的新的基可行解。 
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             表 3—11 

销 地 

产地 
B

1 
B

2
 B

3 
B

4
 产量 

A
1 

 25 
 

 
 

 
 

25 50 
3 7 6 4 

A
2
 

 
15 

 
 

 
5 

 
 20 

2 4 3 3 

A
3
 

 
 

 
20 

 
10 

 
 30 

8 3 8 9 

销量 40
 

20 15 25  

 

新基可行解的位势方程组为 

u
1
+v

1
=3 

u
1
+v

4
=4 

u
2
+v

1
=2 

u
2
+v

3
=3 

u
3
+v

2
=3 

u
3
+v

3
=8 

取 u
1
=0,解上述方程组得

   u
1
=0 

     u
2
=－1 

   u
3
=4 

 

v
1
=3 

v
2
=－1 

v
3
=4 

v
4
=4 

各非基变量的检验数为 

σ
12 
=7－（0－1）= 8>0 

σ
13 
=6－（0+4）= 2>0 

σ
22 
=4－（－1－1)= 6〉0 

σ
24 
=3－（－1+4）= 0 

σ
31 
=8－(4+3）= 1>0 

σ
34 
=9－（4+4)= 1>0 

由于所有非基变量的检验数均大等于零，故从表 3-11中得到最优解为 

x
11
=25，x

14
=25,x

21
=15,x

23
=5,x

32
=20,x

33
=10,其它 x

ij
=0 

最优目标值为 

f*=3×25+4×25+2×15+3×5+3×20+8×10=360 

此外，由于σ
24 
= 0，故此问题有另一最优基可行解。具体求法是在表 3—11中，

以 x
24
为进基变量作闭回路，进行调整后得到。 

由上面分析可知，表上作业法的实质是单纯形方法用于求解运输问题这样一类

特殊形式线性规划问题的简化，因而也称它为运输单纯形法. 

最后总结表上作业法的解题步骤。 

（1)编制调运表（包括产销平衡表及单位运价表）； 

（2）正在调运表上求出初始基可行解; 

（3)用位势法或闭回路法计算非基变量的检验数。若所有非基变量的检验数≥

0，则已得到问题的最优解，停止计算。否则转下一步； 

（4）选取小于 0 的检验数中的最小者对应的变量作为进基变量，用闭回路法进
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行基可行解的转换,得到新的基可行解，转(3）。 

第三节  产销不平衡的运输问题及其求解 

对于产销平衡的问题可用表上作业法求解，但对于产销不平衡的问题则需要进

行处理，将其化成平衡问题,才能用表上作业法求解。 

一、产大于销 

产大于销的运输问题的特征是Σa
i 
〉Σb

j
，其数学模型为： 


































 

njmix

njbx

miax

xcf

ij

m

i
jij

n

j
iij

m

i

n

j
ijij

,,1;,,1,0

,1

,,1

min

1

1

1 1






 

解此类问题可假想一个销地 B
n+1

，其需要量为:b
n+1

=Σa
i 
－Σb

j
；若用 x

i，n+1
表

示从 A
i
到 B

n+1
的运量， 可令 c

i,n+1
=0 或等于第 A

i
产地储存单位物资的费用。 因为

x
i,n+1

实际上表示 A
i
产地没有运出去而库存的物资数量。经处理后,问题变成了产销平

衡的运输问题，其数学模型为： 










































1,,1;,,1,0

1,1

,,1

min

1

1

1

1

1

1

njmix

njbx

miax

xcf

ij

m

i
jij

n

j
iij

m

i

n

j
ijij






 

这样，m 个产地、n 个销地的不平衡运输问题，转化成了 m 个产地、n+1 个销

地的平衡运输问题，此时可用表上作业法求解。在用最小元素法求解该类问题初始

基可行解时，若某列的运价全为零时，则该列最后考虑。 
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