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高频考点一：椭圆中最值问题

典型例题

例题 1．（2023·河南洛阳·洛宁县第一高级中学校考模拟预测）已知椭圆  
2 2

2 2 1 0   
x yC a b
a b

： 的左，

右顶点分别为 A， B ，左焦点为 ( 3,0)F  ,点
1( 3, )
2

在椭圆上．

(1)求C 的方程；

(2)设直线 l与C 交于不同于 B 的 M ， N 两点，且 BM BN ，求 | | | |BM BN 的最大值．

【答案】(1)
2

2 1
4
x y 

(2)
32
25



【详解】（1）依题意得 2 2

2 2 2

3
3 1 1

4

c

a b
a b c

 

  


 

，解得 2 4a  ， 2 1b  ，

所以 C 的方程为
2

2 1
4
x y  .

（2）由题意知，直线 l 的斜率不为 0，

则不妨设直线 l 的方程为 ( 2)x my t t   ，

联立，消去 x 得 2 2 2( 4) 2 4 0m y mty t     ，

2 2 2 24 4( 4)( 4) 0m t m t      ，化简整理得 2 24m t  ，

设 1 1( , )M x y ，，则 1 2 2
2

4
mty y

m
  


，

2

1 2 2

4
4

ty y
m





，

因为BM BN ，所以，

因为 (2, 0)B ，所以， 2 2( 2, )BN x y 
uuur

，

得 1 2 1 2( 2)( 2) 0x x y y    ，

将，代入上式得
2 2

1 2 1 2( 1) ( 2)( ) ( 2) 0m y y m t y y t       ， 

得
2

2 2
2 2

4 2( 1) ( 2) ( 2) 0
4 4

t mtm m t t
m m

 
       

 
，整理得 25 16 12 0t t   ，

解得
6
5

t  或 2t  （舍去）．

所以直线 l 的方程为
6
5

x my  ，则直线 l 恒过点
6( ,0)
5

Q ，

所以
2

1 2 1 2 1 2
1 1 4| | | | ( ) 4
2 2 5BMNS BQ y y y y y y       !

2

2
2 2

12 6( ) 42 5 5( ) 4
5 4 4

m

m m


   

 

2

2 2

8 25( 4) 36
25 ( 4)

m
m

 



，

设 2
1

4
p

m



，则

10
4

p  ，
28 36 25

25BMNS p p  △ ，

易知
28 36 25

25
y p p   在

1(0, ]
4

上单调递增，

所以
1
4

p  时， BMNSV 取得最大值
16
25

，

又
1 | | | |
2BMNS BM BN △ ，

所以 max max
32(| | | |) 2( )
25BMNBM BN S  ! .

    



例题 2．（2023·北京通州·统考三模）已知椭圆
2 2

2 2: 1( 0)x yC a b
a b

    的离心率为
2

2
，椭圆C 截直线

2x  所得线段的长度为 2.

(1)求椭圆C 的方程

(2)动直线交椭圆C 于 A， B 两点，交 y 轴于点 M ， D 为线段 AB 的中点，点 N 是 M 关于O的对称点，

以 N 点为圆心的圆过原点O，直线 DF 与 Oe 相切于点 F ，求
| |
ND
NF

的最大值

【答案】(1)
2 2

1
4 2
x y

 

(2)2

【详解】（1）由椭圆的离心率为
2

2
，

得  2 2 22a a b  .

又当 2x  时，

得
2

2
2

2 1bb
a

  ，

所以 2 24 2a b ，

因此椭圆方程为
2 2

1
4 2
x y

  .

（2）  

设 A（ 1x ， 1y ），B（ 2x ， 2y ）.

联立方程 2 22 4
y kx m

x y
 

   ，
得

由 0  得（*）

且 1 2 2
4

2 1
kmx x

k
 


，

因此 1 2 2

2
2 1

my y
k

 


，

所以 2 2
2 ,

2 1 2 1
km mD

k k
    

又 N（0，-m），

所以
2 2

2
2 2

2| |
2 1 2 1

km mND m
k k

             

整理得：
 
 

2 2 4
2

22

4 1 3
| |

2 1

m k k
ND

k

 



，



因为 NF m

所以
 
   

4 22 2

2 22 2 2

4 3 1| | 8 31
| | 2 1 2 1

k kND k
NF k k

  
  

 

令 28 3 3t k t   故
2 12 1

4
tk 

 

所以  

2

22
| | 16 161 1 1| | 1 2

ND t
NF t t

t

   
  

因为
1y t
t

  上单调递增，

因此
1 10

3
y t

t
  

等号当且仅当 3t  时成立，

此时

|
ND
NF

最大值为 2.

例题 3．（2023·四川成都·石室中学校考模拟预测）已知椭圆C ：  
2 2

2 2 1 0x y a b
a b

    的离心率
1
2

e  ，

点 1F ， 2F 为椭圆C 的左、右焦点且经过点  1 ,0F c 的最短弦长为 3．

(1)求椭圆C 的方程；

(2)过点 1F 分别作两条互相垂直的直线 1l ， 2l ，且 1l 与椭圆交于不同两点 A， B ， 2l 与直线 x c 交于点 P ，

若，且点Q满足，求 PQ 的最小值．

【答案】(1)
2 2

1
4 3
x y

 

(2)5

【详解】（1）由题意，，解得 2 4a  ， 2 3b  ，所以椭圆的方程为
2 2

1
4 3
x y

  ．

（2）由（1）得  1 1,0F  ，若直线 1l 的斜率为 0，则 2l 为 = 1x  与直线 1x  无交点，不满足条件．

设直线 1l ： 1x my  ，若 0m  ，则 1  则不满足，所以 0m  ．

设  1 1,A x y ，  2 2,B x y ，  0 0,Q x y ，

由得：  2 23 4 6 9 0m y my    ， 1 2 2

6
3 4

my y
m

 


， 1 2 2

9
3 4

y y
m

 


．

因为，即，则 1 2y y  ，  1 0 2 0y y y y   ，



所以
1 01

2 2 0

y yy
y y y

 
  

 ，解得
1 2

0
1 2

2 3y yy
y y m

  
 ，则 0 4x   ，即Q，

直线 2l ：
1 1x y
m

   ，联立

1 1

1

x y
m

x

   

 

，解得  1, 2P m ，

∴
2

2 35 2 5PQ m
m

      
 

，当且仅当
6

2
m 或

6
2

m   时等号成立

∴ PQ 的最小值为 5．

练透核心考点

1．（2023 春·上海黄浦·高二上海市大同中学校考期中）已知 P 是椭圆
2 2

2 2: 1x yC
a b

  上一个动点，F 是椭圆

的左焦点，若 PF 的最大值和最小值分别为3 5 和3 5 .

(1)求椭圆C 的标准方程；

(2)  0,M m 是 y 轴正半轴上的一点，求 PM 的最大值.

【答案】(1)
2 2

1
9 4
x y

 

(2)

2

max

9 59 0
5 2| |

52
2

m m
PM

m m


   

  

【详解】（1）由题意可得
3 5

3 5

a c

a c

   


  
，解得，

所以椭圆的标准方程为
2 2

1
9 4
x y

  .

（2）设  ,P x y ，

则
2

2 2 2 2 2 2 2 29| | ( ) 2 9 2
4
yPM x y m x y my m y my m           

 
2 2

2 25 5 4 92 9 9, 2,2
4 4 5 5

my my m y m y             
 

当
50,
2

m    
时，  

2

max
4 92,0 ,| | 9
5 5

mm PM    

当
5 ,
2

m    
 

时，  4 , 2
5

m     ，

2 2
2

max
5 4 9| | 2 9 4 4 2
4 5 5

mPM m m m m            
 



所以

2

max

9 59 0
5 2| |

52
2

m m
PM

m m


   

  

.

2．（2023 春·广西·高二校联考期中）已知椭圆
2 2

2 2: 1( 0)x yC a b
a b

    的长轴长是短轴长的 3倍，且椭圆 C

经过点．

(1)求椭圆 C 的方程；

(2)设 O 为坐标原点，过右焦点 F 的直线 l 与椭圆 C 交于 A，B 两点．求使 OABV 面积最大时直线 l 的方

程．

【答案】(1)
2 2

1
6 2
x y

 

(2) 2 0x y   或 2 0x y  

【详解】（1）因为长轴长是短轴长的 3倍，则 2 23a b= ， 

所以椭圆 C 的方程为
2 2

2 2 1
3
x y
b b

  ， 

把点的坐标代入上式，得 2 2
2 4 1

3 3b b
  ，可得 2 2b  ，所以 2 6a  ，

故椭圆 C 的方程为
2 2

1
6 2
x y

  ．

（2）易知右焦点 F 的坐标为  2,0 ，

若直线 l 的斜率为 0，则 O，A，B 三点不能构成三角形，

  

所以直线 l 的斜率不为 0，设直线 l 的方程为 2x my  ， 

联立方程组 2 2

2

1
6 2

x my
x y

 



 

，消去 x，得， 

判别式    2 2 2Δ 16 8 3 24 1 0m m m      ，

设    1 1 2 2, , ,A x y B x y ，则 1 2 2
4

3
my y

m
  


， 1 2 2

2
3

y y
m

 


，  

 2
1 2 1 2 1 2 1 2

1 | | 4
2AOBS OF y y y y y y y y       V  

2 2

2 2 2

4 2 2 6 14
3 3 3

m m
m m m

         
． 



令 2 1 ( 1)m t t   ，则 2

2 6 2 6 2 6 2 6 322 2 2 22
OAB

tS
t t tt t

    
  

△ ，

当且仅当 2t  时，等号成立，即 2 1 2m   ，解得 1m   ，

所以此时直线 l 的方程为 2 0x y   或 2 0x y   ．

3．（2023·全国·高三对口高考）已知直线 2 2 0x y- + = 经过椭圆  
2 2

2 2: 1 0x yC a b
a b

    的左顶点A 和上顶

点D，点S 是椭圆C 上位于 x 轴上方的动点， B 为椭圆C 的右顶点，直线 AS 、 BS 与直线
10:
3

l x  分别交于

M 、 N 两点．求线段MN 的长度的最小值．

    

【答案】
8
3

【详解】解：点  ,0A a 、  0,D b 在直线 2 2 0x y- + = 上，则
2 0

2 2 0
a
b

  
  

，解得
2
1

a
b


 

，

所以，椭圆C 的方程为
2

2 1
4
x y  ，

设点  0 0,S x y ，则，

则
0

0 2AS
yk

x


 ，
0

0 2BS
yk

x


 ，所以，

2
0

2
0

2 2
0 0

1 14
4 4 4AS BS

x
yk k

x x


   

 
，

设直线 AS 的方程为  2y k x  ，其中 0k  ，则直线 BS 的方程为  1 2
4

y x
k

   ，

设点  1 1,A x y 、  2 2,B x y ，

由

 2
10
3

y k x

x

  




可得 1

16
3

y k ，联立

 1 2
4

10
3

y x
k

x

   

 


可得 2
1

3
y

k
  ，

所以，
16 1 16 1 16 1 82
3 3 3 3 3 3 3

MN k k k
k k k

       ，

当且仅当
16 1

3 3
k

k
 时，即当

1
4

k  时，等号成立，

因此， MN 的最小值为
8
3

.



高频考点二：椭圆中参数范围问题

典型例题

例题 1．（2023·全国·高三专题练习）已知椭圆  
2 2

2 2: 1 0
4 3
x yC a
a a

   的右焦点为 F ，直线

: 4 0l x y   .

(1)若 F 到直线 l的距离为2 2 ，求 a；

(2)若直线 l与椭圆C 交于A ， B 两点，且 ABOV 的面积为
48
7
，求 a；

(3)若椭圆C 上存在点 P ，过 P 作直线 l的垂线 1l ，垂足为 H ，满足直线 1l 和直线 FH 的夹角为
π
4
，求 a的取

值范围.

【答案】(1) 8a 

(2) 2a 

(3) 8 4 7
3

a  
 且 4a 

【详解】（1）因为  
2 2

2 2: 1 0
4 3
x yC a
a a

   ，所以右焦点为 ( ,0)F a ，

又因为 : 4 0l x y   ，所以F 到直线 l的距离
2 2

0 4
2 2

1 1

a
d

 
 


，解得 8a  ；

（2）设 1 1( , )A x y ，，

由得 2 27 32 64 12 0x x a    ，

所以 2 232 28(64 12 ) 0a     ，即
2 16

7
a  ，且

1 2

2

1 2

32
7

64 12
7

x x

ax x

  


  


，

所以 2
1 2 1 22 ( ) 4AB x x x x   

 22
2

2

28 64 1232 4 22 21 48
7 7 7

a
a

       
 

，

又因为 O 到直线 l的距离为
2 2

0 0 4
2 2

1 1
h

 
 


，

所以 ABOV 的面积为



2 21 1 4 2 8 482 2 21 48 21 48
2 2 7 7 7ABOS AB h a a          V ，



解得 2a  满足
2 16

7
a  ，所以 2a  ；

（3）若 4a  ，则直线 l经过点F ，此时直线 1l 和直线FH 的夹角为
π
2
（舍去），

若 4a  ，由直线 1l 和直线FH 的夹角为
π
4
，且 1

1lk  得，

直线FH 的方程为 0y  或 x a 代入 : 4 0l x y   得 (4,0)H 或 ( , 4 )H a a ，

所以直线 1l 的方程为 4y x  或 (4 )y a x a    代入椭圆方程得

2 27 32 64 12 0x x a    或    2 27 32 16 4 64 64 0x a x a a      ，

由
2

1 48(7 16) 0a    或
2

2 48(3 +16 16) 0a a   

解得
4 7

7
a  或

8 4 7
3

a  
 ，

综上得的取值范围为
8 4 7

3
a  

 且 4a  ．

例题 2．（2023·江西宜春·校联考模拟预测）已知椭圆C :  
2 2

2 2 1 0x y a b
a b

    过点，且离心率为
1
2 .

(1)求椭圆C 的方程；

(2)过点  1,1P  且互相垂直的直线 1l , 2l 分别交椭圆C 于M , N 两点及 ,S T 两点.求
PM PN
PS PT 的取值范围.

【答案】(1)
2 2

1
4 3
x y

 

(2)
3 4
4 3

 
  

，

【详解】（1）椭圆C :  
2 2

2 2 1 0x y a b
a b

    过点，且离心率为
1
2

所以，解得

3
1
2

b
c
a

 



 

，所以椭圆C 的方程为
2 2

1
4 3
x y

  ；

（2）当直线 1l 的斜率不存在时，则直线 1l ： = 1x  ，代入椭圆方程得
3
2

y   ，

所以；直线 2l ： 1y  ，代入椭圆方程得
2 6

3
x   ，所以，

所以；

当直线 2l 的斜率不存在时，同理可得
4
3

PM PN
PS PT

 ；

当直线 1l , 2l 的斜率均存在，不妨设直线 1l 的方程为  1 1y k x   ，则直线 2l 的方程为  1 1 1y x
k

    ，



       1 1 2 2 3 3 4 4, , , , , , ,M x y N x y S x y T x y ，

则，消去 y 得      22 23 4 8 1 4 1 12 0k x k k x k       ，

0  恒成立，所以
   2

1 2 1 22 2

8 1 4 1 12
,

3 4 3 4
k k k

x x x x
k k
  

   
 

，

所以

       
2

2 2
2 2 2

4 1 12 8 1 51 1 1
3 4 3 4 3 4
k k k

k k
k k k

   
      

  
；

同理可得，将 k 换成
1
k

 可得

2 2

2 2 2
1 5 1 51 1

3 413 4

kPS PT
k k k

k

                        
 

所以

   
 

2 2
22

2 2 2 2

2 2

5 3 71 4 33 4 3 7 3 43 4 4 4 ,
1 5 3 4 3 4 4 4 34 3 41

3 4

k kPM PN kk
kPS PT k k k

k k

                    

，

综上所述，
PM PN
PS PT 的取值范围是

3 4,
4 3

 
  

.

例题 3．（2023·四川成都·四川省成都市玉林中学校考模拟预测）已知椭圆
2 2

2 2: 1( 0)x yC a b
a b

    的右

焦点为 F ，离心率为
1
2 ，且点在椭圆上．

(1)求椭圆C 的标准方程；

(2)过右焦点 F 且斜率不为 0 的直线 l与椭圆C 交于 A， B 两点，线段 AB 的中点为Q，经过坐标原点O

和点Q的直线m 与椭圆C 交于 M ， N 两点，求四边形 AMBN 的面积的取值范围．

【答案】(1)
2 2

1
4 3
x y

  ；

(2)[6, 4 3)．

【详解】（1）设椭圆右焦点的坐标为 ( ,0)( 0)c c  ，则
1
2

c
a

 ，即 2a c ，

又 2 2 2a b c  ，则 2 23b c ，

因为点在椭圆上，

所以 2 2

1 9 1
4a b

  ，即 2 2
1 3 1

4 4c c
  ，解得 1c  ，

则 2a  ， 3b  ，所以椭圆 C 的标准方程为
2 2

1
4 3
x y

  ．

（2）由（1）知 (1,0)F ，因为直线 l 的斜率不为 0，所以可设直线 l 的方程为 1x ky  ，



代入椭圆 C 的方程
2 2

1
4 3
x y

  ，消去 x 化简得  2 23 4 6 9 0k y ky    ，

设  1 1,A x y ，  2 2,B x y ，则 1 2 2

6
3 4

ky y
k


 


， 1 2 2

9
3 4

y y
k





．

设线段 AB 的中点为  0 0,Q x y ，则 1 2
0 2

3
2 3 4

y y ky
k

 
 


，

2

0 0 2

31 1
3 4

kx ky
k


   
 2

4
3 4k




，即

2 2

4 3,
3 4 3 4

kQ
k k

 
   

，则直线 m 的方程为
3
4
ky x  ，

代入椭圆 C 的方程可得 2

4
3 4

x
k

 


，不妨设
2 2

4 3,
3 4 3 4

kM
k k

 
 

  
，

2 2

4 3,
3 4 3 4

kN
k k

 
 

  
．

2
1 2| | 1AB k y y    22

1 2 1 21 4k y y y y    
2

2
2 2

6 91 4
3 4 3 4

kk
k k
         

2
2

2

12 11
3 4

kk
k


  



 2

2

12 1
3 4

k
k





，

点 M，N 到直线 l 的距离分别为 1 2

1

1
M Mx ky

d
k

 



， 2 2

1

1
N Nx ky

d
k

 



，

则四边形 AMBN 的面积为 1 2
1 1| | | |
2 2

S AB d AB d       1 2
1 |
2

AB d d   ∣
1 | |
2

AB  

2 2

1 1

1 1
M M N Nx ky x ky

k k

    
 

  
．

因为点M，N在直线 l的两侧，所以
2 2

111 | |
2 1 1

N NM M x kyx kyS AB
k k

  
   

 

1 | |
2

AB  
 

21
M N M Nx x k y y

k

  



2

2

1 2 3 4| |
2 1

kAB
k


  


 2 2

2 2

12 11 2 3 4
2 3 4 1

k k
k k

 
  

 

2

2

12 1
3 4

k
k






2

2

112
3 4

k
k



 2

14 3 1
3 4k

 


，

因为 2

1 10
3 4 4k

 


，所以6 4 3S  ．

因此，四边形 AMBN 的面积的取值范围为[6, 4 3)．

练透核心考点

1．（2023 春·海南·高三海南中学校考阶段练习）已知椭圆
2

2: 1
4
xC y  的左、右焦点分别为 1 2,F F ，点 ,A B

为椭圆C 上两点．

(1)若直线 AB 过左焦点 1F ，求 2ABF△ 的周长；

(2)若直线 AB 过点 (1,0)P ，求的取值范围；．

【答案】(1)8

(2)

【详解】（1）如图所示，



  

由题意知 2 2 22, 1, 3a b c a b     ，所以 2, 1, 3a b c   ，

所以由椭圆的定义知， 2ABF△ 的周长为.

（2）如图所示，

  

设    1 1 2 2, , ,A x y B x y ，

①当直线 AB 斜率为 0 时，不妨设 ( 2, 0)A  ， (2, 0)B

所以，，

所以；

②当直线 AB 斜率不为 0 时，设直线 AB 方程为： 1x my  ，

由 2
2

1

1
4

x my
x y

 



 

得，

所以 1 2 2

2
4

my y
m

  


， 1 2 2

3
4

y y
m

 


，

又因为  1 11,PA x y 
uuur

，  2 21,PB x y 
uuur

，

所以  2 2 2
1 2 2 2

3 3 3| || | 1 1 1 3 1 ,3
4 4 4

PA PB m y m y m
m m

                    

uuur uuur
，

综上，的取值范围是.

2．（2023 春·湖北随州·高二随州市曾都区第一中学校考期末）已知椭圆
2 2

2 2: 1( 0)x yC a b
a b

    的离心率为，

以椭圆的顶点为顶点的四边形面积为 4 5 .

(1)求椭圆C 的标准方程；

(2)我们称圆心在椭圆C 上运动且半径为
2 2

3
a b

的圆是椭圆C 的“环绕圆”.过原点O作椭圆C 的“环绕圆”的

两条切线，分别交椭圆C 于 ,A B两点，若直线 ,OA OB的斜率存在，并记为 1 2,k k ，求 1 2k k 的取值范围.

【答案】(1)
2 2

1
5 4
x y

 

(2)   1, 3 ,
4

     
U

【详解】（1）由题意，得
5

5
c
a

 且
1 2 2 4 5
2

a b   ，又 2 2 2a b c  ，

解得 2 25, 4a b  ，

所以椭圆C 的标准方程为
2 2

1
5 4
x y

  .



（2）      

设切线OA的方程为 1y k x ，切线OB 的方程为 2y k x ，“环绕圆”的圆心 D 为  0 0,x y .

由“环绕圆”的定义，可得“环绕圆”的半径为 1，所以“环绕圆”的标准方程为    2 2
0 0 1x x y y    .

因为直线 1:OA y k x 与“环绕圆”相切，则由点到直线的距离公式可得：
1 0 0

2
1

1
1

k x y

k





，

化简得.

同理可得.

所以 1 2,k k 是方程的两个不相等的实数根，

所以.

又因为“环绕圆”的圆心  0 0,x y 在椭圆C 上，所以代入椭圆方程
2 2

1
5 4
x y

  中，

可得
2 2
0 0 1

5 4
x y

  ，解得
2 2
0 0

44
5

y x  .

所以
2
0

1 2 2 2
0 0

1 1 114
1 5 1

yk k
x x

 
      

.

又因为
2
00 5x  且

2
0 1 0x   ，所以

2
01 1 0x    或

2
00 1 4x   .

所以 2
0

1 1
1x

 
 或 2

0

1 1
1 4x


 ，所以 2

0

11 11
1x




 或 2
0

11 11
1 4x


 

 ，

所以 2
0

1 114 3
5 x

 
    

 
或 2

0

1 11 14
5 4x

 
    

 
.

所以 1 2k k 的取值范围是   1, 3 ,
4

     
U .

3．（2023 春·福建·高三校联考阶段练习）在平面直角坐标系 xOy 中，O是坐标原点，点A ， B 分别为椭圆

C ：
2 2

2 2 1( 0)x y a b
a b

    的上、下顶点，直线 l： 2x  与C 有且仅有一个公共点，设点D在C 上运动，且D

不在坐标轴上，当直线 BD 的斜率为 3 时，C 的右焦点恰在直线 BD 上．

(1)求C 的方程；

(2)设直线 BD 交 x 轴于点 P ，直线 AD 交 l于点Q，直线 PQ 交C 于M ， N 两点．

（i）证明：直线 PQ 的斜率为定值；

（ii）求 OMNV 面积的取值范围．

【答案】(1)
2 2

1
4 3
x y

 

(2)（i）证明见解析；（ii）

【详解】（1）

直线 l： 2x  与C 有且仅有一个公共点，



该公共点为椭圆C 右顶点， 2a  ，

当BD的斜率为 3时，C 的右焦点恰在直线BD上，

3b
c

  ，联立 2 22a b c   ，解得 3b  ， 1c  ，

C 的方程为
2 2

1
4 3
x y

  ；

（2）

（i）的方程为
2 2

1
4 3
x y

  ，  30,A ，  0, 3B  ,

设直线BD的方程为 3y kx  ，令 0y  ，得
3x

k
 ，

3 ,0P
k

 
   

 
 ，

不在坐标轴上， k 存在且 0k  且
3

2
k   ，

联立 3y kx  与
2 2

1
4 3
x y

  ，可得 0x  或
2

8 3
4 3

kx
k




，，

直线 AD 交 l于点Q，
2 3 32,

2
kQ
k

 
   

 
，

2 3 3
32

232
PQ

k
kk

k



  


.

（ii）直线 PQ的方程为
3 3

2
y x

k
 

   
 

与
2 2

1
4 3
x y

  联立，

可得： 2
2

2 3 22 4 0x x
k k

    ，

3
M Nx x

k
   ， 2

3 2
2M Nx x

k
  ，

点O到直线 NM 的距离

3
3 72
731

4

kd
k


 


，

 231 4
4 M N M NMN x x x x     ，

2

2 2 2 4 2

1 3 1 3 6 3 8 3 3 1 4 168 3
2 4 4 4 3 3MONS d MN

k k k k k k
             
 

V ，

0k Q 且
3

2
k   ， 2

1 4
3k

  ，.



高频考点三：双曲线中最值问题

典型例题

例题 1．（2023·全国·高二专题练习）已知点  0, 2R  ，  0, 2Q ，双曲线C 上除顶点外任一点  ,M x y 满

足直线 RM 与QM 的斜率之积为 4.

(1)求C 的方程；

(2)若直线 l过C 上的一点 P ，且与C 的渐近线相交于 A， B 两点，点 A， B 分别位于第一、第二象

限，，求的最小值.

【答案】(1)
2

2 1
4
y x 

(2)1

【详解】（1）由题意得
2 2 4 

 
y y

x x
，即

2

2
4 4


y

x
，

整理得
2

2 1
4
y x  ，

因为双曲线的顶点坐标满足上式，

所以 C 的方程为
2

2 1
4
y x  .

（2）由（1）可知，曲线 C 的渐近线方程为 2y x  ，

设点  0 0,P x y ，  1 1, 2A x x ，  2 2, 2B x x ， 1 > 0x ， 2 0x  ，

由，得    0 1 0 1 2 0 2 0, 2 2 , 2     x x y x x x x y ，

整理得 1 2
0

2
3

x xx 
 ， 1 2

0
2 4

3



x xy ①，

把①代入
2

20
0 1

4
y x  ，整理得 1 2

9
8

  x x ②，

因为   1 2 1 2
0 1 0 1

2 2 4 4, 2 ,
3 3

         
 

uuur x x x xAP x x y x ，

  2 1 2 1
2 0 2 0

2 2, 2 ,
3 3
         

 

uuur x x x xPB x x x y ，

所以  2 2
1 2 1 2

1 10 10 12
9

    
uuur uuur
AP PB x x x x .由 1 2

9
8

 x x ，得 1
2

9
8

 x
x ，

则  
2

2 2 2
1 2 1 2 2

2

1 1 9 9 1 9 2710 10 12 10 10 12 10 2 1
9 9 8 8 9 8 2

                      
    

uuur uuur
AP PB x x x x x

x
，



当且仅当 2
3 2

4
x   时等号成立，所以的最小值是 1.

例题 2．（2023·全国·高三专题练习）设双曲线
2 2

2 2: 1( , 0)x yC a b
a b

   的右顶点为A ，虚轴长为 2 ，两

准线间的距离为
2 6

3
.

(1)求双曲线C 的方程；

(2)设动直线 l与双曲线C 交于 ,P Q 两点，已知 AP AQ ，设点A 到动直线 l的距离为d ，求d 的最大值.

【答案】(1) 2 22 1x y 

(2) 2

【详解】（1）解：依题意可得，解得

2

2

1
1
2

a

b

 





，所以双曲线方程为 2 22 1x y 

（2）解：由（1）可知 ( )1,0A ，依题意可知 1AP AQk k   ，设  1 1,P x y ，  2 2,Q x y ，
2 2

1 12 1x y  ，

2 2
2 22 1x y  ，则有

1 1

1 1

1
1 2AP

y xk
x y


 

 ，
2 2

2 2

1
1 2AQ

y xk
x y


 

 ，所以
1 2

1 2

1 1
1 2

y x
x y


  

 ，
1 2

1 2

1 1
2 1

x y
y x


  
 ，所

以 2 1 1 2 2 12 2x y x y y y   ， 2 1 1 2 1 22 2y x y x y y   ，

作差得  2 1 1 2 1 23x y x y y y   ，又 PQ的方程为    2 1 2 1 2 1 1 2x x y y y x x y x y     ，所以 PQ过定点  3,0M ，

所以 2d AM  ，即d 的最大值为 2；

例题 3．（2023·高二课时练习）已知双曲线
2 2

2 2 1x y
a b

  （ 0a  ， 0b  ）的左、右焦点分别为 1F ， 2F ，点

P 在双曲线的右支上， 1PF ， 2PF 的最小值 1m ， 2m ，且满足
2

1 2 3m m a ．

(1)求双曲线的离心率；

(2)若 2a  ，过点 1F 的直线交双曲线于A ， B 两点，线段 AB 的垂直平分线交 y 轴于点 D（异于坐标原点

O），求
AB
OD 的最小值．

【答案】(1)2

(2)
3
2
．

【详解】（1）由题意知  1 ,0F c ，  2 ,0F c ．由双曲线的性质知 1m c a  ， 2m c a  ，

∴ 2 2 2
1 2 3m m c a a   ，∴ 2c a ，故双曲线的离心率 2ce

a
  ．

（2）当 2a  时， 4c  ， 2 2 2 12b c a   ．∴双曲线的方程为
2 2

1
4 12
x y

  ，  1 4,0F  ．

由题知直线 AB 的斜率存在，设为 k ，则 3k   ，直线 AB 的方程为  4y k x  ．



联立消去 y 并整理，得．

设  1 1,A x y ，  2 2,B x y ，则
2

1 2 2
8

3
kx x
k

 


，
2

1 2 2
16 12
3

kx x
k

 



，

∴    2 22 2
22 2

1 2 1 2 2 2 2

12 18 16 121 4 1 4
3 3 3

kk kAB k x x x x k
k k k

   
            

．

又∵      
2

1 2 1 2 1 2 2 2
8 244 4 8 8

3 3
k ky y k x k x k x x k k k
k k

           
 

，线段 AB 的中点的坐标为，

∴线段 AB 的垂直平分线的方程为．令 0x  ，得 2
16

3
ky
k




，

∴ D点的坐标为 2
160,

3
k
k

 
  

，∴ 2

16
3

k
OD

k



，∴

 
 

2

22

2

12 1

3 13 3 1 3
16 4 4 2
3

k

kkAB
k

kOD k k
k



  
      

 


，

当且仅当 1k  ，即 1k   时等号成立，∴
AB
OD 的最小值为

3
2
．

练透核心考点

1．（2023·广东深圳·校考二模）中国是纸的故乡，折纸也是起源于中国.后来数学家将几何学原理运用到折

纸中，并且利用折纸来研究几何学，很好的把折纸艺术与数学相结合.将一张纸片折叠一次，纸片上会留下

一条折痕，如果在纸片上按照一定的规律折出很多折痕后，纸上能显现出一条漂亮曲线的轮廓.如图，一张

圆形纸片的圆心为点 D，A 是圆外的一个定点，P 是圆 D 上任意一点，把纸片折叠使得点 A 与 P 重合，然

后展平纸片，折痕与直线 DP 相交于点 Q，当点 P 在圆上运动时，得到点 Q 的轨迹.

  

(1)证明：点 Q 的轨迹是双曲线；

(2)设定点 A 坐标为 (2,0)，纸片圆的边界方程为 2 2 2( 2)x y r   .若点 (2,3)M 位于（1）中所描述的双曲线上，

过点 M 的直线 l 交该双曲线的渐近线于 E，F 两点，且点 E，F 位于 y 轴右侧，O 为坐标原点，求 EOFV 面

积的最小值.

【答案】(1)证明见解析.

(2) 3

【详解】（1）证明：设圆 D 半径为 r，由题意知 QA QP ，

所以，

因此，动点 Q 到定点 A 和 D 的距离之差的绝对值为定值 r，且 r DA ，

由双曲线定义知，点 Q 的轨迹是以 A，D 为焦点的双曲线.



（2）由（1）知双曲线中 2a r ， 2 4c  ，设双曲线方程为

2 2

2 2 1
4

4 4

x y
r r

 


，

又点 (2,3)M 在双曲线上， 2 2
4 9 1

4
4 4
r r

 


，解得 2r  ，因此双曲线方程为
2

2 1
3
yx   ，

渐近线为 3y x  ，则
1 π
2 3

EOA AOF EOF      .

①直线 l 斜率不存在，此时 EOFV 为顶角为
2π
3
的等腰三角形，且 4OE  ，所以 4 3EOFS V ；

②若直线 l 斜率存在，设为： ( 2) 3y k x   ，联立双曲线
2

2 1
3
yx   ，得：

2 2 2 2(3 ) (4 6 ) 4 12 12 0k x k k x k k       .

因为直线 l 交双曲线于 y 轴右侧于两点    1 1 2 2, , ,x y x y ，

所以 2 2 2 2(4 6 ) 4(3 )( 4 12 12) 0k k k k k         ，且
2

1 2 2

6 4 0
3
k kx x

k


  


，
2

1 2 2

4 12 12 0
3

k kx x
k

  
 


；解

得 3k   或 3k  .

设， 4 4( , )F x y ，联立直线和渐近线方程解得： 3
3 2

3
kx
k





， 4

3 2
3

kx
k




 
，

所以 3
32

cos
x

OE x
EOA

 


， 4
42

cos
x

OF x
FOA

 


，

1 sin
2EOFS OE OF EOF   V 3 4

1 2π2 2 sin
2 3

x x  

3 43 x x
2

2

3(3 2 )
3
k

k



 2

7 44 3 3 3
3
k

k


  


，

令 2

7 4( )
3
kf k

k





， 2 2

2(2 3)( 2)( )
( 3)
k kf k
k
  


，

当 3k   时， ( ) 0f k  ， ( )f k 单调递增，且 ( ) 0f k  ，此时 4 3EOFS V .

当 3 2k  时， ( ) 0f k  ， ( )f k 单调递减，当 2k  时， ( ) 0f k  ， ( )f k 单调递增所以 ( )f k 的极小值为

(2) 1f   ，此时 3EOFS V .

综上所述， EOFV 面积的最小值为 3，此时 2k  且Δ 0 ，即直线 l 与双曲线相切.

    

2．（2023 秋·浙江嘉兴·高三统考期末）已知双曲线
2 2

2 2: 1( 0, 0)x yC a b
a b

    过点  2,3 ，左､右顶点分别是

,A B，右焦点F 到渐近线的距离为 3，动直线 :l y kx m  与以 AB 为直径的圆相切，且 l与C 的左､右两支

分别交于    1 1 2 2, , ,P x y Q x y 两点.

(1)求双曲线 C 的方程；
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